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vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toute  contrefaçon,  soit 
du  texte,  soit  des  grayuree,  ou  toute  traduction  faite  au  mépris  de  leurs 
droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  mois 
d*août  i856,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  rem- 
plies dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous,  les  signatures  de  TAuteur  et  du  Libraire-Éditeur,  sera  réputé  con- 
trefait. Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformé- 
ment à  la  loi ,  les  fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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PRÉFACE. 


Les  changements  apportés  aux  Programmes  de  ren- 
seignement scientifique,  pour  l'obtention  des  grades 
universitaires  et  l'admission  aux  écoles  du  Gouverne- 
ment, expliquent  pourqupije  publie  aujourd'hui  un 
Traité  différent  de  celui  dont  j'ai  fait  paraître  trois  édi- 
tions en  communauté  avec  M.  Mayer,  et  deux  autres 
depuis  sa  mort,  en  i845  et  1849,  ^^^^  ^^  nombreuses 
additions  et  plusieurs  modifications. 

J'ai  reproduit,  dans  le  présent  Traité,  l'opuscule  que 
j'avais  publié  postérieurement  à  la  dernière  édition  men- 
tionnée ci-dessus  pour  lui  servir  de  complément.  Je  con- 
tinue ainsi  d'exposer  la  résolution  des  équations  par  la 
méthode  des  différences,  en  prenant  pour  exemple  une 
équation  du  cinquième  degré  dont  on  ne  connaît  pas  à 
priori  le  nombre  des  racines  réelles.  On  est  mis  par  là  à 
même  d'apprécier  que  cette  méthode  peut  être  employée 
dans  tous  les  cas,  sans  qu'il  y  ait  lieu  de  craindre  au- 
cune incertitude  ;  et  qu'elle  est  préférable,  pour  la  re- 
cherche des  résultats  numériques,  aux  méthodes  fondées 
sur  des  principes  théoriquement  plus  satisfaisants,  mais 
qui  occasionneraient  un  travail  beaucoup  plus  considé- 
rable. Les  exemples  de  la  méthode  des  approximations 
successives  ont  été  conservés;  et  j'ajouterai  ici,  pour  le 
cas  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  incon- 
nues, que,  lorsqu'il  est  nécessaire  d'obtenir  les  solutions 
avec  un  grand  degré  d'approximation,  on  n'est  pas  dis- 
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peDsé  de  recourir  à  cette  méthode,  après  Témploi  de 
celle  qui  fait  dépendre  Topération  de  la  résolution  d'une 
équation  du  troisième  degré. 

J*ai  introduit  dans  les  autres  parties  de  Touvrage  tout 
ce  qui  est  exigé  par  les  nouveaux  Programmes.  Mais  je 
ne  me  suis  pas  renfermé  exclusivement  dans  les  limites 
qu'ils  tracent,  et  j'ai  cru  devoir  conserver  tout  ce 
que  l'on  comprenait  auparavant  dans  l'enseignement,  et 
les  théorèmes  remarquables  dont  Sturm  et  M.  Cauchy 
ont  enrichi  l'analyse  des  équations.  J'ai  seulement  res- 
treint le  nombre  des  exemples  et  les  détails  d'une  impor- 
tance secondaire. 

Les  lecteurs  qui  voudront  se  borner  aux  matières  exi- 
gées, pourront  omettre  les  chap.  VI,  VII,  VIII^  XVII, 
XVIII  et  XIX,  sauf  à  recourir,  au  besoin,  à  quelques- 
unes  des  explications  contenues  dans  les  deux  premiers. 
Ils  pourront  omettre  aussi,  dans  les  chap.  III  et  XI,  le 
n<'  118  et  ceux  de  127  à  130,  de  337  à  339  et  de  348 
à  363. 

Je  terminerai  en  sollicitant,  pour  ce  nouveau  Traité, 
l'attention  bienveillante  de  MM.  les  Professeurs  ;  et  je 
leur  serai  reconnaissant  des.observations  qu'ils  voudront 
bien  me  transmettre. 
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AVEC  l'indication   DBS  NUMEROS  QUI   S*Y   RAPPORTENT. 


CONNAISSANCES  EXIGÉES  POUR  LE  BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES. 

CSalcul  algébrique.  •*-  Emploi  des  lettres  et  des  signes  comme  moyen 
d*abréviation  et  de  généralisation.  —  Termes  semblables.  —  Addition 
et  soustraction  [n*»»  I  à  24  ]. 

*MuUiplication.  —  Règle  des  signes.  — Division  des  monômes.  — 
Exposant  zéro.  —  Exposé  sommaire  de  la  division  des  polynômes 
[n»»25à49]. 

Équations  du  premier  degré.  —  Résolution  des  équations  numé- 
riques du  premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  par  la  mé- 
thode dite  de  substitution,  =  Interprétation  des  valeurs  négatives 
dans  les  problèmes.  —  Usage  et  calcul  des  quantités  négatives.  =  Des 
cas  d'impossibilité  et  d'indétermination.  =  Formules  générales  pour  la 
résolution  d'un  système  d'équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 
—  Discussion  complète  de  ces  formules  [n""  $8  à  ii4  et  119  à  126]. 

Équations  du  second  degré  à  une  inconnue,  —  Résolution.  — 
Double  solution  —  Valeurs  imaginaires.  =  Décomposition  du  tri- 
nôme x*-^px-hq  en  facteurs  du  premier  degré.  —  Relations 
entre  les  coefficients  et  les  racines  de  l'équation  x^ -{- px  -h  g  ==^  o 
[no*  les  à  171  et  184  à  189]. 

Des  questions  de  maximum  et  dé  minimum  qui  peuvent  se  ré- 
soudre par  les  équations  du  second  degré  [n^  199  à  203]. 

Principales  propriétés  des  progressions  arithmétiques  et  des  pro- 
gressions géométriques.  =  Des  logarithmes.  —  Chaque  terme  d'une 
progression  arithmétique  commençant  par  zéro  est  dit  le  logarithme 
du  terme  qui  occupe  le  même  rang  dans  une  progression  géométrique 
commençant  par  l'unité.  =  Si  l'on  conçoit  que  l'excès  de  la  raison 
de  la  progression  par  quotient  sur  l'unité  décroisse  de  plus  en  plus , 
les  termes  de  cette  progression  croîtront  par  degrés  aussi  rapprochés 
que  l'on  voudra.  Étant  donné  un  nombre  plus  grand  que  un,  il  exis- 
tera toujours  un  terme  de  la  progression ,  dont  la  différence  avec  ce 
nombre  sera  moindre  que  toute  quantité  donnée.  =  Le  logarithme 
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d*uD  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égal  à  h  somme  des  logarithmes 
des  facteurs.  — Ck>ro11aires  relatifs  à  la  division^  à  Télévation  aux 
puissances,  à  l'extraction  des  racines  [n^*  268  à  886]. 

Logarithmes  dont  la  base  est  lo.  —  Tables.  —  Règle  des  parties 
proportionnelles.  —  De  la  caractéristique.  —  Changement  qu'elle 
éprouve  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  un  nombre  par  une 
puissance  de  lo.  —  Usage  des  caractéristiques  négatives.  =  Applica- 
tion des  logarithmes  aux  questions  d'intérêts  composés  et  aux  annuités 
[n<»  887  à  304]. 

ENSEIGNEMENT  COMPLÉMENTAIRE ,  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 

POLYTECHNIQUE. 

Complément  des  éléments  d'algèbre,  =  Notions  sur  les  nombres 
incommensurables  [  n®*  226  à  228].  =r  Division  des  polynômes.  =: 
Résolution  des  équations  générales  du  premier  degré  à  plusieurs  in- 
connues. On  développera  les  calculs  relatifs  au  cas  de  deux  équa- 
tions et  à  celui  de  trois  équations.  On  fera  connaître  la  règle  générale 
pour  former  le  dénominateur  commun  et  pour  en  déduire  les  nu- 
mérateurs [  n**^  iil$  à  iI7].  —  Discussion  complète  des  formules  gé- 
nérales propres  au  cas  de  deux  équations.  =  Lorsque  dans  Péquation 
0x^-4- hx-\-c=:o^  a  tend  vers  zéro.  Tune  des  racines  croit  indéfini- 
ment. —  Calcul  numérique  des  deux  racines  quand  a  est  tr^-petit 
[n"'  172  à  185].  =  Equations  réductibles  au  second  degré  [n^"  190 
à  195].  =::  Calcul  des  valeurs  arithmétiques  des  radicaux.  =:  Expo- 
sants fractionnaires.  —  Exposants  incommensurables.  —  Exposants 
négatifs  [n**  50H  à  5t5  et  5 18  à  520].  • 

Des  progressions  et  des  séries  en  général,  =  Progressions  arithmé- 
tiques et  géométriques.  —  Sommatio'n  des  termes.  =  Ce  qu*on  ap- 
pelle série.  —  Convergence  et  divergence.  —  Les  termes  d'une  série 
peuvent  décroître  indéfiniment  sans  que  la  série  soit  convei^ente,  == 
Une  progression  géométrique  est  convergente  si  la  raison  est  plus 
petite  que  l'unité;  divergente ,  si  la  raison  est  plus  grande  que  l'unité. 
=  Une  série  est  convergente  lorsque,  à  partir  d'un  certain  terme ,  la 
valeur  absolue  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  constamment 
inférieure  à  un  nombre  déterminé  plus  petit  que  l'unité.  =  Lorsque 
les  termes  d'une  série  décroissent  indéfiniment ,  et  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  la  série  est  convergente  [n®*  566  à  576]. 

Formule  du  binôme  et  ses  applications.  =  Arrangements,  per- 
mutations et  combinaisons.  =  Développement  des  puissances  en- 
tières et  positives  d'un  binôme,  —  Terme  général.  —  Développement 
de  (a  -h  ^  ^HT)"*  [n*»»  529  à  556  et  540  à  547].  =  Limite  vers  la- 
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quelle  tend  i  i  H ]    quand  m  croît  au  delà  de  toute  limite  [n®*  577 

et  573].  =  Sommation  des  piles  de  boulets  [564  et  56tt  ]. 

De$  logarithmes  et  de  leurs  usages.  =  En  formant  toutes  les 
puissances  d'un  nombre  quelconque  positif /plus  grand  ou  plus  petit 
que  ly  on  peut  reproduire  tous  les  nombres.  =  Propriétés  générales 
des  logarithmes.  =  Lorsque  des  nombres  sont  en  progression  géo- 
métrique, leurs  logarithmes  sont  en  progression  arithmétique.  = 
Comment  on  passe  d'un  système  de  l(^arithmes  à  un  autre  système. 
—  Logarithmes  Népériens.  —  Logarithmes  vulgaires.  —  Ce  qu'on 
appelle  module  d'un  système  de  logarithmes.  =  Usage  des  logarithmes 
vulgaires.  —  Caractéristiques.  —  Caractéristiques  négatives.  Un 
nombre  étant  donné ,  trouver  son  logarithme  par  le  moyen  des  Tables 
de  Gallet.  Un  logarithme  étant  donné ,  trouver  le  nombre  auquel  il 
appartient.  —  Usage  des  parties  proportionnelles.  =  Usage  de  la  règle 
à  calcul.  :s  Résolution  des  équations  exponentielles  au  moyeu  des 
logarithmes.  =  Intérêts  composés.  —  Annuités  [n*^'  591  à  588]. 

Des  fonctions  dérivées.  s=:  Développement  d'une  fonction  entière 
f(x)  suivant  les  puissances  croissantes  de  hy  quand  on  remplace  x 
par  jpH-  ^.  —  Dérivée  d'une  foncdon  entière.  =  La  dérivée  d'une 
fonction  quelconque  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de 
l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable,  lorsque 
celui-ci  tend  vers  zéro.  =  Dérivée  d'une  fonction  de  fonction.  = 
Règles  pour  trouver  la  dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'une  puis- 
sance ,  d'un  quotient  de  fonctions  dont  les  dérivées  sont  connues.  = 
Dérivées  des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses.  =  Dérivées  de 
la  fonction  exponentielle  et  de  la^fonction  logarithmique.  :=Une  fonc- 
tion est  croissante  ou  décroissante,  suivant  que  sa  dérivée  est  positive 
ou  négative.  =  Deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées  égales  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante.  —  Revenir  de  la  dérivée  à  la  fonc- 
tion primitive,  dans  les  cas  où  cette  opération  peut  se  faire  immédia' 
tement[n^*  570  à  599].  =  Application  de  la  théorie  des  dérivées  au 
développement  des  fonctions  /(i  -{-  x)  et  arctang^  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  lorsque 
cette  variable  reste  comprise  entre  —  i  et  -|-  i .  =  Calcul  des  loga- 
rithmes au  moyen  de  la  série  qui  donne  le  logarithme  de  /z  -f- 1 , 
quand  on  connaît  celui  de  n.  —  Calcul  des  logarithmes  Népériens. 
Valeur  du  module  des  logarithmes  vulgaires.  —  Calcul  des  logarithmes 
vulgaires  [n** 400 à 408].  =  Calcul  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre  d'après  la  série  arc  tang  x. 

Théorie  des  équations.  =  Comment  varie  une  fonction  entière /"(jt) 
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quand  x  varie  d'une  manière  continue  entre  —  oo  et  -h  oo  .  =  Lors- 
que deux  nombres  a  e\.h  substitués  dans  une  fonction  entière y(x) 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  réquation/(4r)  =  o  a  au 
moins  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  h»  Toute  fonctîoB  /*(«) 
qui  reste  continue  pour  tontes  les  Talears  de  x  comprises  entre  a  et 
6,  jouit  de  cette  propriété.  =:  Une  équation  algébrique  de  degré 
impair  a  au  moins  une  racine  réelle.  —  Une  équation  algébrique  de 
d^ré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif ,  a  au  moins  deux  ra- 
cines rédles  [n<*  412  à  Mt].  =é  Toute  équation  algébrique/(  jr)  ==  o, 
à  coefficients  réels  ou  imaginaires  de  la  forme  a  -4-  ^  ^ — i ,  a  une 
racine  réelle  ou  imaginaire  de  la  même  forme  [n^495].  (On  ne  de- 
mandera pas  à  l*examen  la  démonstration  de  ce  théorème.)  =  Si  «  est 
racine  d'une  équation  algébrique ,  le  premier  membre  ctt  divisible 
par  X  —  a»  Une  équation  algébrique  du  degré  m  a  toujours  m  racines 
réelles  ou  imaginaires ,  et  die  ne  peut  en  avoir  davantege.  —  Dé- 
composition du  premier  membre  en  facteurs  du  premier  degré.  — 
Rdatioiis  entre  les  coelfeients  d'une  équation  algélnique  et  les  ra- 
cines. =  Lorsqu'une  équation  algébrique,  dont  les  coefficients  sont 
réels,  a  une  racine  imaginaire  a-\-h  >j — i,  elle  a  aussi  pour  racine 
l'expression  conjuguée  a  —  ^  ^^  [n<^  494  à  4119 ,  4SI  et  4S!I]. 
=  Dans  une  équation  algébrique ,  complète  ou  incomplète,  le  nombre 
des  radnes  poMtives  ne  peut  pas  surpasser  le  nombne  des  variations; 
4X)nséquenoe  relative  au  nombre  des  racines  négatives  [a<*^4S9 
à  44ft].  (On  ne  demandera  à  l'examen  que  la  démonstration  de 
ce  théorème  de  Descartes.  )  =  Recherche  du  produit  des  Cactemrs 
du  premier  degré  communs  à  deux  fonctions  entières  de  x.  —  Re- 
cherche des  racines  communes  à  deux  équations  dont  les  premiers 
mend>res  sont  des  fonctîoDS  emières  de  l'inconnue  [n**  4M  \  z=  Com- 
ment on  reoonni^t  qu'une  équation  algébrique  a  des  racines  égales, 
et  comment  alors  on  ramène  sa  résolution  à  ceUe  d'aittivs  équations 
de  degré  moindre  dont  les  racines  sont  inégales  [n*^  4M  à  4^7].  ^zz 
Recherche  des  racines  commensurables  d'une  équation  algdMqne  à 
coefficients  commensurables  [n®*  454  à  4tfB]. 

Des  différences.  =  Différence  des  divers  ordres.  =  Etant  donnés 
m  -f- 1  notnbpes  «»,  «1,  «,  9  •  • .  9  ^m  y  trouver  :  i"  Texpression  du  terme 
général  u^  en  fonction  du  prenner  terme  «t  et  de  ses  différences  suc- 
cessives; 2<»  l'expression  de  A"««  en  fonction  des  nombres  proposés. 
=  La  différence  de  Tordre  m  d'une  fonction  entière  du  degré  m  est 
constante  si  la  différence  de  la  variable  est  elle<-mènie  conaunte.  s= 
Connaissant  les  résultats  de  la  substitution  de  m  nombres  entiers  con- 
sécutif dans  une  fonction  entière  du  degré  iw,  on  obtient  facilement,. 
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au  moyen  des  différences,  les  résultats  de  la  substitution  de  tous  les 
autres  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  —  Application  au  cas 
d*une  fonction  entière  du  troisième  d^ré  dont  on  connaît  les  va- 
leurs correspondantes  aux  valeurs  —  i ,  o ,  +  i ,  d«  la  variable.  = 
Formules  d'interpolation.  —  Application  de  la  méthode  d'interpola- 
tion de  Newton  à  la  représentation  exacte  d'une  fonction  entière 
/(x)  du  degré  m  dont  on  connaît  les  valeurs  i^»,  Ui,  u^y^^.u^ 
correspondantes  aux  valeurs  de  x^  x^y  Xo-h  hy  Xo  '^iihy,,,x^-^  mh. 
Si  la  différence  h  et  les  Quantités  u^^  b\i^,  À^u*,...  A*tfo  sont  positives, 
x^'\-[in  —  i)  A  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'é- 
quation f[x)  =  o  [n°»  468  à  476  et  5«8  à  »55]. 

Application  de  la  théorie  des  différences  à  la  résolution  numérique 
des  équations,  =  Séparation  des  racines  d'une  équatioa  algébrique 
par  la  substitution  de  différents  nombres  à  l'inconnue.  —  Etude  spé- 
ciale du  cas  d'tine  équation  du  troisième  degré.  Substitution  de 
nombres  entiers  par  le  moyen  des  différences.  Substitution  de  nom- 
bres éqûidistants  d'a/i  dixième  entre  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs ;  de  nombres  éqûidistants  à^un  centième  entre  deux  nombres  con- 
sécutifs de  dixièmes,  etc.,  soit  pour  séparer  les  racines,  soit  pour 
en  approcher.  Ces  dernières  substitutions  s'effectuent  au  moyen  de 
nouvelles  différences,  déduites  des  premières  [n®*  477  à  485], — 
Usage  des  constructions  graphiques  dans  l'application  de  la  méthode 
précédente*  =  Recherche  des  racines  d'une  équation  transcendante. 
Lorsqu'on  a  substitué  des  nombres  éqûidistants  et  assez  voisins  pour 
que  les  différences  des  résultats  puissent  être  considérées  comme 
égales  entre  elles  à  partir  d'un  certain  ordre,  on  continue  l'opération 
comme  s'il  s'agissait  d'une  équation  algébrique  [n^  ^1  à  i$25].  = 
Ayant  obtenu ,  avec  un  certain  degré  d'approximation ,  une  racine 
d'une  équation  alg^rique  ou  transcendante,  en  approcher  davan- 
tage par  la  méthode  de  Newton  [n°'  497  à  51  i  ].  Usage  des  construc- 
tions graphiques  pour  l'application  de  cette  méthode. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  = 

Toute  fraction  rationnelle  ^.  .  est  décomposable  en  une  partie  en- 
tière et  en  diverses  fractions  simples.  —  La  décomposition  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manière.  — Moyens  de  l'effectuer  quand  on  con- 
naît les  facteurs  binômes  qui  divisent  le  dénominateur  f[x)  [n'^'  ISI8 
à  MO]. 

Calcul  des  solutions  réelles  de  deux  équations  du  second  degré  à 
deux  inconnues  [n*^  ïMJk  à  527  ]. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

CALCUL    ALGÉBRIQUE. 


Signes  algébriques.  —  Emploi  des  lettres  comme  moyen 
d' abré\fiation  et  de  généralisation, 

1.  L'objet  que  Ton  a  principalement  en  vue  dans  1' Algèbre, 
est  d'établir  des  méthodes  par  lesquelles  on  puisse  découvrir 
les  opérations  qu'il  faut  exécuter  sur  des  nombres  donnés, 
afin  d'obtenir  d'autres  nombres  inconnus  qui  dépendent  des 
premiers  suivant  des  conditions  déterminées. 

2.  Supposons  que  Ton  ait  à  résoudre  la  question  suivante  : 
Partager  8go  francs  entre  trois  personnes,  de  telle  sorte, 

que  la  seconde  ait  iiSJrancs  de  plus  que  la  première ,  et  la 
troisième  i8o  francs  de  plus  que  la  seconde. 

Si  l'on  connaissait  une  des  parts,  la  première  par  exemple, 
on  obtiendrait  aisément  les  deux  autres. 

Or,  la  seconde  part  devant  être  égale  à  la  première  augmen- 
tée de  ii5  francs,  la  troisième  part,  qui  doit  être  égale  à  la 
seconde  augmentée  de  i8o  francs,  sera  égale  à  la  première 
augmentée  de  ii5  francs  plus  i8o  francs,  ou  à  la  première 
augmentée  de  295  francs. 

Donc  la  somme  des  trois  parts  sera  fonnée  de  trois  fois  la 
première  part  plus  1 15  francs ,  plus  encore  398  francs  :  ce  qui 
est  la  même  chose  que  trois  fois  la  première  paft  plus  4 1  o  francs. 

Cette  sonune  doit  être  égale  au  nombre  à  partager. 

Donc  trois  fois  la  première  part  plus  4*^  francs  doivent, 
égaler  890  francs. 
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Donc  trois  fois  la  première  part  égaleront  890  francs  moins 
410  francs,  ou  480  francs. 

Donc  la  première  part  égalera  le  tiers  de  480  francs ,  ou 
160  francs. 

Puisque  la  première  personne  a  160  francs,  la  seconde  aura 
160  francs  plus  1 15  francs,  ou  275  francs^  et  la  troisième  aura 
a^S  francs  plus  180  francs,  ou  4^5  francs.  Ces  trois  sommes 
réunies  font  890  francs  5  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  la  solu- 
tion. 

3.  Cet  exemple  donne  un  aperçu  des  raisonnements  propres 
à  conduire  à  la  résolution  des  questions  que  l'on  peut  se  pro- 
poser à  regard  des  nomtres ,  et  il  montre  que  ces  raisonne- 
m^its  ne  peuvent  être  exprimés  sans  la  répétition  fréquente 
de  certains  termes  qui  indiquent  ou  les  nombres  que  Ton  cher- 
che, comme  ces  mots  plusieurs  fois  répétés  dans  la  question 
ci-dessus,  première  part,  seconde  part,  etc.^  ouïes  relations 
qui  existent  entre  les  quantités  que  l'on  considère,  et  les  opé- 
rations par  lesquelles  elles  se  déduisent  les  unes  des  autres, 
comme  ces  mots  égale  à  y  plus  ou  augmenté  de  y  moins  ou 
diminué  de,  etc.  On  s'est  donc  trouvé  naturellement  conduit  à 
adopter  des  signes  particuliers  pour  représenter  d'une  manière 
abrégée  ces  sortes  d'expressions. 

A.  On  indique  l'addition  par  le  signe  -+-  qu'on  prononce 
plus.  Ainsi ,  3i  -f- 12  -f-  8  signifie  qu'on  doit  faire  la  somme 
des  trois  nombres  3i,  12  et  8. 

La  soustraction  s'indique  par  le  signe  —  qu'on  prononce 
moins.  Ainsi,  3i  —  12  signifie  que  l'on  doit  soustraire  12 
de  3i. 

On  exprime  la  multiplication  par  le  signe  X  qu'on  Ht  mul- 
tiplié par,  ou  en  mettant  un  point  entre  les  facteurs.  Ainsi , 
pour  indiquer  le  produit  des  deux  nombres  3 1  et  5 ,  on  écrit 
3ix5,  où3i.5.  Pareillement,  pour  indiquer  le  produit  des 
nombres  3i,  5,  8  et  11,  c'est-à-dire  le  résultat  qu'cm  obtien- 
dra en  multipliant  successivement  3 1  par  5 ,  le  produit  par  8 
et  le  nouveau  produit  par  11,  on  écrit  3i  x5x8xii,ou 
3i.  5. 8. II. 

Pour  exprimer  qu'un  nombre  doit  être  divisé  par  un  autre , 
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on  écrit  celui-ci  au-dessous  du  premier,  et  on  les  sépare  par 
une  barre ,  ou  bien  on  écrit  le  diviseur  à  la  suite  du  drndende, 
en  les  séparant  par  deux  points.  Ainsi ,  pour  indicpier  le  quo- 

Q 

lient  de  8  divisé  par  6 ,  on  écrit  ^>  ou  8 : 6. 

On  exprime  l'égalité  de  deux  quantités  par  le  signe  =  qui 
se  prononce  égale.  Ainsi ,  3  +  5  —  2  =  6  signifie  3  plus  5 
moins  2  égale  6. 

Les  mots  plus  grand,  plus  petit,  s'indiquent  par  le  signe  >, 
Touverture  de  ce  signe  étant  tournée  vers  la  plus  grande 
quantité.  Ainsi ,  pour  exprimer  Finégallté  des  deux  fractions 

-  et  -^9  dont  la  seconde  est  plus  grande  <pie  la  première,  on 

,.11^7  7  ^  ïï 

ecnt  — 7  >  ->  ou  -  <:  — 7' 
H       9         9       >4 

Pour  représenter  un  nombre  inconnu  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, on  emploie  une  des  dernières  lettres  de  l'alphabet. 

Quand  un  nombre  qu'on  a  désigné  par  une  lettre  doit  être 
multiplié  par  un  autre  nombre  connu,  on  se  contente  de  pla- 
cer ce  ncmibre  devant  la  lettre.  Ainsi ,  pour  marquer  qu'un 
nombre  qu'on  a  représenté  par  x  doit  être  multiplié  par  5 , 

on  écrit  Sx;  si  le  nombre  x  doit  être  multiplié  par  t»  le  pro- 
duit s'exprime  par  7  a:. 

5.  Au  moyen  de  ces  conventions,  on  écrit  les  raisonnements 
du  n^  2  comme  on  le  voit  ci-après  : 

La  première  part  étant 4p, 

la  seconde  parTseii^i «-f-i  i5, 

et  la  troisième ,  a:  -f-  1 15  -H  180,  ou a:  -H  295. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  des  trois  parts  sera ...  Sx  -H  1 1 5  -h  2g5, 

ou  simplement 3^  -f-  4'<>  > 

donc 3jc  4-  4io  =  890. 

Donc 3a?  =  890  —  4^^» 

OH ,  ce  qui  revient  au  même 3jc  =  480. 

480 
Donc ♦*  =  "Y"' 

«t,  en  effectuant  la  division -^  =  i6o. 

I . 
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De  cette  manière  on  substitue  à  Técriture  ordinaire  une  écri- 
ture plus  rapide,  qui  permet  mieux  de  voir  à  chaque  instant, 
et  d'un  seul  coup  d'œil,  le  point  où  la  question  a  été  amenée; 
et  la  solution  est  ainsi  rendue  à  la  fois  plus  prompte  et  plus 
facile. 

6.  On  a  obtenu  la  première  part,  qui  avait  été  désignée 
par  Xj  en  retranchant  de  890 ,  qui  est  le  nombre  à  partager,  la 
somme  4^0  formée  de  l'excès  1 15  de  la  seconde  part  sur  la  pre- 
mière et  de  ce  nombre  1 15  augmenté  de  l'excès  180  de  la  troi- 
sième part  sur  la  seconde,  et  en  divisant  le  reste  par  3. 

Si  les  nombres  donnés  890,  ii5  et  180  étaient  remplacés 
par  d'autres,  on  serait  conduit  à  des  opérations  exactement 
semblables. 

Ainsi,  que  mSo  soit  le  nombre  à  partager,  170  l'excès  de 
la  seconde  part  sur  la  première,*  et  220  l'excès  de  la  troisième 
sur  la  seconde^  on  fera  la  somme  de  170  et  220,  et  l'on  ajou- 
tera 170  à  cette  somme  :  ce  qui  revient  à  faire  la  somme  de 
deux  fois  170  et  220  ;  on  soustraira  cette  somme  56o  de  i25o; 
enfin  on  divisera  le  reste  690  par  3.  Le  quotient,  qui  est  aîo, 
sera  la  valeur  de  la  plus  petite  part.  Les  deu;^  autres  parts 
seront  23o  -|- 170,  ou  4^>o,  et  4oo  -H  220,  ou  620.  La  somme 
de  ces  trois  nombres  est  1 25o  *,  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  la 
solution. 

7.  Il  est  rare  que  l'on  puisse  parvenir  à  reconnaître  d'à- 
près  uu  seul  exemple  par  quelles  opérations  les  nombres  incon- 
nus dépendent  de  ceux  qui  sont  donnés.  Quand  les  questions 
ne  sont  pas  d'une  grande  simplicité ,  les  nombres  connus  se 
confondent  par  les  opérations  dans  lesquelles  ils  se  trouvent 
successivement  engagés^  à  mesure  que  l'on  s'approche  de  la 
solution  ;  en  sorte  que  les  derniers  résultats  n'en  laissent  aper- 
cevcrîr  aucune  trace.  A  la  vérité,  il  semble  que  Ton  pourrait 
éviter  cette  altération  des  nombres  par  les  opérations,  en  les 
laissant  toutes  indiquées,  sans  en  effectuer  aucune  ;  mais  on 
serait  ainsi  conduit  à  des  écritures  dont  la  complication  occa- 
sionnerait à  l'esprit  une  trop  grand  fatigue. 

Ces  difficultés  ont  fait  naître  l'idée  de  représenter  les  nom- 
bres connus  par  des  lettres ,  au  lieu  de  leur  attribuer  des  va- 
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leurs  déterminëes;  et  Ton  se  sert  pour  cet  usage  des  premières 
lettres  de  Falphabet,  a,  i,  c,  etc.,  afin  de  distinguer  aisément 
ces  nombres ,  dans  tout  le  cours  de  la  résolution ,  de  ceux  que 
Ton  cherche  et  que  l'on  désigne  par  les  dernières  lettres. 

8.  Si  l'on  prend  pour  exemple  de  ce  moyen  de  généralisa- 
tion la  question  du  n°  2,  elle  sera  présentée  comme  il  suit  : 

Partager  un  nombre  a  en  trois  parties,  de  telle  sorte  y  que 
la  seconde  surpasse  la  première  de  h,  et  que  la  troisième  sur- 
passe la  seconde  de  c. 

La  première  partie  étant x, 

la  seconde  sera x  -h  i, 

et  la  troisième x  -^  b  -h  c^ 

donc  la  somme  des  trois  parties  sera Sx-haft-t-c. 

On  devra  donc  avoir  l'égalité 

Ou  conclut  de  cette  égalité,  que  la  quantité  3a:  doit  être 
égale  au  nombre  a  diminué  de  2 î  -h  c,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  a  diminué  de  2  &  et  diminué  encore  de  c,  ainsi 

3x  =:  a  —  ab  —  Cy 

et  puisque  x  est  le  tiers  de  3x,  on  obtient  enfin 

a  —  26  —  e 
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Le  dernier  résultat  est  l'expression  abrégée  de  cette  règle  : 
Retranchez  du  nombre  à  partager  le  double  de  V  excès  de 
la  moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  retranchez  du  reste 
l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  moyenne^  puis  dlui- 
sez  le  résultat  par  3  5  le  quotient  sera  la  plus  petite  partie. 

9."  Les  égalités  qui  servent  à  déterminer  des  nombres  in- 
connus ,  comme  l'égalité  ci-dessus  3a:-h2i4-c  =  a,  sont 
appelées  équations^  et  les  expressions  qui  indiquent  les  opé- 
rations qu'on  doit  faire  sur  les  nombres  connus  afin  d'obtenir 
ceux  que  Ton  cherche,  reçoivent  le  nom  de  formules.  Pour 

appliquer  la  formule  x  ==  ^^  ^  \   "^  ^  à  l'exemple  du  n*^  2, 
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on  remplace  a  par  890,  b  par  ii5,  c  par  180,  e'est-à-dire 
que  l'on  pose  a  =  890^  6  =  1 15 ,  c  =  180*,  on  trouve  ainsi 

800  —  2Xii5  — 180        ^ 
X  =  -2- =  160. 

10.  Supposons  que  Ton  veuille  partager  le  nombre  a  en 
quatre  parties,  de  manière  que  la  deuxième  surpasse  la  pre- 
mière de  b,  que  la  troisième  surpasse  la  seconde  de  c^  et  la 
quatrième  surpasse  la  troisième  de  d. 

La  première  partie  étant x^ 

la  seconde  sera x-hJ, 

la  troisième a:-|-i-+-c, 

et  la  quatrième x-^-b  +  c-^d-^ 

donc  la  somme  des  quatre  parties  sera     4^-H3ft-hac+  d. 
On  devra  donc  avoir  l'équation 

par  conséquent , 

4^?  =  a  —  36  —  7.C  —  d  y 
a  —  36  —  2c  —  d 

'= 4 

Cette  formule  exprime  que.  Pour  obtenir  la  plus  petite 
partie,  il  faudrq  soustraire  du  nombre  à  partager  3  fois 
l'excès  de  la  seconde  partie  sur  la  première j  ^  fois  l'excès 
de  la  troisième  sur  la  seconde,  et  l'excès  de  la  quatrième  sur 
la  troisième^  puis  dii^iser  le  résultat  par  4. 

11.  Supposons  encore  que  Ton  demande  de  panager  le 
nombre  a  en  cinq  parties ,  de  manière  que  la  deuxième  sur^ 
passe  la  première  de  h ,  que  la  troisième  surpasse  la  deuxième 
de  c^  la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  à,  et  la  cin-^ 
quième  surpasse  la  quatrième  de  e. 

En  raisonnant  comme  dans  les  exemples  précédents  ^  on 
parviendra  à  la  formule 

a — 4^*^30  —  nd  —  c 

•*-  5 ' 
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c'esl-à-dîre  que,  Pour  obtenir  la  plus  petite  partie^  iljaudra 
soustraire  du  nombre  à  partager  4 /ois  V excès  de  la  seconde 
partie  sur  la  première^  3  fois  r excès  de  la  troisième  sur  la 
seconde,  a  fois  r  excès  de  la  quatrième  sur  la  troisième,  et 
enfin  l'excès  de  la  cinquième  sur  la  quatrième  ;  puis  diviser 
le  résultat  par  5. 

12,  L'tmiformité  des  règles  auxquelles  ou  parvient  dans  les 
différents  cas  que  nous  venons  de  considérer,  permet  de  con- 
clure que,  quel  que  soit  le  nombre  des  parties,  si  chacune 
d'elles  doit  surpasser  la  précédente  d'une  quantité  donnée, 
il  faudra  soustraire  du  nombre  à  partager  l'excès  de  la  seconde 
partie  sur  la  première,  répété  autant  de  fois  moins  une  qu'il 
doit  y  avoir  de  parties  \  l'excès  de  la  troisième  partie  sur  la 
seconde ,  répété  autant  de  fois  moins  deux  qu'il  doit  y  avoir 
de  parties;  l'excès  de  la  quatrième  sur  la  troisième,  répété 
autant  de  fois  moins  trois  qu'il  doit  y  avoir  de  parties;  et 
ainsi  de  suite;  de  sorte  que  l'on  soustraira  seulement  deux 
fois  l'excès  de  la  pénultième  partie  sur  l'antépénultième,  et 
une  seule  fois  l'excès  de  la  dernière  partie  sur  la  pénultième. 
Le  reste  divisé  par  le  nombre  des  parties  donnera  la  valeur 
de  la  plus  petite  partie. 

Que  le  nombre  à  partager  soit  représenté  par  a,  l'excès  de 
la  seconde  partie  sur  la  première  par  b ,  l'excès  de  la  troisième 
sur  la  seconde  par  c ,  l'excès  de  la  quatrième  sur  la  troisième 
par^,  ainsi  de  suite,  enfin  l'excès  de  la  pénultième  sur  Fan- 
tépénultième  par  A,  l'excès  de  la  dernière  sur  la  pénultième 
par  /;  et  désignons  le  nombre  des  parties  par  n. 

Pour  indiquer  que  le  nombre  b  doit  être  répété  autant  de 
fois  moins  une  qu'il  y  a  de  parties ,  ou  n  —  i  fois ,  on  en- 
ferme la  quantité  n  —  i  entre  deux  parenthèses ,  et  l'on  écrit 
(/i  —  i)  X  £,  ou  plus  simplement  (n  —  i)b.  On  représente 
pareillement  par  [n  —  a)  c  le  produit  résultant  de  l'excès  c 
répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  parties  moins  deux;  par 
(n^Z)d  le  produit  résulunt  de  l'excès  d  répété  autant  de 
fois  qu'il  y  a  de  parties  moins  trois,  etc.  Alors,  en  désignant 
par  X  la  plus  petite  partie,  on  écrit  la  règle  qui  vient  d'être 
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énoncée,  comme  on  le  voit  ci-dessou5  : 

a  —  (/i  —  \)h  —  (/i'—  2)c  —  (/i  —  3)c/...  —  aX-  —  / 


n 


On  doit  d'ailleurs  entendre  par  les  points  placés  entre  les 
quantités  (n  —  ii)  d  et  a/î,  que,  pour  chaque  valeur  de  ti  ,  il 
faudra  écrire  entre  ces  quantités  les  excès  de  chaque  partie  sur 
la  précédente ,  depuis  la  cinquième  partie  jusqu'à  l'antépénul- 
tième, multipliés,  comme  les  précédents,  par  des  nombres 
qui  décroissent  d'une  unité  à  partir  de  n  —  4« 

Cet  exemple  fait  ressortir  la  simplicité  de  l'écriture  algébri- 
que ,  et  il  montre  quel  degré  de  généralité  on  peut  faire  ac- 
quérir à  la  résolution  d'ime  question,  au  moyen  de  cette 
écriture. 

13.  Suivant  ce  qu'on  vient  de  voir  dans  le  dernier  article, 
et  ce  qui  a  été  dit  au  n°  4,  pour  indiquer  un  produit  dont  les 
facteurs  sont  représentés  par  des  lettres ,  on  se  contente  d'é- 
crire ces  lettres  les  unes  à  côté  des  autres ,  sans  mettre  aucun 
signe  entre  elles  ^  de  sorte  que  les  expressions  ah^  abc  sont 
regardées  comme  équivalentes  à  celles-ci  :  a  X  i,  a  X  i  X  c. 

Il  faut  remarquer,  en  Qutre,  qu'on  ne  doit  pas  confondre 
les  expressions  {a-f-i)xc  et  a-f-ixc  :  dans  la  première, 
les  parenthèses  servent  à  indiquer  que  l'addition  des  nombres 
a  et  i  doit  être  effecluée  avant  qu*on  fasse  la  multiplica- 
tion^ tandis  que  l'expression  a'\'b>::^c  signifie  que  l'on  doit 
ajouter  à  a  le  produit  ixc,  ou  hc.  Par  exemple,  si  l'on  a 
a=5,  it=3,  c  =  75  l'expression  (a  -h  i)  X  c^  vaut  8  X  7> 
ou  56 ,  et  l'expression  a  -fr  i  X  c  vaut  5  +  ai ,  ou  26. 

14.  On  a  souvent  à  résoudre  cette  question  :  Troiii^r  deux 
nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  la  différence.  En  re- 
présentant par  a  la  somme  donnée  des  deux  nombres,  et  pai;* 
b  leur  différence ,  la  question  revient  à  partager  le  nombre  a 
en  deux  parties  telles,  que  l'une  surpasse  l'autre  de  b  ;  elle  n'est 
donc  qu'un  cas  particulier  de  la  question  du  n^  12.  La  plus 
petite  partie,  qu  le  plus  petit  des  deux  nombres  demandés,  es^ 

a  — :  4  f^  b 

j      ou 

2  2         2 
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La  plus  grande  partie  est \^b.  Or  &  est  la  même  chose 

Ja  Ja 

que  — ?  et équivaut  a  -•  L  expression  de  la  plus 

^22  2 

grande  partie  est  donc 

a      b 


2      2 


Le  plus  petit  des  deux  nombres  est  égal  à  la  moitié  de 
la.  somme  moins  la  moitié  de  la  différence  ^  et  le  plus  grand 
est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  plus  la  moitié  de  la  diffé^ 
renée. 

Des  opérations  qui  peuvent  être  faites  sur  les  quantités 
exprimées  au  moyen  des  lettres, 

15.  Les  questions  dont  nous  nous  sommes  occupes  jus- 
qu'ici n'avaient  d'autre  objet  que  de  faire  connaître  l'origine 
et  l'utilité  des  notations  algébriques.  Nous  allons  maintenant 
résoudre  un  problème  qui  fera  voir  à  quelles  sortes  de  règles 
ces  notations  donnent  naissance. 

On  propose  à  un  marchand  un  lot  de  4o  pièces  d'étoffe  de 
deux  qualités  différentes  y  au  prix  comn\un  de  Zi  francs  par 
pièce.  Le  marchand  juge  quen  achetant  à  ce  prix ,  il  pourra 
faire  un  bénéfice  de  5  francs  sur  chaque  pièce  de  la  qualité 
supérieure  y  et  il  perdra  ^francs  sur  chacune  des  autres.  Com- 
bien doit-il  exiger  qn*on  lui  li^re  de  pièces  de  la  meilleure 
qualité  j  poiu*  quil  puisse  gagner  sur  la  totalité  une  somme 
égale  au  dixième  du  prix  d'achat? 

Représentons  par  a:  le  nombre  des  pièces  que  le  marchand 
rendra  avec  bénétice  \  le  nombre  de  celles  qu'il  vendra  avec 
perte  sera  40  —  3C.  Le  bénéfice  produit  par  la  vente  de  x  piè- 
ces de  la  meilleure  qualité  sera  x  fois  5  francs,  ou  5a:  francs^ 
la  perte  occasionnée  par  la  vente  des  pièces  de  la  qualité  infé- 
rieure sera  exprimée  par  le  produit  de  4o  —  x  par  4 1  ^^ 
(4o  —  j:)  X  4  î  et  comme  le  bénéfice  doit  excéder  la  perte  de 
128  francs,  on  devra  avoir 

5x  —  (4o  —  *)  X  4  =  '  2t8. 

Celle  équation  présente  une  complication  qui  n  existait  pas 


lo  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

dans  celles  des  questions  précédentes ,  et  qui  consiste  en  ce 
que  le  nombre  inconnu  se  trouve  engagé  dans  une  soustrac- 
tion dont  le  résultat  doit  être  répété  quatre  fois  et  soustrait 
ensuite  de  la  quantité  5  x.  Mais  avec  un  peu  d'attention ,  on 
découvre  facilement  le  moyen  de  faire  disparaître  cette  com- 
plication. 

D'abord ,  on  peut  obtenir  une  expression  du  produit 
(4o  • — x)x4  délivrée  de  parenthèses.  11  est  clair,  en  effet, 
que  ce  produit  doit  être  égal  à  celui  de  4o  par  4  ?  diminué  de 
celui  de  X  par  4,  c'est-à-dire  à  i6o  —  ^x.  Pour  indiquer  que 
la  quantité  i6o  —  4^  doit  être  soustraite  de  Sx,  il  faudrait 
écrire  5x  —  (i6o  —  4^)-  Mais  si  Ton  soustrait  d'abord  i6o 
de  Sx,  le  reste  5.r —  i6o  sera  trop  faible  de  4*^ 9  puisqu'on 
aura  soustrait  une  quantité  trop  forte  de  4^?  donc  le  véritable 
reste  est  5  j:  —  160  ■+-  ^x. 

L'équation  ci-dessus  se  change  ainsi  dans  la  suivante  : 

5a?  —  i6o  -f-  4^?  =  128. 

Or  5j: — 160 -t- 4^   est  évidemment   la  même   chose    que 

gx  — 160;  donc 

^x  —  160  =  128. 

D'où  l'on  conclut 

gx  =  128 -i- 160,     ou     907  =  288, 

288  « 

X  =z ?     OU     or  =  02. 

9 
II  faut  donc  que  le  marchand  reçoive  32  pièces  de  la  meil- 
leure qualité.  En  effet,  s'il  vend  Sa  pièces  avec  un  bénéfice  de 
5  francs  par  pièce,  il  gagne  160  francs;  en  vendant  les  8  au- 
tres pièces  à  4  francs  de  perte,  il  perd  32  francs;  le  gain  qu'il 
fait  sur  la  totalité  est  donc  160  francs  moins  32  francs,  ou 
128  francs. 

16.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  peut  être  géné- 
ralisée de  celte  manière  : 

Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  telles  j  gue,  le  pro- 
duit de  la  seconde  partie  par  c  étant  retranché  du  produit  de 
la  première  partie  par  b,  le  reste  soit  égal  à  un  nombre 
connu  d. 
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Nommons  x  la  première  partie ,  la  seconde  sera  a  —  x^^ex 
renoncé  du  problème  se  traduira  j>ar  l'équation 

En  raisonnant  comme  dans  l'exemple  précédent ,  on  Toit 
que,  au  lieu  de  (a  —  a:)xc,  on  peut  écrire  ac — cxj 
et  pour  exprimer  le  reste  bx  —  (ac — ex),  on  peut  écrire 
hx  —  ac  -4-  ex.  L'équation  ci-dessus'revient  donc  à 

hx  —  ac  -h  ex  =  d, 

La  sonmie  bx  +  ex  exprime  que  x  est  pris  autant  de  fois  qu'il 
y  a  d'unités  dans  la  somme  i  +  c ,  ce  qui  peut  aussi  s'indiquer 
par  (6  +  c)  X.  On  peut  donc  écrire  encore  l'équation  comme 
il  suit  : 

[b  -k'  c)  X  -^  ac  z=i  d\ 

alors  on  en  conclut  aisément 

[h  -\' c)  X  :=i d -^  ac ^ 
d-hac 


X 


En  mettant  dans  cette  formule,  à  la  place  des  lettres^  les 
nombres  que  nous  avons  d'abord  considérés,  a  =  4o,  i  =  5, 
c  =  4 ,  rf  =  1 28 ,  on  trouve 

_  128  -+-  40  X  4  _  128  +  160  _  288  _  ^ 
^  ""        5-4-4        "~     5  +  4     ""  "9 

17.  En  étendant  et  en  généralisant  les  considérations  qui 
ont  amené,  pour  la  résolution  delà  questicm  précédente,  le 
changement  de  l'expression  bx — [a — a:)xcen  bx — ae-^eXy 
et  de  celle-ci  en  (i  -f-  c)  a:  —  ac,  on  établit,  pour  les  quan- 
tités exprimées  algébriquement,  des  opérations  qui  reçoivent 
les  mêmes  noms  que  celles  de  l' arithmétique.  Il  y  a  seulement 
celte  di£férence ,  entre  les  opérations  algébriques  et  celles  de 
l'arithmétique  9  que.  Dans  V algèbre  y  comme  le  fait  remar- 
quer Lacroix  ,  les  résultats  des  différentes  opérations  ne  sont 
encore  que  des  indications  de  calculs  à  effectuer,  et  ne  pré- 
sentent  réellement  que  des  transformations  des  opérations 
primitii^ement  indiquées  en  d'autres  qui  produisent  le  même 
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effety  mais  dont  récriture  algébrique  est  plus  simple^  ou  mieux 
appropriée  aux  besoins  de  la  question  que  Von  traite. 
Ces  opérations  constituent  le  calcul  algébrique. 

Explication  de  quelques  dénominations.  —  Réduction 

des  termes  semblables. 

18.  On  appelle  quantité  algébrique,  ou  quantité  latérale, 
toute  indication  d'une  quantité  au  moyen  des  lettres  et  des  si- 
gnes des  opérations. 

On  nomme  termes  les  parties  d'une  quantité  algébrique  qui 
ont  entre  elles  un  des  deux  signes  4-  et  — . 

On  comprend  ordinairement  dans  le  terme,  avec  une  de 
ces  parties ,  le  signe  qui  la  précède  ;  et  Ton  nomme  termes 
additifs  ou  positifs  ceux  dont  le  signe  est  -f- ,  termes  sous- 
trac  tifs  ou  négatifs  ceux  dont  le  signe  est  — . 

Une  quantité  qui  n'a  qu'un  terme  est  un  monôme ^  celle 
qui  en  a  deux,  un  binôme;  celle  qui  en  a  trois,  un  trinôme. 
Celles  qui  en  ont  un  plus^  grand  nombre  reçoivent  le  nom  gé- 
néral de  polynômes. 

Un  nombre  par  lequel  une  quantité  littérale  doit  être  mul- 
tipliée, se  nomme  coefficient» 

On  dit  que  des  termes  sont  semblables  lorsqu'ils  diffèrent 
seulement  par  les  coefficients  et  les  signes,  comme  +  3^, 

2 

-h  2a,et  —  -^a. 

19.  Lorsqu'un  polynôme  contient  des  termes  semblables , 
il  peut  être  simplifié.  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

5^-h  iiû  —  3ô-|-8c-f-26  —  d —  lob. 

On  peut  écrire,  en  rapprochant  les  termes  semblables , 

iifl-l-5^-h26  — 36  —  io6-f-8c  —  d. 

Les  deux  termes  +  5&  et  -H  ai  équivalent  à  76.  Au  lieu  de 
retrancher  successivement  3i  et  10 A,  il  revient  au  même  de 
retrancher  i3i.  Enfin,  lorsqu'on  ajoute  yi  à  une  quantité  et 
qu'on  retranche  de  la  somme  i3i,  le  résultat  est  le  même  que 
si  l'on  avait  seulement  retranché  6b, 
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Le  polynôme  proposé  revient  donc  à 

lia  — 6b  4- 8c  —  d. 

L'opération  qu'on  vient  de  faire  est  la  réduction  des  termes 
semblables^  elle  s'eflectue  d'après  la  règle  suivante  : 

On  fait  la  somme  des  coefficients  des  termes  positifs,  celle 
des  coefficients  des  termes  négatifs;  on  retranche  la  plus  pe- 
tite de  ces  deux  sommes  de  la  plus  grande;  on  met  déviant  le 
l'esté  le  signe  des  termes  dont  les  coefficients  ont  donné  la 
plus  grande  somme;  et  Von  écrit  à  la  suite  la  quantité  litté- 
rale commune  à  tous  les  termes. 

Un  terme  qui  n'a  pas  de  coefficient  doit  être  regardé  comme 
ayant  pour  coefficient  l'unité  j  car  la  réunion  des  deux  termes 
4-  3  a  et  -h  «  équivaut  à  4^?  celle  des  deux  termes  -|-  3a  et 
—  «équivaut  à  a  a. 

20.  Le  terme  d'un  polynôme  écrit  le  premier  sans  aucun 
signe  devant  lui ,  doit  être  considéré  comme  ayant  le  sîgne-f- , 
puisqu'il  fait  parue  de  ceux  qui  s'ajoutent  dans  le  polynôme. 
Quand  il  arrive  par  les  réductions  que  le  premier  terme  prend 
le  signe — ,  on  ne  peut  pas  omettre  ce  signe,  et  lorsqu'on 
veut  effectuer  les  opérations  indiquées ,  il  faut  changer  l'ordre 
des  termes  et  prendre  pour  le  premier  un  de  ceux  qui  ont  le 
signe  -h. 

addition  et  soustraction  des  monômes  et  des  poljnômes, 

21 .  L'addition  et  la  soustraction  des  monômes  dissembla- 
bles ne  peuvent  que  s'indiquer.  Quand  les  nionômes  sont  sem- 
blables, on  fait  la  réduction  selon  la  règle  ci-dessus. 

22.  Supposons  qu'on  doive  ajouter  à  une  quantité  A  le  po- 
lynôme c  —  d+f  Si  la  quantité  A  devait  être  augmentée 
de  c  seulement,  le  résultat  serait  exprimé  par  A  -f-  c^  si,  au 
lieu  d'ajouter  c  à  A,  il  faut  ajouter  à  A  la  quantité  c  diminuée 
de  rf,  la  somme  A  -|-  c  sera  trop  forte  de  J^  il  faudra  donc  la 
diminuer  de  rf,  ce  qui  donnera  A  H-  c  —  </•,  et  puisque  ce  n'est 
pas  c  —  /7que  l'on  doit  ajouter,  maïs  celte  quantité  augmentée 
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dey,  la  somme  A  4-  c  —  d  doit  être  augmentée  def^  ce  qui 
donne  A  -H  c  —  d  -hf* 

Si  la  lettre  A  représente  un  polynôme ,  on  pourra  mettre  ce 
polynôme  à  la  place  de  A  dans  la  dernière  expression ,  sans 
que  le  sens  de  cette  expression  soit  altéré. 

Par  conséquent,  On  ajoute  des  polynômes  en  les  écri- 
i^ant  à  la  suite  les  uns  des  autres^  et  conservant  à  tous  les 
termes  les  signes  qu'ils  ont, 

23.  Supposons  que  Ton  ait  à  soustraire  de  A  le  polynôme 
c — d-{-f.  Si  l'on  devait  soustraire  cde  A,  le  reste  s'exprimerait 
par  A  —  c  ^  si  au  lieu  de  c ,  c'est  c  —  d  que  l'on  doit  soustraire, 
le  reste  A  —  c  sera  trop  petit  de  c?^  il  faudra  donc  l'augmenter 
de  <i,  ce  qui  donnera  A^ — c-f-//-,  et  puisque  ce  n'est  pas 
c  —  d  qu'il  faut  soustraire,  mais  cette  quantité  augmentée 
de/*,  le  reste  A  —  c  +  c?  doit  être  diminué  dey,  ce  qui  donne 
A — c-hd—f. 

II  suit  de  là  que,  Pour  soustraire  un  polynéme^  il  faut  récrire 
à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit  le  soustraire^  en  chan- 
geant le  signe  de  chaque  terme. 

34.  Quand  on  a  e£fectué  l'addition  ou  la  soustraction,  comme 
on  vient  de  l'expliquer,  il  faut  faire,  s'il  y  a  lieu,  la  réduction 
des  termes  semblables  5  et  pour  rendre  cette  dernière  partie  de 
l'opération  plus  facile,  on  écrit  les  polynômes  au-dessous  les 
uns  des  autres,  comme  on  le  voit  dans  les  exemples  qui 
suivent  : 

Exemples  d'addiiton. 


I«. 

4a  — 2^  -1-  3c 

2«.  4a—  gè  -h   c-h  - 

• 

7  ^  —  Sa^^  7.C 

4 
8^  —  5/ -h3 

b  —  3«-j-  ac 

87  4' 

Somme  —  ^a-^-èb  -h  3c.  Somme 9a  ~f-  -—-^ — 2c  -^id — 5/'4--^' 
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Exemples  de  sonstraction, 

soustraire     3fl  —  -^b^^e,    soustraire  86  —    2r  —  5€/+3 


Reste      6«  —  a  6  •+-  3 c         Reste     Sa —   2  ft  -H  3c 

2 

3 


—  3a-+-ô6  — 2c  —8^4-    2cH-5</  — 3 


Reste  i^éduit  3  a  —  ^  6  -f-  c  Reste  réduit  5flr  —  io6-f-5c-|-  5rf— 3. 

Multiplication  des  monômes. 

25.  Lorsqu'un  nombre  doit  être  multiplie  successivement  par 
lui-même ,  on  indique  le  produit  en  écrivant  à  la  droite  de  ce 
nombre  et  un  peu  au-^lessus,  celui  qui  indique  combien  de  fois 
il  doit  être  facteur.  Cet  indicateur  reçoit  le  nom  d^exposant,  et 
le  produit  prend  celui  de  puissance.  Ainsi ,  au  lieu  de  aaa ,  on 
écrit  a^  ^  le  nombre  3  est  l'exposant,  et  il  marque  la  puissance 
troisième,  La  deuxième  puissance  et  la  troisième  reçoivent  les 
noms  de  carré  et  de  cube^ 

Le  nombre  dont  on  a  formé  une  puissance  est  la  racine  de 
celte  puissance.  Ainsi  a  est  la  racine  cairée  ou  deuxième  de  a*, 
la  racine  cubique  ou  troisième  de  a',  la  racine  quatrième 
de  a*,  etc. 

26.  On  démontre  dans  les  Traités  d'Arithmétique  que  le  pro- 
duit de  plusieurs  nombres  est  le  même  dans  quelque  ordre  que 
Ion  fasse  les  multiplications. 

n  résulte  de  ce  principe ,  que ,  lorsqu'un  nombre  doit  être 
multiplié  par  le  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  le 
multiplier  successivement  par  les  facteurs  ^  ^ar,  si  le  nombre 
a  est  multiplié  par  le  produit  bcd^  le  résultat  de  l'opération 
est  le  même  que  si  Ton  multipliait  bcd  par  a  \  il  est  donc 
bcd  X  ^  9  0^  bcda ,  ou  ahcd. 

Un  produit  est  multiplié  par  un  nombre  quand  un  des  fac- 
teurs est  multiplié  par  ce  nombre^  car,  le  produit  icrfxa 
étant  équivalent  à  cabd^  il  est  le  produit  des  trois  facteurs  ca^ 
b  et  d. 
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27.  Une  quantité  littérale  composée  de  plusieurs  facteurs, 
mais  dans  laquelle  il  n'y  a  aucune  interposition  des  signes 
-h  et  — ,  comme  3a*i'c,  est  un  monôme.  La  quantité 
3a*i  —  5a6c  -f-  y  d^f  est  un  polynôme  de  trois  termes,  ou  un 
trinôme. 

Un  monôme  tel  que  ia*b^c  pouvant  être  regardé  comme 
rindication  du  produit  de  a*b^c  par  3 ,  tout  ce  qui  a  été  dît 
précédemment  au  sujet  des  termes  semblables  s'applique  à 
des  termes  quelconques  formés  des  mêmes  lettres  avec  les 
mêmes  exposants.  Ainsi,  les  termes  Sà^b^c  et  Zà^b^c  sont 
semblables  5  les  expressions  5  a^b^c 4-  3  a^b^c^  5  a^b^c — 3  à^b^c 
se  réduisent,  l'une  à  8  a*  i'c,  l'autre  à  2a*6^c.  Lesdeux  termes 
3 a* 6  et  3 ai*  ne  sont  pas  semblables,  et  les  expressions 
3a*i  +  3  ai*,  3a*i  —  3  ai*,  ne  sont  pas  susceptibles  de  ré- 
duction. 

28.  Soit  à  multiplier  5a'i*c  par  3a*i*  J*. 

On  indiquerait  le  produit  en  écrivant  ces  quantités  à  la  suite 
Tune  de  l'autre,  et  mettant  ehtre  elles  le  signe  X  ou  un  point; 
on  pourrait  même  ne  mettre  aucun  signe,  puisque  la  multipli- 
cation proposée  revient  à  multiplier  successivement  la  pre- 
mière quantité  par  les  facteurs  de  la  seconde,  3,  a*,  i*,  rf*. 
Mais  on  peut  obtenir  une  expression  plus  simple;  et  c'est  en 
cela  que  consiste  la  multiplication  des  monômes. 

Pour  multiplier  5  a'i*c  par  3 ,  il  suffit  de  multiplier  le  fac- 
teur 5  par  3,  ce  qui  donne  i5a'i*c.  On  peut  multiplier 
i5a'i*c  par  a*,  en  multipliant  a*  par  a*.  Commea'  est  l'abré- 
viation de  aaa^  et  a*  celle  de  aa^  le  produit  de  a'  par  a*  est 
aaaaa  ou  a*,  celui  de  i5a'i*c  par  a*  est  donc  i5a*i*c.  On 
voit  de  même  que  le  produit  de  1 5  a*6*c  par  6*  est  i5a*6'c; 
et  pour  indiquer  que  ce  dernier  produit  doit  être  multiplié 
par  d^^  on  doit  écrire  à  sa  suite  le  facteur  é/*,  ce  qui  donne 
i5a»i«C£/*. 

D'après  cet  exemple ,  Pour  faire  le  produit  de  deux  mo^ 
nomes  y  on  multiplie  entre  eux  les  coefficients^  on  écrit  toutes 
les  lettres  contenues  dans  ces  monômes,  on  donne  à  chaque 
lettre  commune  un  exposant  égalàja  somme  des  exposants 
quelle  a  dans  les  deux  facteurs ,  et  ton  consers^e  aux  lettres 
non  communes  les  exposants  qu  elles  ont. 
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Lorsqu'une  lettre  n'a  pas  d'exposant,  il  faut  la  considérer 
comme  ayant  pour  exposant  Tunité  ;  car  le  produit  de  a'  para 


esta*, 


Multiplication  des  polynômes. 

29.  Soit  à  multiplier  un  polynôme  a-\-  b  —  c  par  un  mo- 
nôme m. 

On  indiquerait  le  produit  en  écrivant  {a  -h  b  —  c)  Xm*^ 
mais  on  peut  en  obtenir  une  autre  expression. 

On  multipliera  la  somme  a  -{-  b  par  m  en  multipliant  cha- 
cune des  parties  par  m ,  ce  qui  donne  am  4-  bm  5  mais  le  mul- 
tiplicande a  +  &  étant  trop  grand  de  c ,  son  produit  par  m 
sera  trop  grand  de  celui  de  c  par  m  on  cm.  Le  produit  pro- 
posé est  donc 

am  -h  àm  —  cm. 

30.  Considérons  actuellement  le  produit  de  deux  polynô- 
mes a  -^  b  —  c  etm-hn  —  p^  qu'on  indique  en  écrivant 
[a+b  —  c)x(m-hn—p). 

Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  effectué  les  opérations  indiquées 
dans  le  premier  polynôme,  le  produit  pourra  être  formé  suivant 
ce  que  l'on  vient  de  voir  pour  la  multiplication  d'un  poly- 
nôme par  un  monôme ,  et  il  sera 

Mais  mx(û-h  b  —  c)  =  am  -h  bm  —  cm.  Les  produits  sui- 
vants sont  de  même  an  -f-  bn  —  ctï,  et  ap -h  bp  —  cp.  En 
faisant  l'addition  des  deux  premiers  produits  partiels  et  sous- 
trayant le  troisième ,  on  a  pour  le  produit  demandé 

am  -+-  bm  —  cm -h  €in  -^  hn  '—  en  —  ap  —  hp  -^  cp. 

Suivant  la  dernière  expression ,  Le  produit  de  la  multipli- 
cation d'un  polynôme  par  un  polynôme  est  formé  de  tous  les 
produits  partiels  quon  obtient  en  multipliant  tous  les  termes 
de  Vun  des  polynômes  par  tous  ceux  de  Vautre^  les  produits 
partiels  ayant  les  signes  des  termes  du  multiplicande  quand 
le  terme  du  multiplicateur  a  le  signe  4-  ?  et  les  signes  con~ 
traires  à  ceux  des  termes  du  multiplicande  quand  le  terme 

du  multiplicateur  a  le  signe  — . 

a 
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31 .  En  développant  les  différents  cas  de  celte  règle  relative- 
ment aux  signes,  afin  de  la  rendre  plus  sensible,  on  y  trouve 
celles  qui  suivent  : 

Un  terme  qui  a  le  signe  4-,  multiplié  par  un  terme  qui  a 
le  signe  -f-,  donne  un  produit  qui  a  aussi  le  signe  -H; 

Un  terme  qui  a  le  signe  — ,  multiplié  par  un  terme  qui  a 
le  signe  -H,  donne  un  produit  qui  a  le  signe  — ^ 

Un  terme  qui  a  le  signe  -H ,  multiplié  par  un  terme  qui  a  le 
signe  —  ,  donne  un  produit  qui  a  le  signe  — 5 

Un  terme  qui  a  le  signe  — ,  multiplié  par  un  terme  qui  a 
le  signe  — ,  donne  un  produit  qui  a  le  signe  -H- 

On  exprime  abrévialivement  ces  quatre  règles  en  disant 
que  -h  par  -{-et  —  par  —  donnent  •+-  5  -h  par  —  et  —  par 

donnent  — . 


32.  Pour  la  commodité  des  calculs,  on  écrit  les  termes  de 
chacun  des  facteurs  selon  l'ordre  croissant  ou  décroissant  des 
exposants  d'une  lettre  :  c'est  ce  qu'on  appelle  ordonner  les 
polynômes.  On  dispose,  en  outre,  Fopération  comme  on  le 
voit  dans  l'exemple  ci- dessous  : 

MuUiplicande  5«3—    ^à*b^    Sab^—Zb^ 

Multiplicateur  4^' —    5ab  -{-    7.b^ 


OLOa^ —  i&a^b  -H  aoa'ô*—  r2a}b^ 
Produits  partiels  \  —  25  a^b  -j-  20  «'^' —  25  a^b^-\-  i5  ab^ 

-h  10  «3^»—    8rt'Z»'-f-iOâ'^<— 6^^ 


Produit  total  réduit  20rt*—  ^la^b  -\-  Soa^b''—  /^Sa^b^-^-^Sab^^Gb^. 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  les  produits 
de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  terme  4a* 
du  multiplicateur  :  ce  terme  étant  censé  avoir  le  signe  H-,  les 
produits  qu'il  donne  ont  les  mêmes  signes  que  les  termes  du 
multiplicande.  On  observe  d'ailleurs,  pour  chacun  de  ces  pro- 
duits, la  règle  qui  a  été  donnée  précédemment  à  l'égard  de  la 
multiplication  des  monômes  (n*^28). 

La  seconde  ligne  contient  les  produits  de  tous  les  termes  du 
multiplicande  par  le  second  terme  —  5  ah  du  multiplicateur; 
comme  ce  terme  a  le  signe  — ,  tous  les  produits  qu'il  donne 
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oni  les  signes  contraires  à  ceux  des  termes  correspondants  du 
multiplicande. 

La  troisième  ligne  contient  les  produits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  troisième  terme  +  a  &*  du  multipli- 
cateur; comme  ce  terme  a  le  signe  -♦-,  tous  les  produits  qu'il 
donne  ont  les  signes  des  termes  du  multiplicande. 

On  obtient  le  produit  total  en  réunissant  tous  les  produits 
partiels  et  faisant  la  réduction  -,  et  pour  faciliter  cette  der- 
nière partie  de  l'opération,  on  a  soin  d'écrire  les  produits  sem- 
blables les  uns  au-dessous  des  autres. 

33.  Voici  quelques  multiplications  par  lesquelles  on  dé- 
montre des  propositions  que  l'on  a  fréquemment  occasion 
d'appliquer  : 


a  -h  b 

a^b 

- 

a-^  b 

a  -h  b 

- 

a-b 

a^b 

à"  -^-ab 

à^  —  ab 

a*-^ab 

-H  «6    -h  b' 

i 

—  ab-h  b' 

---ab 

—  è^ 

a""  -{-zab-hb^ 

m^ 

— /^' 

a' 

-hiab  -h  è^ 

a 

-hb 

„  ^ 

a^ 

-h  2  «'i  ^-     ai' 

4-     a^b-^-2ab^-h 

b' 

a'-^Sa'b-h^ab'-h  b' 

La  première  opération  fait  voir  que  Le  carré  de  la  somme 
de  deiix  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quantité^ 
plus  deux  fois  le  produit  de  la  première  par  la  seconde^  plus 
le  carré  de  la  seconde. 

La  seconde  opération  fait  voir  que  Le  carré  de  la  différence 
de* deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quantité, 
moins  deux  fois  le  produit  de  la  première  par  la  seconde , 
plus  le  carré  de  la  seconde. 

Par  la  troisième  opération,  on  apprend  que  Le  produit  de  la 
somme  de  deux  quantités  par  leur  différence  est  égal  à  la 
différence  des  catrés  de  ces  quantités. 

Enfin,  la  dernière  opération,  dans  laquelle  le  carré  de  a  4- 6 

a. 
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a  été  multiplié  par  a  -f-  i ,  prouve  que  Le  cube  de  la  somme 
de  deux  quantités  est  égal  au  cube  de  la  première  quantité^ 
plus  trois  fois  le  carré  de  la  première  multiplié  par  la  se- 
conde ,  plus  trois  fois  la  première  multipliée  par  le  carré  de 
la  seconde^  plus  le  cube  de  la  seconde, 

34.  Nous  proposerons  comme  exercices  les  opérations  sui- 
vantes : 

i**.  Multiplier  la  quatrième  puissance  de  2  a  -|-  3  i  par  la 
quatrième  puissance  de  2  a  —  3  i  5 

2** .  Faire  le  carré  du  trinôme  1 6  a*  —  7  2  û*  i*  -f-  8 1  i*  5 

3*^.  Multiplier  le  polynôme  2  a'  -h  5  a*  i  —  4  ^^*  -h  a  6'  par 
le  polynôme  2a'-f-5a'i-h4 o J*  —  2 1'. 

Les  deux  premières  opérations  devront  conduire  au  même 
résultat.  On  peut  le  démontrer  sans  faire  les  calculs,  au  moyen 
des  propositions  qui  ont  été  exposées  dans  le  numéro  précédent. 
La  troisième  opération  peut  être  abrégée  en  faisant  usage  des 
mêmes  propositions. 

35.  Dans  les  exemples  de  multiplication  des  n^*  32  et  33 , 
chaque  facteur  ne  comprend  que  des  termes  dans  lesquels  la 
somme  des  exposants  est  la  même.  Cette  somme  constitue  ce 
que  l'on  appelle  le  degré  d'un  terme.  Quand  tous  les  termes 
d'un  polynôme  ont  le  mêmie  degré,  on  dit  que  le  polynôme 
est  homogène,  et  le  degré  de  chaque  terme  est  aussi  celui  du 
polynôme.  Un  produit  des  facteurs  homogènes  est  lui-même 
homogène,  et  son  degré  est  égal  à  la  somme  des  degrés  des 
facteurs.  Si  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  on  doit  en 
conclure  qu'on  a  commis  des  erreurs. 

36.  Lorsqu'un  polynôme  qu'on  doit  ordonner  contient  plu- 
sieurs termes  dans  lesquels  la  lettre  d'ordre  a  le  même  expo- 
sant, on  regarde  ces  termes  comme  en  formant  un  seul  avec 
un  polynôme  pour  coefficient.  Par  exemple,  si  le  polynôme 
proposé  contient  les  trois  termes  -+-  2i*  a'  —  2ia'  —  3a*,  on 
écrit  -H  (aS*  —  2i  —  3) a',  et  le  tpinôme  2i*  —  ib  —  3  est 
regardé  comme  le  coefficient  de  a'.  Ce  coefficient  est  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  b.  Pour  l'ordon- 
ner par  rapport  aux  puissances  croissantes ,  on  écrirait 
+  (— 3  —  26-h  2i*)a%    ou    —{'i^ib—ib^)a\    On 
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emploie  aussi  une  autre  disposition  qui  est  souvent  plus  com- 
mode ,  et  qui  est  indiquée  ci-dessous  : 


-h  2b' 

a* 

—  3 

—  2è 

ou  bien 

—  2Ô 

-  3 

-H  2b* 

a* 


L'exemple  suivant  présente  une   multiplication  dont  les 
facteurs  sont  des  polynômes  ordonnés  de  cette  manière  : 


2b 


Multiplicande    I  —  i 


Multiplicateur 


nb 


a  -4-  8b' 


Produit  du  multi< 
plicande   par 

2b 

I 


Produit  du  multi- 
plicande par 
-46' 
-h  1 


Produit   total 
simplifié 


Dwision  des  monômes.  —  Exposant  zéro. 

37.  Dans  la  division  des  quantités  algébriques,  comme 
dans  celle  des  nombres ,  le  dividende  est  un  produit  dont  le 
diviseur  et  le  quotient  sont  les  facteurs. 

38.  Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  des  monômes , 
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le  quotient  ne  peut  être  qu'un  monôme ,  et  en  se  reportant  à 
la  règle  du  n^  28,  on  en  conclut  immédiatement  la  suivante  : 
On  dwise  le  coefficient  du  dis^idende  par  celui  du  dii^iseur, 
ce  gui  donne  le  coefficient  du  quotient^  on  écrit  toutes  les 
lettres  dudi\^idendc  qui  ne  se  trouv^ent  pas  dans  le  diviseur, 
en  consentant  leurs  exposants  ^  et  l'on  donne  à  chacune  des 
lettres  qui  sont  communes  aux  deux  monômes  un  exposant 
égal  à  celui  quelle  a  dans  le  di^^idende^  diminué  de  celui 
qu^elle  a  dans  le  diviseur.  Les  lettres  qui  ont  le  même  expo- 
sant dans  les  deux  monômes  n^ entrent  pas  dans  le  quotient. 

Exemples  :  —r-  ■=!  6  a-  b  t     —^ =  3  «  o'  • 

Si  le  coefficient  du  dividende  n'est  pas  divisible  par  celui  du 
diviseur,  ou  si  le  diviseur  contient  une  lettre  qui  ne  se  trouve 
pas  dans  le  dividende ,  ou  une  lettre  avec  un  exposant  plus 
grand  que  celui  qu'elle  a  dans  le  dividende,  la  division  ne 
peut  pas  être  effectuée. 

39.  En  considérant  la  division  de  a*  par  «*,  si  Ton  retran- 
che l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende ,  on  trouve  a^ 
pour  l'expression  du  quotient.  Or  ce  quotient  est  l'unité.  On 
est  conduit  par  là  à  convenir  que  le  symbole  a^  représente  l'u- 
nité ,  quelle  que  soit  la  quantité  désignée  par  la  lettre  a.  Cette 
signification  de  a^  résulte,  d'ailleurs,  aussi  de  celle  de  l'expo- 
sant quand  il  est  autre  que  zéro  \  car  a®,  par  exemple  ,  est  la 
même  chose  que  i  X  «  X  «  X  a  5  a*  équivaut  pareillement  à 
I  X  «  X  «,  «  ou  û*  équivaut  à  i  X  «5  on  peut  donc  admettre 
par  analogie  que  a^  exprime  le  seul  facteur  i . 

Le  symbole  a^  est  utile  en  ce  qu'il  donne  le  moyen  de  con- 
server dans  un  calcul  la  trace  d'une  lettre  que  les  opérations 
feraient  disparaître,  et  il  permet  d'abréger  certains  énoncés. 
Ainsi ,  en  considérant  une  lettre  qui  n'entre  pas  dans  un  mo- 
nôme comme  s'y  trouvant  avec  l'exposant  zéro ,  on  pourra 
dire,  pour  la  multiplication  des  monômes,  que  Von  doit  écrire 
au  produit  toutes  les  lettres  contenues  dans  les  facteurs,  et 
donner  à  chacune  un  exposant  égala  la  somme  de  tous  ceux 
quelle  a  ^  et  pour  la  division,  On  doit  écrire  au  quotient  toutes, 
les  lettres  du  dmdende ,  et  donner  à  chacune  un  exposant 
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égal  au  reste  qu  on  obtient  en  soustrayant  V exposant  qifelle 
a  dans  le  dii^ùeur  de  celui  quelle  a  dans  le  dividende. 

Division  des  polynômes. 

40.  Le  produit  de  deux  polynômes  est  la  somme  des  pro- 
duits de  tous  les  termes  de  Tun  des  facteurs  par  chacun  des 
termes  de  Tautre  facteur.  La  plupart  de  ces  produits  se  con- 
fondent par  la  réduction  des  termes  semblables  ,  et  il  ne  serait 
pas  possible  de  les  reconnaître  tous  immédiatement  dans  le 
produit  total  simplifié.  Mais  le  terme  de  l'un  des  polynômes 
qui  contient  le  plus  fort  exposant  d'une  lettre,  multiplié  par 
le  terme  de  l'autre  polynôme  dans  lequel  la  même  lettre  a  le 
plus  fort  exposant ,  donne  un  produit  qui  contient  cette  lettre 
avec  un  exposant  plus  grand  que  ceux  qu'elle  a  dans  tous  les 
autres  produits  partiels.  Ce  produit  ne  peut  donc  se  réduire 
avec  aucun  autre ,  et  il  se  retrouve  sans  altération  dans  le  pro- 
duit total. 

Il  suit  de  là  qu'en  choisissant  dans  le  dividende  le  terme  qui 
contient  le  plus  fort  exposant  d'une  lettre ,  et  en  le  divisant  par 
le  terme  du  diviseur  qui  contient  le  plus  fort  exposant  de  la 
même  lettre  ,  on  obtiendra  un  terme  du  quotient  ;  et  ce  terme 
sera  celui  qui  aiu*a ,  dans  le  quotient,  le  plus  fort  exposant  de 
la  même  lettre. 

En  multipliant  le  diviseur  par  ce  terme,  et  retranchant 
le  produit  du  dividende ,  on  aura  un  reste  qui  ne  contiendra 
plus  que  les  produits  du  diviseur  par  les  autres  termes  du  quo- 
tient. Ce  reste  pourra  donc  être  regardé  comme  un  nouveau 
dividende*,  et  en  divisant  le  terme  de  ce  nouveau  dividende  qui 
contiendra  le  plus  fort  exposant  d'une  lettre ,  par  le  terme  du 
diviseur  affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  même  lettre,  on  ob- 
tiendra un  second  terme  du  quotient.  Ainsi  de  suite.  Quand 
on  aura  trouvé  tous  les  termes  du  quotient ,  en  soustrayant  le 
produit  du  diviseur  par  le  dernier  terme,  on  obtiendra  un  reste 
nul ,  puisqu'on  aura  successivement  retranché  du  dividende  le 
produit  du  diviseur  par  tous  les  termes  du  quotient,  c'est-à- 
dire  tout  ce  qui  compose  le  dividende. 

Au  lieu  de  considérer  les  termes  qui  ont  les  plus  forts  ex- 
posants d'une  lellre ,  on  peut  considérer  ceux  qui  ont  les  plus 
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faibles  exposants  5  car  le  produit  des  termes  du  diviseur  et  du 
quotient ,  dans  lesquels  une  lettre  a  les  plus  faibles  exposants , 
a  donné  sans  réduction  le  terme  du  dividende  dans  lequel  Tex- 
posant  de  cette  lettre  est  le  plus  faible. 

On  facilitera  l'opération  en  ordonnant  les  deux  polynômes 
par  rapport  à  une  lettre,  et  en  ayant  soin  que  les  restes  soient 
ordonnés  de  la  même  manière.  On  obtiendra  alors  les  termes 
du  quotient  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende,  ou  du 
reste  auquel  on  sera  parvenu ,  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur. 

41 .  La  règle  contenue  dans  l'explication  que  nous  venons 
de  donner  se  résume  comme  il  suit  : 

Ordonnez  le  dis^idende  et  le  diviseur  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  ou  aux  puissances  croissantes  d*une 
lettre»  Divisez  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  le^résultat  sera  le  premier  terme  du  quo^ 
tient.  Retranchez  du  dividende  le  produit  du  diviseur  par 
ce  terme,  et  prenez  soin  que  le  reste  soit  ordonné  de  la  même 
manière  que  les  polynômes  proposés.  Divisez  le  premier  terme 
du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur;  "vous  obtiendrez  le 
second  terme  du  quotient.  Retranchez  du  premier  reste  le 
produit  du  diviseur  par  le  second  terme  du  quotient,  et  di" 
visez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  le  premier  terme 
du  diviseur;  vous  obtiendrez  le  troisième  terme  du  quotient. 
Ainsi  de  suite, 

La  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne  est  appelée  lettre 
principale ,  ou  lettre  d^ ordre  y  et  le  plus  fort  exposant  de  cette 
lettre  dans  chaque  polynôme  est  le  degré  du  polynôme  par 
rapport  à  cette  lettre. 

42.  Il  faut  joindre  à  la  règle  ci-dessus  celle  qui  détermine 
les  signes  que  l'on  doit  donner  aux  termes  du  quotient.  Or,  en 
se  rapportant  aux  règles  qui  ont  été  établies  pour  la  midtipli- 
cation  (n^  31),  on  en  conclut  immédiatement  les  suivantes  : 

Quand  le  terme  que  Ton  divise  a  le  signe  -h  et  le  terme  du 
diviseur  a  aussi  le  signe  4- ,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  +. 

Quand  le  terme  que  l'on  divise  a  le  signe  -t-  et  le  terme  du 
diviseur  le  signe  — ,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — . 
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Quand  le  terme  que  l'on  divise  a  le  signe  -^  et  le  terme  du 
diviseur  le  signe  -|- ,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — . 

Quand  le  terme  que  l'on  divise  a  le  signe  —  et  le  terme  du 
diviseur  a  aussi  le  signe  — ,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  -H. 

Oq  exprime  abrévialivement  ces  quatre  règles  en  disant 
que,  pour  la  division,  de  même  que  pour  la  multiplication, 
-V-  par  -h  et  —  par  —  donnent  -f-  5  -h  par  —  et  —  par  + 
donnent  — . 

43.  Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes  : 

Dividende ,  5o  <i'  ^*  —  6  ô*  -H  26  ab*  —  /^Sa^b^  —  /^i  a*  b  -¥•■  20^*. 
Diviseur,  5  ab^  —  3  b^  —  /^a^  b  -H  5  a*. 

On  ordonne  ces  polynômes,  et  l'on  dispose  le  calcul  comme 
on  le  voit  ci -dessous  : 
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û»-4ia^&H-5ofl"&«—  45a**«-f-a5flM— 6ft»  l  5a«— 4fl»fc-h5a6»-.  3&« 


-  2oa»-h  i6a*b—  aoa'b*-^  laa'A'  j  4fl«  —  Sab-h  7b* 

-f-25a*6—  20a' b* "h  25 a*b*  —  i5alt* 


î* reste  H-ioû"&*—    8a«&'-h  loafc*  —  Cfc» 

3*  reste  o 

La  division  du  premier  terme  20  a*  du  dividende  par  le 
premier  terme  5  a*  du  diviseur  donne  le  premier  terme  4  û* 
du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  4  a*^  et  l'on  soustrait 
le  produit  du  dividende  :  à  cet  effet,  on  écrit  le  produit  sous 
le  dividende  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme ,  puis  on 
fait  les  réductions;  on  obtient  de  cette  manière  le  premier 
reste.  On  divise  le  premier  terme  —  26  a*  i  de  ce  reste  parle 
premier  terme  5  «•  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  second  terme 
—  5  ai  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  —  5  ai,  et 
l'on  retranche  le  produit  du  premier  reste ,  ce  qui  donne  le 
deuxième  reste.  On  divise  le  premier  terme  de  ce  reste  par 
5  a',  ce  qui  donne  le  troisième  terme  du  quotient.  En  retran- 
chant du  deuxième  reste  le  produit  du  diviseur  par  -♦-  2i*, 
on  obtient  un  reste  nul ,  ce  qui  annonce  que  l'opération  est 
terminée. 

44.  Quand  on  obtient  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est 
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pas  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur,  la  division  pro- 
posée ne  peut  pas  être  effectuée.  Le  dividende  est  alors  égnl  au 
produit  du  diviseur  par  la  somme  des  termes  qu'on  a  trouvés , 
plus  le  dernier  reste  ^  et  le  quotient  se  compose  de  ces  termes 
et  d'une  expression  complémentaire  qui  se  forme  en  indiquant 
la  division  du  dernier  reste  par  le  diviseur. 

Voici  un  exemple  d'une  division  qui  ne  peut  pas  être  entiè- 
rement effectuée  : 

—  47*  +  2  flra;^  ^  a^x^  \  x"  —  7.ax -\' a} 

—     à^  x"^  +  la^x  —  a* 


-^  la^x  —  2«*. 

Après  trois  divisions  partielles  ,  on  obtient  le  reste 

+  la^x  —  2/1*; 

le  premier  terme  de  ce  reste  contenant  la  lettre  x  avec  un  ex- 
posant moindre  que  celui  qu'elle  a  dans  le  premier  terme  du  di- 
viseur, l'opération  ne  peut  plus  être  continuée.  On  a 

x^  —  ù^ax^  H-  6«'x'-—  %a}x  —  «♦ 
=  (x^  —  lax  '\-  «')  (o:^  —  lax  H-  a})  -H  la^x—  2«*, 

et  le  quotient  est 

la^x  —  2fl* 
x^  —  lax  -\r  a}  + 


x^  —  lax  H-  a} 


45.  Lorsque  les  polynômes  sont  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances décroissantes ,  on  parvient  nécessairement  à  un  reste 
nul ,  ou  à  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est  pas  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  En  effet,  chacune 
des  soustractions  qui  sont  successivement  effectuées  détruisant 
toujours  le  premier  terme  du  reste  dont  on  soustrait ,  le  degré 
de  chaque  reste  est  moindre,  au  moins  d'une  unité,  que  le  degré 
du  reste  précédent.  Par  conséquent,  lorsqu'on  a  fait,  au  plus, 
un  nombre  de  divisions  partielles  égal  à  l'excès  plus  un  du  de- 
gré du  dividende  sur  celui  du  diviseur,  si  le  reste  n'est  pas  nul. 
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l'exposant  de  la  lettre  d'ordre  dans  le  premier  terme  de  ce  reste 
est  moindre  que  l'exposant  qu'elle  a  dans  le  premier  terme  du 
diviseur,  et  la  division  partielle  qu'il  faudrait  exécuter  pour 
continuer  les  calculs  est  impossible. 

46.  Quand  on  ordonne  suivant  les  puissances  croissantes,  les 
cas  d'impossibilité  n'ont  plus  nécessairement  pour  effet  de 
faire  rencontrer  une  division  parlielle  impossible;  mais  on  a 
pour  les  reconnaître  un  autre  caractère,  qui  résulte  de  ce  que, 
toutes  les  fois  que  l'on  parvient  à  un  reste  nul,  le  dernier 
terme  du  dividende  est  le  produit  des  derniers  termes  du  divi- 
seur et  du  quotient.  Il  suit  de  là  que  Ton  connait  à  l'avance  le 
terme  du  quotient  auquel  la  division  s'arrêtera,  lorsqu'elle 
pourra  être  faite  entièrement;  et  si  l'on  obtient  un  terme  avec 
un  exposant  de  la  lettre  d'ordre  égal  à  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  le  dernier  terme,  sans  que  le  reste  correspondant  soit 
nul,  ou  si  l'on  est  amené  à  écrire  au  quotient  un  terme  avec 
un  exposant  qui  serait,  dans  l'ordre  adopté,  au  delà  de  la  li- 
mite prévue,  l'opération  ne  peut  pas  se  terminer. 

Voici  un  exemple  d'une  division  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes,  et  dans  laquelle  les  divisions  partielles  pour-» 
raient  être  continuées  indéfiniment  : 

,  —  4jc  _l-    x^-h    ^»  (  1  —  3 X  H"  x^ 
—  I  -h  3a:  —     x^  \  i  ^  X  —  3x^  —  7 ^%  etc. 


—     X  -h     x^ 

-h     X  —  3  ar*  -+-     x^ 

—  3x*  -\^  2X^ 

+  3x»--9a:3 -+- 3j?* 

—  'jx^  -4-  3x* 
etc. 

L'opération  ne  peut  pas  se  terminer,  et  on  en  est  averti  au 
deuxième  reste  —  3  a:*  H-  2  x';  car,  si  elle  se  terminait,  la  plus 
haute  puissance  dç  la  lettre  x  dans  le  quotient  proviendrait  de 
la  division  de  x'  par  x*  ;  elle  serait  donc  x^. 

Le  quotient  peut  être  exprimé  par 

i  —  ^H 5 5      I  —X  —  3^3 _j ^ ^,  etc. 
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47.  Lorsque  les  polynômes  contiennent  plusieurs  termes  dans 
lesquels  la  lettre  d^ ordre  a  le  même  exposant,  on  réunit  ces 
termes  comme  nous  F  avons  montré  dans  le  n^  36.  On  effectue 
ensuite  la  division  sans  qu'il  y^ait  rien  de  changé  à  la  règle  ^ 
car  ce  qui  a  été  dit  pour  l'explication  de  cette  règle ,  relative- 
ment aux  termes  qui  conliennent  les  plus  hautes  puissances 
d^une  lettre,  ne  cesse  pas  de  subsister  quand  les  coefficients  de 
ces  puissances  sont  des  polynômes.  Seulement,  dans  ce  cas, 
on  a  des  divisions  séparées  à  faire  pour  obtenir  les  coefficients 
polynômes  du  quotient. 

Exemple  : 


46* 


—  c 


Divid. 


a'— 


Produit 
à  sous- 
traire. 


i«r  reste 
ou  2® 
divid. 


i6b* 
-+-  4i*c 
H-  2bc* 
—  ac' 


8  A» 

4&«c 

2bc* 


a»H-3a  b* 

—  Sb*c 

—  4fc«c« 
-h  2bc* 

—  c* 


a— 32  b' 
^'+'i6b*c 
4-  Sb*c* 
-   46«c« 


2b 

■   c 


«— 4&« 


f  Divis. 


2b 

■   c 


a«-4fc» 
-^nbc 
—    c* 


-46«c 


Quot. 


—  Sb* 


—     c 


Produit 
à  sous- 
traire. 


i6b* 
Sb*c 
4&«c» 
46«c* 
2bc* 


i'®  division  partielle. 
—aie  }  ai_c 


—  2bc^c* 


a»  reste  i 
ou  3«  j 
divid.    ( 

Produit 
à  sous- 
traire. 


i6b* 
^b*c* 


a  — 


-h3a&» 
-.i6è*c 

4fc«c' 


3*  reste. 


a«  division  partielle, 
-8&«-       cy^-+-^ 


4-4 &*c  (-4fc«4,2fcc— c* 


4-4  &«c—  c* 
—2bc* 


-aie*—    c« 


3*  division  partielle. 


-8&'c^gfct_^fct^ 


— 86»c— 46«c* 
4-4  &*c* 


o 


On  n'écrit  point  les  termes  des  produits  du  diviseur  par  les 
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quotients  partiels ,  qui  doivent  détruire  la  première  colonne  de 
chaque  dividende  parliel;  et  l'on  se  dispense  aussi  d'écrire,  dans 
les  dividendes  partiels ,  les  colonnes  du  dividende  primitif  qui 
n'ont  pas  encore  été  altérées  par  les  réductions. 

48.  Quand  une  des  lettres  du  dividende  n'est  pas  contenue 
dans  le  diviseur,  on  peut  supposer  qu'elle  s'y  trouve  dans  tous 
les  termes  avec  l'exposant  zéro  •,  et  en  la  prenant  pour  lettre 
d'ordre ,  on  voit  que  le  quotient  est  formé  de  toutes  les  puis- 
sances de  cette  lettre  contenues  dans  le  dividende,  avec  des 
coefficients  qui  sont  ceux  qu'elles  ont  dans  ce  polynôme,  divisés 
par  le  diviseur. 

Soient ,  par  exemple ,  les  polynômes  : 

Dhid.  (3c— 6^)a'— (c'— 4^')û-hc3--6ôc»-|-i2^»c  — 8^% 

Diviseur  c — 2^. 

La  division  de  3c  —  6b  par  c  —  ai  donne  le  quotient  3  5  le 
quotient  de  (3 c  —  6b)  a^  pai  c  —  2 &  est  donc  3 a'.  En  retran- 
chant du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  3a*,  on  a  le 
reste  —  (c*— 4^')  a  + c'— 6ic'-f- 126*0  — 8i\  La  divi- 
sion de  -f-  c*  —  4  ^*  P^r  c  —  2  i  donne  le  quotient  c  -f-  2  J  ;  le 
quotient  de  —  (c*  —  4  ^*)  ^  P^i*  ^  —  2  5  est  donc  —  (é  -h  2  i)  a  ; 
c'est  le  second  quotient  partiel.  Le  second  reste  ne  se  compose 
que  de  la  partie  du  dividende  qui  ne  contient  pas  la  lettre  a  ; 
et  en  divisant  ce  reste  par  c  —  26,  on  obtient  un  troisième 
quotient  partiel  qui  est  c* —  4bc-+-  4^*.  Le  quotient  total  est 

3  a*  —  (c  -+-  2  ^)  a  +  c'  —  4  ^^  +  4  ^'' 

49.  Parmi  les  différents  exemples  de  la  division  algébrique, 
il  est  bon  de  remarquer  le  suivant ,  dans  lequel  on  suppose 
que  m  représente  un  nombre  entier  : 

ggtn f^m  La  —  b 

—  «"•  -4-  ba""-'       )  a'^-i  4.  ^^j/»-»  4.  b'a"*-^ ...  4-  b""-' 


.»» 


4-  ba"^-'  —  b' 

—  ba""-^  ■+■  b^a'^-^ 

4-  b^a""-^—  b' 


,»* 


+  b^a^—  b'" 
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Lçs  dividendes  successifs  sont  des  binômes  dont  le  second  terme 
est  —  &"*,  et  dans  le  premier  terme,  l'exposant  de  a  diminue 
d'une  unité  à  chaque  opération,  celui  de  h  augmente  d'une 
unité.  Le  diviseur  ne  contenant  que  la  première  puissance  de 
la  lettre  a ,  on  peut  continuer  les  opérations  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  un  reste  dont  le  premier  terme  ne  renferme  plus  cette 
lettre  qu'avec  l'exposant  zéro^  et  ce  reste  est  J"*a® —  &"*,  ou 
zéro.  Donc  a"* —  6"*  est  toujours  divisible  par  a  —  h.  Dans  les 
termes  du  quotient,  les  exposants  de  a  vont  en  diminuant 
d'une  unité ,  ceux  de  h  augmentent  d'une  unité  :  le  dernier 
terme  est  &"*"*  ;  car  il  doit  être  tel,  qu'en  le  multipliant  par  le 
dernier  terme  du  diviseur  on  retrouve  le  dernier  terme  —  £"* 
du  dividende.  ^ 

On  démontre  de  la  même  manière  les  trois  propositions 
ci-après  : 

La  division  de  a"* —  fc'"  par  a-^-h  peut  être  effectuée  toutes 
les  fois  que  m  est  un  nombre  pair  ;  le  quotient  est 

Quand  m  est  un  nombre  impair,  la  division  n'est  pas  possible. 
La  division  de  a'"  -f-  i'"  par  a'\-h  peut  être  eflectuée  toutes 
les  fois  que  m  est  un  nombre  impair;  le  quotient  est 

Quand  m  est  un  nombre  pair,  la  division  n'est  pas  possible. 

La  division  de  a'"  H-  i'"  par  a  -h  i  ne  peut  jamais  être  entiè- 
rement effectuée. 

Des  fractions  littérales, 

50.  L'expression  du  quotient  d'une  division  qui  n'a  pas  été 
effectuée  prend,  comme  en  arithmétique,  le  nota àe  fraction. 
Le  dividende  est  le  numérateur,  et  le  diviseur  est  le  dénomi" 
nateur^  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  appelés  collec- 
tivement les  deux  termes  de  la  fraction.  Les  quantités  algé- 
briques qui  ne  contiennent  pas  de  fractions  sont  appelées 
quantités  entières. 

Les  règles  que  l'on  doit  suivre  dans  les  calculs  pour  les  frac^ 
tions  littérales,  sont  les  mêmes  que  pour  les  fractions  numé- 
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riques.  Mais  les  explications  de  ces  règles ,  telles  qu'on  les 
voit  dans  les  Traités  d'Arithmétique  à  l'égard  des  fractions 
numériques  dont  les  termes  sont  des  nombres  entiers ,  ne  con- 
viennent plus  quand  il  s'agit  des  fractions  algébriques  dont  le 
numérateur  et  le  dénominateur  représentent  des  nombres  qui 
peuvent  être  eux-mêmes  fractionnaires.  C'est  ce  qui  donne  lieu 
aux  explications  qu'on  va  lire. 

51.  Soient  a  et  i  deux  nombres  quelconques,  et  désignons 
par  ^  la  valeur  de  la  fraction  j^  c'est-à-dire  le  quotient  de  la 
division  de  a  par  b.  On  a  ainsi 

j  =  ^     et    a  =  oq . 

Si  l'on  multiplie  les  quantités  égales  a  et  bç  par  un  même 
nombre  m,  en  observant  qu'on  multiplie  un  produit  lorsqu'on 
multiplie  un  des  facteurs,  on  trouve 

nm^bm-Xq;     dope     ^  =  9,     ou     ^  =  j- 

La  dernière  égalité  prouve  que  la  valeur  d*une  fraction  ne 
change  pas  quand  les  deux  termes  sont  multipliés  ou  divisés 
parle  même  nombre. 

52.  Ce  principe  donne  le  moyen  de  simplifier  les  fractions 
et  de  les  réduire  au  même  dénominateur. 

La  réduction  d'une  fraction  s'opère  en  supprimant  les  fac- 
teurs communs  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Lorsque 
ces  deux  termes  sont  des  monômes ,  les  facteurs  communs  sont 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coeflScients  numériques,  et 
les  facteurs  littéraux  exprimés  par  cbaquè  lettre  commune  avec 
le  plus  faible  des  exposants  qu'elle  a  dans  les  deux  monômes. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction  ,^  ^.^  ,    ;  le  plus  grand  commun 

diviseur  des  coefficients  18  et  48  est  6 ,  et  les  facteurs  littéraux 
communs  aux  deux  termes  sont  a',  i*,  c*.  En  supprimant  ces 

facteurs,  la  fraction  se  réduit  à  7?— 7-  • 

Quand  les  deux  termes  sont  des  polynômes ,  il  faut  recou- 
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rir  au  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique, 
qui  sera  exposé  plus  loin.  Mais  on  peut  quelquefois  découvrir 
les  facteurs  communs  sans  le  secours  de  ce  procédé.  Soit,  par 

exemple ,  la  traction  - — 5-- -^—  •  Le  numérateur  est  le 

^  8x^ — 27  fl* 

carré  de  2X —  3  a  (n^  33)  -,  et  comme  le  dénominateur  revient  à 

(2xy — (3a)',  il  est  divisible  par  20:  —  3a  (n**49).  En  sup- 

primant  ce  facteur,  la  fraction  se  réduit  à  ,  — — 7; —  . 

53.  Pour  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  il 
suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Quand  les  dénominateurs  ont  des  facteurs  communs ,  on  dé- 
termine le  plus  simple  multiple  de  tous  les  dénominateurs ,  et 
Ton  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  quo- 
tient qu'on  obtient  en  divisant  ce  plus  simple  multiple  par  le 
dénominateur. 

Le  plus  simple  multiple  de  plusieurs  monômes  est  formé  du 
plus  petit  multiple  des  coefficients ,  et  de  toutes  les  lettres  qui 
entrent  dans  les  monômes ,  chacune  d'elles  étant  prise  avec  son 
plus  grand  exposant. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  fractions 

m  n  p 

6â^'     4«^^~''      Î8TV^* 

Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est  36  a'  i'c*,  et 
en  prenant  cette  quantité  pour  dénominateur  commun,  on  ob- 
tient les  expressions  suivantes  : 

36a»6»c>*      36a^b^c^^     36â^¥?' 

Pour  trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs  poly- 
nômes, il  faut,  en  général,  recourir  à  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur,  mais  on  peut  quelquefois  y  parvenir  plus 
simplement)  au  moyen  des  propositions  qui  ont  été  précédem- 
ment exposées. 

Supposons  5  par  exemple,  que  Ton  veuille  réduire  au  même 
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dénominateur  les  deux  fractions 


> 


m*        I  —  2  m  H-  m' 


On  remarquera  que  i  —  m*=(i  —  w)(i-f-'w),  et 
I — 2m-f-m'=(i — m)'  =  (i  —  m)  (i  —  ni)  (n^  33). 
On  verra  ainsi  qu'il  suffit  de  multiplier  les  termes  de  la 
première  fraction  par  i  —  /n ,  et  ceux  de  la  seconde  par 
H-  m  ;  ce  qui  donne  les  deux  expressions 


à^m — «'/w'  a}  +  a}m 


I  —  m  —  Tn}'^-  m^        i  —  m  —  m'  -h  /w* 

54.   Soient  maintenant  trois   fractions  réduites  au  même 

dénominateur,  —  >  —>  —  î  et  supposons  que  Ton  doive  ajou^ 

ter  la  seconde  à  la  première  et  retrancher  la  troisième  de  la 

somme.  Si  l'on  pose  —  =  17,  —=r,  —  =  1,    d'où    a  =  ma ^ 

^         m        *    m         ^  m  ' 

h  =  mr^  c  =  ms^  on  aura 

a-\- 0  —  c  =  ^w(o-^-^ — s),     d  ou     ==o-f-r  —  si 

donc 

a         b        c        a  -\-  b  — c 


m       m       m  m 


Cette  égalité  prouve  que  les  fractions  littérales  qui  ont  un 
même  dénominateur  s'ajoutent  ou  se  retranchent  en  ajoutant 
ou  en  retranchant  les  numérateurs. 


a  c 


55.  Pour   la    multiplication ,    posons  -  =  ç ,  -  =  r,  d'où 

fl  =  ft^,  c  =  dr  :  on  aura 

oc 
ac  =z  bq  X  dr  =:  bd  X  qr,     d'où     j-l  =  qr; 


don 


c 


a       c       ac 
1^  d'^bd 


U  suit  de  là  qu'on  doit  multiplier  les  numérateurs  entre  eux 
elles  dénominateurs  entre  eux. 

56.  Enfin,  soit  à  diviser  ^  par  ^.  Si  Ton    réduit  d'abord 

3 
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ces  fractions  au  même  dénominateur,  elles  deviendront  -r-j  et 

hd 

bc        '  . 

j-L  :  or  le  quotient  ne  sera  pas  altéré  si  Ton  multiplie  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  bd  (n°  SI)  ;  donc 

a     c       ad 
l'^d'^Tc 

■0 

Il  suit  de  là  que  Ton  doit  midtiplier  la  fraction  dividende 
par  la  fraction  diviseur  relaversée. 

Pour  multiplier  ou  pour  diviser  une  fraction  par  un  entier^ 
ou  un  entier  par  une  fraction,  ou  bien  pour  ajouter  des  frac- 
tions avec  des  cmtiers,  on  suivra  les  mêmes  règles,  e^n  donnant 
aux  entiers  l'unité  pour  dénominateur. 

57.  Les  r^les  relatives  aux  fractions  sont  appliquées  dans 
les  exercices  suivants,  qui  offrent  des  réductions  remar- 
quables : 


1*», 


2*^. 


2 

2^ 


a      ^  /^-+-c       c\       a 


b  b 


c 


ac  a 

a  — 


^  -h  c 

jt^       Jt^  —  a^ 

3«.  =  — =  j:'-h  tfjr  H-flf'. 

I         a         X  —  a 

b —  a 


«4- 


4--  — ^^  =  *- 


«  — cx 


S». 


\-^ba 

ae  —  bd 

ce  —  bf      ed  ^  af 

'  ee^—bf 
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CHAPITRE  DEUXIEME. 

ÉQUATIONS  ET  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Définitions.  —  Résolution  des  équations  du  premier 
degré  à  une  seule  inconnue. 

58,  Les  relations  indiquées  par  le  signe  =  sont  de  deux 
sortes  :  les  égalités  et  les  équations. 

On  emploie  le  premier  de  ces  deux  noms  quand  on  peut 
constater  Fégalité  en  effectuant  des  calculs  indiqués,  ou  quand 
elle  est  la  conséquence  des  hypothèses  que  Ton  a  faites  dans  le 
but  d^établir  quelque  proposition.  Ainsi,  le  produit  des  binô- 
mes a  X  -f- 1  et  3  X  —  2  est  6x*_ —  x  —  a  ;  de  là  une  égalité. 
Si  Von  a  supposé  que  «,  é,  c^  rf,  désignent  quatre  nombres  con- 
nus en  proportion  par  quotient,  on  en  conclut  ad=bc\  c'est 
une  égalité. 

On  se  sert  du  mot  équation  quand  on  considère  deux  quan- 
tités dépendantes  d'une  ou  de  plusieurs  inconnues  qu'il  s'agit 
de  déterminer  de  manière  que  ces  quantités  deviennent  égales. 
Ainsi,  il  n'y  a  pas  égalité  entre  le  produit  (2  a:  -h  i)  (3  :r  —  2) 
et  2X*  —  3x  -h  4î  mais  on  peut  attribuer  à  x  une  valeur  qui 
rende  ces  deux  quantités  ^ales.  Pour  indiquer  qu'on  se  pro- 
pose de  trouver  cette  valeur,  on  écrit  {2a:-|-i)  (3a: — 2) 
=  2  0?* —  3jcH-4*  c'est  une  équation. 

Les  deux  quantités  qui  forment  une  égalité  ou  une  équa- 
tion en  sont  les  deux  membres. 

Lorsque  les  deux  membres  sont  les  mêmes,  l'^alité 
prend  le  nom  à^ identité.  Ainsi,  quand  on  efleclue  la  mul- 
tiplication indiquée  dans  le  premier  membre  de  l'égalité 
{2x-4-i)(3x — 2)  =6x^ — X — 2,  elle  devient  Une  iden- 
tité. On  emploie  aussi  quelquefois  la  dénomination  d'iden- 
tité à  la  place  de  celle  d^égalité,  quand  on  sait,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'effectuer  les  calculs  indiqués ,  que  les  deux 

3. 
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membres  sont  les  mêmes.  C'est  dans  ce  sens  que  l'on  dit  que 
(a  -^b)  (a  —  i)  =  a* —  b*  est  une  identité,  parce  qu'on  sait 
que  la  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  de  ces  nombres. 

59.  Résoudre  une  équation,  c'est  cbercher  quelles  valeurs 
on  doit  mettre  à  la  place  de  l'inconnue,  ou  des  inconnues  s'il 
y  en  a  plusieurs ,  pour  que  l'équation  devienne  une  identité  : 
chaque  valeur  de  l'inconnue  qui  jouit  de  cette  propriété,  ou 
chaque  système  de  valeur  des  inconnues ,  quand  il  y  en  a 
plusieurs,  forme  une  solution  de  l'équation. 

On  dît  que  deux  équations  sont  équwalenteSy  ou  qu'elles 
rentrent  Tune  dans  l'autre,  lorsqu'elles  ont  les  mêmes  solu- 
tions. 

60.  Les  solutions  d'une  équation  ne  changent  pas  lors- 
qu'on ajoute  la  même  quantité  aux  deux  membres,  ou  lors- 
quon  en  retranclie  la  même  quantité.  Car  il  est  clair  que  les 
valeurs  des  inconnues  qui  établiront  l'égalité  des  deux  mem- 
bres avant  ces  opérations,  l'établiront  pareillement  après,  et 
réciproquemen  t . 

Par  une  raison  identique ,  Les  solutions  restent  aussi  les 
mêmes  quand  on  multiplie  ou  quand  on  div^ise  les  deux 
membres  par  la  même  quantité  (*), 

6i .   Soit  l'équation 

^CjX  —  87  =:  I2.r  -f-  32. 

On  peut  supprimer,  dans  le  second  membre,  le  terme  12X, 
en  retranchant  12a:  du  premier  membre^  on  peut  aussi  sup- 
primer, dans  le  premier  membre,  le  terme  — 87,  en  ajou- 
tant 87  au  second  membre.  L'équation  devient  ainsi 

2ga:  —  iix  z=z  32  -h  87. 

(  *  )  Cette  deuxième  proposition  cesse  d'être  exacte  lorsque  la  quantité  par 
laquelle  on  multiplie  ou  Ton  divise  les  deux  membres  renferme  les  inconnues. 
Soit ,  par  exemple  ,  l'équation  3  x  —  2  =  7  ;  si  Ton  multipliait  les  deux  mem- 
bres par  Jf  —  I,  il  viendrait  (x  —  1)  ( 3x  —  2 )  =-•  7  (x  —  i).  Or  la  dernière 
équation  admet  la  solution  x  =  i,  et  cette  solution  ne  convient  pas  à  l'équation 
primitive.  11  faut  aussi  que  la  quantité  par  laquelle  on  multiplie  ou  Ton  divise 
les  deux  membres  ne  soit  pas  nulle.  Mais  l'examen  de  ces  restrictions  ne  nous 
serait  point  utile  dans  le  cours  de  ce  chapitre,  et  il  trouvera  place  dans  la  suite. 
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En  généra],  On  peut  supprimer  dans  un  membre  itune  équa- 
tion un  terme  quelconque,  pourvu  qu'en  même  temps  on  Vé- 
crive  dans  Vautre  membre  ay^ec  le  signe  contraire  à  celui 
quU  as^ait.  C'est  ce  qu'on  appelle  la  transposition  des 
termes, 

62.  En  réduisant  les  termes  semblables  dans  la  dernière 

équation,  on  a 

\^x=z  119, 

et  en  divisant  les  deux  membres  par  le  coefBcient  de  x, 

Vérification,  Pour  s'assurer  de  l'exactitude  de  cette  solu- 
tion, on  remplace  l'inconnue  x  par  7  dans  l'équation  propo- 
sée-, il  faut  que  l'on  obtienne  une  égalité.  Or  cette  substitution 

donne 

2^9  X  7— 87  =  12  X  7  -+-32, 

et  en  effectuant  les  calculs,  on  parvient  à  l'identité  1 16  =^  1 16. 

63.  Prenons  en  second  lieu  Téquaiion 

On  peut  multiplier  tous  les  termes  de  l'équation  par  un  mul- 
tiple quelconque  des  dénominateurs.  Pour  la  simplicité  des 
calculs,  on  choisit  le  plus  petit  multiple,  qui  est  96.  On  ob- 
tient ainsi  une  équation  équivalente  à  la  proposée,  et  qui  ne 
contient  plus  aucun  dénominateur, 

2^0 jc  —  128^:  —  1248  =  60  -h  3  or. 

En  transposant  les  termes ,  comme  pour  l'exemple  précé- 
dent, on  trouve 

7.^0 X  —  i28x — 3a:  =  60  H- 1248, 

et,  en  réduisant, 

logj;  =  i3o8; 

donc 

i3o8 

X  =r ,       OU       J7  =  12. 

109 
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Vérification.  En  remplaçant  x  par  12  dans  Tëquation  pro- 
posée, on  a 

-X12  -5X12  — i3  =  5  +ô~î 
2  3  8       32 

et  en  effectuant  les  opérations,  on  parvient  à  lidentité   1=1. 

64.  Soit  Téquation 

On  multiplie  tous  les  termes  par  le  plus  petit  multiple  des 
dénominateurs,  qui  est  6.  L'équation  devient 

24  —  (a:-h3)  =  12  4-  2(9  —  ix). 

On  effectue  les  calculs  indiqués,  ce  qui  donne 

24  —  X  —  3  =  12  -h  18  —  4^' 

On  transpose  les  termes  de  manière  que  tous  les  termes  qui 
contiennent  l'inconnue  soient  dans  le  premier  membre,  et 
tous  les  termes  indépendants  de  l'inconnue  dans  le  second 
membre^  il  vient  par  là 

4^  —  j:  =  i2-|-i8-f-3  —  24, 

et,  en  réduisant, 

3ar  =  0;     donc    J7  =  3. 

Vérification»  En  remplaçant  x  par  3  dans  l'équation  pro- 
posée, on  a 

,       3+3  , 9—2X3 


6  •  3 

et  en  effectuant  les  calculs ,  on  parvient  à  l'identité  3  ==  S. 

68.  Considérons  encore  l'équation 

25     _      10 
X  -\-  Z       Zx  —  4 

Si  l'on  réduit  les  deux  fractions  au  même  dénominateur,  il 
faudra  que  les  numérateurs  soient  égaux  ^  ce  qui  donne  Téqua- 
Ûon 

25  (3a;  —  4)  ^^  io('^'  4-  3.). 
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En  effectuant  les  calculs  indiqués,  il  vient 

f^Sx  —  loo  =  ioj:  h-  3o. 

On  tire  de  là,  par  la  transposition  des  termes, 

75x  —  lo^c  =  3o -h  loo,     ou    65x=ri3o; 

donc 

i3o 

65 

Vérification.  En  remplaçant  x  par  2  dans  l'équation  pro- 
posée, on  a 

25     10 

24-3  ""3xa— 4' 

et  en  effectuant  les  calculs,  on  parvient  à  rideutîté  5  =  5. 

66.  Les  équations  que  nous  venons  de  considérer  sont  dites 
du  premier  degré,  parce  qu'après  Févanouissement  des  dé- 
nominateurs, la  transposition  des  termes  et  la  réduction ,  elles 
ne  contiennent  que  la  première  puissance  de  l'inconnue. 

Lorsque,  après  ces  opérations,  l'inconnue  se  trouve  élevée 
à  diverses  puissances,  le  degré  de  l'équation  est  égal  à  l'expo- 
sant de  la  plus  haute  puissance.  Ainsi  l'équation  5x' — 3a:=3o 
est  du  second  degré. 

Quand  il  y  a  plusieurs  inconnues,  le  degré  est  la  soumie  des 
exposants  de  toutes  les  inconnues  dans  le  terme  où  cette  somme 
est  la  plus  forte.  Ainsi  l'équation  yx* —  5 y —  aa:=  48  est 
du  troisième  degré,  parce  que  la  somme  des  exposants  des. 
inconnues  dans  le  terme  ya:*  est  égale  à  3. 

67,  Toutes  les  règles  nécessaires  pour  la  résolution  des 
équations  du  premier  degré  à  une  inconnue  se  trouvent  ren- 
fermées dans  ce  qui  précède,  et  elles  se  résument  comme  il 
suit  : 

Si  l'équation  contient  des  dénominateurs,  on  les  fait  dis^ 
paraître  en  multipliant  tous  les  termes  par  un  multiple  des 
dénominateurs.  Il  faut  avoir  soin  de  choisir  le  plus  petit  mul- 
tiple. 

L'équation  n'ayant  plus  de  dénominateurs:,  on  effectue  les 
opérations  algébriques  indiquées. 
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On  réunit  dans  le  premier  membre  tous  l^s  termes  {fui 
renferment  V  inconnue  y  et  dans  le  second  tous  les  termes  qui 
ne  contiennent  que  les  quantités  connues,  en  ayant  soin  de 
changer  les  signes  des  termes  que  Von  fait  passer  dHun  mem- 
bre dans  r autre. 

On  réduit  ensuite  les  termes  semblables,  puis  on  divise  les 
deux  membres  par  le  multiplicateur  de  t inconnue.  Après 
cette  dernière  opération ,  le  second  membre  exprime  la  va- 
leur de  r  inconnue, 

68.  Voici  un  dernier  exemple  assez  compliqué  dans  lequel 
on  rencontre  Tapplî cation  de  toutes  ces  règles  : 

{a-{-b)x  (^  — ^)'_    b{ia-'b){x^a) 

—  o  a  """"  ;      T"-  — r— ~—  OX. 

a  a  -h  b  a^  —  b^ 

On  fait  d'abord  disparaître  les  dénominateurs,  en  observant 
que  l'on  peut  prendre  pour  dénominateur  commun  de  tous 
leà  termes  a[a^  —  &*),  puisque  a*  — i'  est  divisible  par 
a-\-b.  L'équation  proposée  se  change  alors  dans  la  sui- 
vante : 

{a  +  ^)  (a»  -,  ^«) X  —  3a'  {à"  ^b')^a{a  —  b^ 

=  ab[iia  —  b)  [x  —  a)  —  3a (a'—  6')x, 

En  effectuant  tous  les  calculs  indiqués,  transposant  les  termes 
et  réduisant ,  on  trouve 

^a^x  —  a^bx  —  Zab^x  —  b'^x  =  ^a'  —  Sa^b  +  a^b^  —  «6% 
ce  qui  revient  à 

{4a»  — û'^  —  Sflô'—  b^)x  =  4fl*  — 5ti»ô  4-  a}b^  —  ab^'y 

d'où  Ton  conclut 

__  a  (4fl»—  5g'6  4-^^'  — ^') 
**""  ^a^  —  à'b  —  Zab^--  b^ 

Des  équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues. 
—  Résolution  de  deux  équations  numériques  à  deux 
inconnues. 

69.  Lorsqu'une  équation  contient  plusieurs  inconnues,  on 
peut  prendre  des  nombres  arbitraires  pour  toutes  les  incon-r 
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nues,  Lors  une,  l'équation  détermine  alors  la  valeur  de  la  der- 
nière inconnue  ;  cette  valeur  et  celles  qui  ont  été  choisies  pour 
les  autres  inconnues  forment  une  solution  de  l'équation  :  il  y 
a  ainsi  un  nombre  illimité  de  solutions. 

Il  faut  toujours  commencer  par  simplifier  Téquaiion.  Soit, 
par  exemple, 

3  2  4  ^ 

On  fait  disparaître  les  dénominateurs  en  multipliant  chaque 
terme  par  6,  ce  qui  donne 

gj?  —  4/  —  6  =  8  -h  &x  —  IX. 

n  vient  ensuite,  par  la  transposition  des  termes, 

90:  H-  2x  —  4/  —  67  =  8-4-6; 

et  en  réduisant,  on  obtient  enfin 

I IX  —  \oy  =  i4« 

Au  moyen  de  ces  simplifications ,  une  équation  du  premier 
degré  à  plusieurs  inconnues x^  y^  -s,  etc.,  se  trouve  ramenée  à 
la  forme  ax  -{-  fty  -f-  cz  -H . . .  =  A^ ,  les  lettres  a ,  i,  c , . . . ,  k 
désignant  des  quantités  connues,  littérales  ou  numériques,  et 
sans  dénominateurs. 

Maintenant,  si  dans  Téquation  ci-dessus  \\x  —  ioj^  =  i4, 
on  met  successivement  à  la  place  de  j"  différents  nombres  pris 
arbitrairement,  par  exemple  les  nombres  entiers  i ,  2, 3,4?  etc. , 
on  obtiendra  pour  les  valeurs  correspondantes  de  x  les  nom- 
bres rf,  77,  4?  n?  etc.  Chacun  de  ces  couples  de  valeurs  de^ 
et  de  X  est  une  solution  de  Téquation. 

Au  lieu  de  mettre  immédiatement  des  nombres  arbitraires 
à  la  place  de  l'une  des  inconnues,  on  peut  commencer  par  ré- 
soudre Téquation  par  rapport  à  l'une  d'elles,  comme  si  l'autre 
était  une  quantité  connue  \  on  trouve 

i4  H-  lor             ,  .                 \\x  —  i4 
X  •=. --^ ^5     OU  bien     r= -* 

II  10 

Alors,  si  l'on  prend  pour  Tune  des  inconnues  une  valeur  arbi- 
traire, et  qu'on  la  substitue  à  celte  inconnue  dans  l'expression 
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--Î -i  ou  dans  1  expression  >  on  en  conclut  la 

II  ^  lO 

valeur  correspondante  de  Tautre  inconnue. 

70.  Lorsqu'une  quantité  dépend  d'une  ou  de  plusieurs  au- 
tres qui  peuvent  recevoir  des  valeurs  arbitraires,  on  dît  que 
la  première  est  nne  fonction  des  autres.  Ainsi ,  dans  l'exemple 

ci-dessus,  l'expression  -^ ^  est  la  valeur  de  x  exprimée 

en  fonction  de  y,  et  l'expression est  la  valeur  de  / 

exprimée  en  fonction  de  x. 

71 .  Supposons  actuellement  que  les  inconnues  x  et j^  soient 
assujetties  à  vérifier  à  la  fois  les  deux  équations 

(i)  lia:— ioj=i4, 

(2)  5x  H-   7/  =41. 

En  résolvant  la  première  équation  par  rapport  à  Xj  comme 
si  y  était  une  quantité  connue ,  on  trouve 

(3)  x  =  ii±-^. 

1 1 

La  substitution  de  la    valeur   de   x   dans    l'autre   équation 
donne 

(4)  5x-^i^i^  +  7r  =  4.. 


I  I 


On  déduit  de  celle-ci  la  valeur  de  y,  on  obtient  ensuite  celle 
de  X  au  moyen  de  l'équation  précédente  x  =  -3 ^.   On 

trouve   y  =  i^  x  =  4- 

On  se  rend  compte  de  ces  opérations  comme  il  suit  :  Si  l'on 
conçoit  que  l'on  ait  un  couple  de  valeurs  de  j:  et  de  j^  qui  vé- 
rifient l'équation  (i),  il  vérifiera  aussi  l'équation  (3);  par 
suite,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  a:  et  de  j"  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (2),  donnera  le  même  résultat  que 
la  substitution  de  la  valeur  de  y  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (4).  Donc,  premièrement,  s'il  existe  un  couple  de 
valeurs  de  a:  et  de  j^  qui  vérifient  les  deux  équations  propo- 
sées, la  valeur  de  y  doit  vérifier  l'équation  (4)',  et,  seconde- 
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ment,  les  valeurs  de  x  elde  jr  qui  vérifient  les  équations  (4) 
et  (3)  vérifient  aussi  les  deux  équations  proposées, 

72.  Nous  allons  exposer  une  autre  méthode.  Mais  pour  la 
facilité  de  l'explication,  nous  considérerons  d'abord  deux 
équations  dans  lesquelles  les  coefficients  d'une  des  inconnues 
seront  les  mêmes,  par  exemple 

2a7-î-3/  =  i7,     5^— 3/  =  ii. 
En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

']x=:ii8;     d'où    X  =  4* 

On  trouve  la  valeur  de  y  en  mettant  le  nombre  4  ^  la  place 
de  X  dans  l'une  des  équations  proposées. 
Si  Ton  a  les  équations 

5x  —  3jr=i9,     5x  —  77=:ii, 

on  retranche  les  deux  membres  de  la  seconde  de  ceux  de  la  pre- 
mière, ce  qui  donne 

4jk'  =  8;     d*où    j  =  2. 

On  a  ensuite  la  valeur  de  x  en  mettant  le  nombre  2  à  la  place 
de  y  dans  Tune  des  équations  proposées. 

Pour  justifier  ces  opérations,  représentons  par  A  =  B, 
A'  =  B',  deux  équations  quelconques.  En  les  ajoutant  membre 
à  membre,  on  obtient  A  -|-  A'=  B  -I-  B'.  Cette  troisième 
équation  doit  nécessairement  être  vérifiée  par  les  valeurs  des 
inconnues  qui  satisfont  aux  deux  premières,  et  les  valeurs  qui 
vérifient  cette  équation  A-|- A'=  B  -h  B',  avec  l'une  des  deux 
premières,  par  exemple  A  =  B,  doivent  évidenmient  vérifier 
aussi  l'autre  équation  A'::=  B'.  Les  mêmes  conclusions  subsis* 
tent  quand,  au  lieu  d'ajouter  les  deux  équations  A  =  B, 
A'=  B',  on  les  retranche  Tune  de  l'autre. 

Il  suit  de  ces  observations  que  le  système  des  deux  équa^ 
lions  ci-dessus  2X-f-3y=i7,  5a: — 3jy=:ii,  peut  être  rem- 
placé par  celui  des  deux  équations  aa:-f-3j^=i7  et  7Jt:=28, 
ou  5a: — 3j'  =  ii  et  70:=  285  et  de  même,  le  système  des 
deux  équations  Sx  —  3j^  =  19,  5  a:  —  7  j^  =  1 1 ,  peut  être  rem- 
placé par  celui  des  deux  équations  5  a:  —  3  r  =  19?  4X=  8, 
ou  5a:  —  7^  =  11,  4^  =  8, 
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73.  Prenons  actuellement  les  deux  équations 

iix—  loj  =  i4,     5a?H-7j  =  4î. 

On  peut  les  remplacer  par  d^autres  équivalentes,  dans  lesquelles 
les  coefficients  de  Tune  des  inconnues  soient  égaux.  Il  suffit  de 
multiplier  les  deux  membres  de  la  première  par  le  coefficient 
de  cette  inconnue  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  le  coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la  pre- 
mière. 

Si  l'on  veut  avoir  une  équation  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  y^  on  multiplie  la  première  équation  par  5  et  la 
seconde  par  ii;  elles  deviennent 

55^  —  50^  =  70,     55j: -h  777  =  45i» 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  trouve 

i27/=38i;      d*où    /  =  3. 

En  mettant  le  nombre  3  à  la  place  de  y  dans  l'une  des  équa- 
tions proposées,  on  en  déduit  la  valeur  de  x. 

On  peut  obtenir  la  valeur  de  x  en  opérant  comme  on  Ta  fait 
pour  avoir  celle  de  j-  ^  il  faut  multiplier  les  deux  membres  de 
la  première  équation  par  7,  ceux  de  la  seconde  par  10^  on 
obtient  ainsi 

77J?  —  707=98,     Sox  4- 707  =  4*o- 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  équations,  on  a 

1270;=  5o8;     d'oà     a:  =  4. 

74.  Soit  que  Ton  opère  comme  on  vient  de  le  voir  en  der- 
nier lieu ,  ou  comme  dans  le  n^  71 ,  on  arrive  également  à  sub- 
stituer au  système  des  deux  équations  proposées  un  système 
équivalent,  formé  de  Tune  d'elles  et  d'une  autre  qui  ne  con- 
tient plus  une  des  inconnues  \  c'est  pourquoi  on  dit  que  l'on 
élimine  une  inconnue.  Suivant  la  première  méthode,  l'élimi- 
nation est  faite  par  substitution ^  suivant  la  dernière,  elle  est 
faîte  par  addition  ou  soustraction  y  ou  bien  par  réduction. 
Toute  la  diiTérence  qu'il  y  a  entre  ces  deux  procédés  consiste 
pn  ce  que,  par  le  dernier,  on  prépare  les  deux  équations  de 
manière  à  éviter  qu'après  la  substitution,  daus  Tune  d'elles, 
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de  la  valeur  d'une  inconnue  tirée  de  l'aulre,  on  ail  un  déno- 
minateur à  faire  disparaître^  car,  lorsqu'on  soustrait  Tune  de 
l'autre  les  deux  équations  55  j:-f-77J^  =  45 1  ?  55 x — 5oy  =  70, 
le  résultat  est  le  même  que  si  Ton  avait  substitué  dans  Tune 
d'elles  la  valeur  du  terme  55 x  tirée  de  l'autre. 

Résolution  ffuri  nombre  quelconque  d'équations 
contenant  un  nombre  égal  d'inconnues. 

78.  Soient  les  trois  équations 

4^  —  3/  -f-  2Z  =r  9, 

2 j?  -h  5j  —  3«  =  4  » 

5a:  -h6jr  —  22  =18. 

On  pourra  éliminer  Tinconnue  z  entre  la  première  équa- 
tion et  chacune  des  deux  autres  :  on  obtiendra  deux  équations 
qui  ne  contiendront  plus  que  les  inconnues  x  et  j^  ;  on  en  dé- 
duira les  valeurs  de  ces  deux  inconnues,  et  en  les  substi- 
tuant dans  l'une  des  équations  proposées ,  on  trouvera  la  va- 
leur de  z. 

On  déduit  de  la  première  équation 

2 

En  substituant  la  valeur  de  z  dans  les  deux  autres  équations, 
on  obtient 

2XH-5/--3X  9"^^^ -=L   5x-f-6j— 9-h4'îc  — 3/==i8; 

2 

d'où ,  en  réduisant , 

\6x  -H^=  35, 

3ar-f-jr  =  9. 

La  résolution  des  deux  dernières  équations  fait  trouver  x  =  2, 
J=  3  •,  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  z  exprimée 
en  fonction  de  x  et  de  jr^  on  en  conclut  z  =  5, 

76.  Pour  l'élimination  par  réduction,  comme  les  termes 
qui  contiennent  z  dans  la  première  équation  et  dans  la  der- 
nière, ont  des  coefficients  égaux  et  des  signes  contraires,  on 
ajoute  ces  deux  équations.  Les  termes  de  celle  qui  en  résulte 
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sont  tous  divisibles  par  3 ,  et  ea  faisant  cette  réduction ,  on  a 

Il  faut  éliminer  aussi  z  entre  la  seconde  équation  et  l'une 
des  deux  autres.  A  cet  effet ,  on  multiplie  les  deux  membres 
de  la  seconde  équation  par  2 ,  ceux  de  la  première  par  3 ,  et 
ensuite  on  les  ajoute^  on  obtient  16 x  +j  =  35. 

Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  de  x  et  de  j^,  par  la  résolu- 
tion des  deux  équations  3x4-^^  =  9,  i6x  -\-y='i^,^  on 
substitue  ces  valeurs  dans  Tune  des  équations  proposées ,  et 
on  en  conclut  la  valeur  de  la  troisième  inconnue  z. 

77.  Soient  actuellement  cinq  équations  : 

Zx  —  7.y —    5z=:ii, 
5x-|-3/—    7tt  =  47, 
11/*  —  ar -f-    4^=9» 
8/  —    5j==25, 
2  jj  —  i3a  =  5. 

Chacune  des  inconnues  z  et  t  se  trouve  seulement  dans 
deux  équations*,  c'est  pourquoi  on  éliminera  d'abord  Tune 
d'elles.  Pour  éliminer  z  par  réduction ,  on  multiplie  la  pre- 
mière équation  par  4)  I^  troisième  par  5,  et  ensuite  on  les 
ajoute  •,  il  vient 

\7,x  —  8/  4-  55  a  —  10/  =  89. 

On  peut  donc  considérer,  au  lieu  du  système  des  équations 
proposées ,  le  système  suivant  : 

3a:  —    2j  —    5z  =  1 1 , 

1207  —  8/4-  55w  —  \ot  =  89, 

5x4-    3/—    7a  =  47, 

8r  —    5^=25, 

nx —  i3a  =  5. 

Les  quatre  dernières  équations  feront  trouver  les  valeurs  des 
inconnues  o^,  J?  f  5  u  ;  on  obtiendra  ensuite  la  valeur  de  z  par 
la  première. 

On  élimine  t  entre  les  deux  équations 

I2X  —  8j  4- 55a— lor  =  89    et    8^  — 5/  =  25j 
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pour  cela,  on  multiplie  la  première  par  4?  la  seconde  par  5,  et 
ensuite  on  les  ajoute  •,  on  obtient  ainsi  4^x — 57/-|-22oii=48i . 
On  peut  donc  au  système  précédent  substituer  celui-ci  : 

3j7  —  2jr  —  53=  II, 

48x  —  $7/  -h  220 a  =  48i , 
5x4-3^— 7a  =  47, 
2x  —  i3/î  =  5. 

Les  trois  dernières  équations  détermineront  les  valeurs  des 
inconnues  x,  y,  u\  on  aura  ensuite  la  valeur  de  t  par  la  se- 
conde équation ,  et  celle  de  z  par  la  première. 

On  élimine  j^  entre  la  troisième  équation  et  la  quatrième , 
en  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
quatrième  par  19.  On  obtient  ainsi  i^ix  +  871X  =  i374)  et 
on  peut  remplacer  le  système  précédent  par  celui-ci  : 

3a:  —  2/  —    52=11, 

8/  —   5x=  25, 
5a; -t- 3/—    7w  =  47, 

20? —  i3a  =  5, 
i43j7H-87m=  1374. 

Les  deux  dernières  équations  détermineront  les  valeurs  des 
deux  inconnues  x  et  u,  on  aura  ensuite  la  valeur  dejr  par  la 
troisième  équation  ,  celle  de  t  par  la  deuxième,  et  celle  de  z 
par  la  première. 

En  éliminant  u  entre  la  quatrième  équation  et  la  cinquième,  on 

obtient  2o33x  =  18297,  d'où -^  =  9* 

£n  faisant  a:  =  9  dans  nx  —  i3  u  =:  5,  on  en  conclut ....  u:=  i, 
£nfaisanta?=:9,  M=  1,  dan«5x-f-3y  —  'ju2=4']yOntronve  y  ^=3. 

En  faisant/  =  3  dans  8^  —  5/  =  25,  on  obtient ^  =  5. 

Enfaisantar  =  9,  j  =  3,dans3:c-— 2>' — 5«=  11,  on  obtient  zz=  2, 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  opérations,  il  faut  sub- 
stituer dans  les  équations  proposées  les  valeurs  x  =  9 , 
^=3,  2  =  2,  «=:5,  u=:i,  ce  qui  doit  conduire  à  de» 
identités. 
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78.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  deux  exemples  ci 
après  : 

1**.  7J?H-    2j  —  35=  i6, 

3/ -h     5j7  4-2Z=rl3, 

17^-f-  11/  —  5z  =  45' 


On  trouvera 


.rrrr2,      /  rr:  I  ,       z  ■=  O. 


2".  3j? —  4/ -h  52=  II, 

11/  —8/=  i3-5-, 

162  -f-  00:3=  38, 

16/  —  5z  :=  12. 

On  trouvera 


Problèmes  qui  dépendent  des  équations  du  premier 

degré. 

79.  La  résolulioQ  des  problèmes  qui  sont  du  ressort  de  Fal- 
gèbre  comprend  deux  parties;  il  faut  d'abord  parvenir  à 
exprimer  les  conditions  du  problème  par  des  équations  *,  c'est 
ce  qu'on  appelle  mettre  le  problème  en  équation^  on  a  ensuite 
à  résoudre  les  équations. 

Pour  établir  les  équations  d* un  problème,  on  s^ applique  à 
reconnaître  quelles  sont  les  opérations  que  Von  devrait  effec- 
tuer,  afin  de  vérifier  les  valeurs  des  inconnues^  si  elles  étaient 
données  y  et  les  égalités  qui  déliraient  subsister  entre  les  ré" 
sultats  de  ces  opérations.  Les  équations  cherchées  s'obtien- 
nent en  indiquant  au  moyen  des  signes  algébriques ,  sur  les 
quantités  connues,  représentées  par  des  nombres  ou  par  des 
lettres  y  et  sur  les  quantités  inconnues ,  représentées  toujours 
par  des  lettres,  ces  opérations  et  ces  égalités. 

Les  exemples  qui  vont  suivre  feront  comprendre  ce  précepte 
général. 

80.  1®"^  Problème.  —  Une  personne  qui  possédait  120000 
francs  a  employé  une  partie  de  cette  somme  à  V acquisition 
dune  maison ^  Elle  a  placé  un  tiers  de  ce  qui  lui  restait  à 


—  3q20. 

ioo  3oo  ^ 

En  chassant  les  dénominateurs,  effectuant  les  calculs  indi- 
qués et  transposant  les  termes ,  on  trouve  : 

480  000  —  4-^  "*"  *  ^^o  00^  —  I  ou?  =  1 1 76  000 , 

loa; -I- 4^=  4^^^*^^    H- 1200 000 — 1176000, 

i4^  =  5o4ooo, 

5o4ooo       ^^ 
X  =  — -^ —  =  3oooo. 

Le  prix  de  la  maison  étant  de  36ooo  francs,  la  somme  qui 
reste  après  le  payement  de  ce  prix  est  84ooo  francs.  La  somme 
placée  à  4  pour  100  est  donc  le  tiers  de  84000  francs,  ou 
28000  francs*,  et  celle  qui  a  été  placée  à  5  pour  100  est  deux 
fois  28000  francs,  ou  56ooo  francs. 

On  vérifie  l'exactitude  de  cette  solution  en  calculant  le  re- 
venu de  28000  francs  à  4  pour  100,  et  celui  de  56ooo  francs 
à  5  pour  IOO',  en  les  ajoutant,  la  somme  est  3920  francs, 
comme  Vexige  l'énoncé. 

81.  2«  Problème.  —  Plusieurs  négociants  aidaient  formé 
une  société  dont  la  durée  a  été  de  trois  ans.  Ils  ont  prélevée 
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raison  de  4  pour  100,  les  deux   autres  tiers  à  raisojt  de 

5  pour  1005  et  elle  tire  de  ces  ileux  parties  un  rei^enu  de 

i^^o francs.  Quel  est  le  prix  de  la  maison,  et  quelles  sont 

le^  sommes  qui  ont  été  placées  aux  taux  de  4  pour  1 00  et  de 

S  pour  100? 

Désignons  par  x  le  prix  de  la  maison.  Il  restera  après  le 

payement  de  ce  prix  120  000  —  X'^  en  conséquence,  la  somme 

,     ,    ,  ,                            1 20  000  —  a:  11         •      ^  /     1     ^  *j 

placée  a  4  pour  loo  sera ^ ,  et  celle  qui  a  été  placée  j 

,  2(120000  — d?)  ,    - 

a  5  pour  1 00  sera —^ ^ ->  Le  revenu  de  la  première 

(120000 —a:} X  4    1  j     1  j 

somme  sera  ^ ;  le  revenu  de  la  seconde  sera 

3oo 

?.  (120  000  —  x)x5  .  ,  1         j    ^ 

-^^ = i  et  puisque  le  revenu  total  est  de  0920, 

il  faudra  que  l'on  ait 

(120000  —  ^)  X  4       2(120000  —  a?)x5 
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sur  la  tmse  sociale ,  au  commencement  de  la  première  année, 
une  somme  de  4^000  francs,  pour  les  frais  de  premier  établis- 
sement^ et  au  commencement  de  chacune  des  deux  années 
suii^anteSy  ils  ont  préleî^,  pour  les  frais  de  loyer  et  l' entre- 
tien du  maténel,  une  somme  de  i5ooo  francs,  La  première 
année,  le  bénéfice  a  été  égal  au  dixième  des  fonds  qui  étaient 
restés  disponibles^  et  dans  chacune  des  deux  années  suh- 
vantes  f  le  bénéfice  a  été  égal  au  quart  des  fonds  qui  restaient 
au  commencement  de  l'année,  Alors  la  société  ayant  été  dis- 
soute, chaque  associé  a  retiré  4o  pour  100  en  sus  de  sa  mise. 
Quel  était  le  montant  de  la  mise  sociale  ? 

Désignons  par  a:  la  somme  cherchée.  Quand  on  a  prélevé 
sur  cette  somme  45ooo  francs,  il  reste  x  —  45ooo  francs.  Le 
bénéfice  de  la  première  année  étant  le  dixième  de  ce  reste,  le 
capital  social  est  devenu ,  à  la  fin  de  cette  année , 

-^  X  —  45ooo  1 1  x  —  ^q5  000 

X  —  4^000  H 7     on     -^ • 

10  10 

En  retranchant  de  cette  quantité  i5ooo  francs,  on  a  pour 

reste 

I IX  —  645000 

et  puisque  le  bénéfice  de  la  seconde  année  est  le  quart  de  ce 
reste,  on  a  pour  la  valeur  du  capital  à  la  fin  de  la  seconde 
année , 

II X  —  6i5ooo       i\x  —  645  000  55x — 3225ooo 

? 1 y-^ 5     ou    7 

10  ^o  40 

En  retranchant  de  cette  quantité  i5ooo,  il  reste 

55  a:  —  3  825  000 

et  puisque  le  bénéfice  de  la  troisième  année  est  le  quart  de  ce 
reste,  on  a  pour  la  valeur  du  capital  à  la  fin  de  la  troisième 

55^ —  3826000       55j?  —  3826000              o,n5x^  igi25ooo 
j 1 ^ j     ou     -^ -^ . 

40  IDO  100 

Chaque  asisocié  retirant,  à  la  fin  de  la  troisième  ann^, 


CHAPITRE  DEUXIÈME.  5i 

4o  pour  loo  en  sus  de  sa  mise,  il  faut  que  le  capital  so- 
cial ait  augmenté  de  4o  pour  loo.  Il  doit  donc  être  devenu 

X  H Xy  ovix  '\-  -=Xy  ou  plus  simplement  ^  x.  On  doit  donc 

100  0**5 

avoir 

2^5  JT  —  19125000 7 

^  ""  5  *"' 

On  chasse  les  dénominateurs  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres par  160  -,  il  vient  alors 

275^  —  19  I9.5oOO  =r  2?4'^> 

et  dç  là  on  conclut 

275  j:  —  ii^x  =1  i9i9t5ooo 

5l  j:  =r  19125000 

IQIîSoOO     -  ^ 

X  =      ^     ^ rr:  ôno  OOO. 

01         ' 

La  mise  totale  était  donc  ZyS  000  francs. 

Férijication ,  Lorsqu'on  a  prélevé  45ooo  francs  sur  le  ca- 
pital primitif  375000  francs,  il  reste  33o  000  francs.  Celte 
somme  produisant  un  bénéfice  qui  en  est  le  dixième,  ou 
33ooo  francs,  on  a  pour  le  capital,  à  la  fin  de  la  première 
année,  363  000  francs.  En  prélevant  sur  cette  somme  i5ooo 
francs,  il  reste  348  000  francs.  Le  bénéfice  de  la  seconde  année 
étant  le  quart  de  ce  reste,  ou  87000  francs,  on  a  pour  le  capital,  à 
la  fin  de  la  seconde  année,  435  000  francs.  En  prélevant  sur  cette 
somme  i5ooo  francs,  il  reste  420000  francs.  Le  bénéfice  de  la 
troisième  année  étant  le  quart  de  ce  reste,  ou  io5  000  francs,  on 
a  pour  le  capital ,  à  la  fin  de  la  troisième  année,  5^5  000  francs. 
Ce  dernier  capital  surpasse  la  mise  sociale  de  1 5o  000  francs,  ce 
qui  fotme  un  bénéfice  de  4^  pour  100,  comme  l'exige  l'énoncé. 

82.  3®  Problème.  —  Deux  vases  de  la  même  capacité  ont 
èlé  remplis  ai^ec  des  mélanges  formés  de  deux  liquides  A  etB. 
Le  premier  mélange  est  formé  de  60  parties  de  A  et  de  4o  par- 
fies  de  B.  Le  second  mélange  est  formé  de  20  parties  de  A  et 
de  80  parties  de  B.  On  propose  de pait&ger  le  liquide  contenu 
dans  chaque  vase  en  deux  parties  y  de  telle  sorte  que  l'une 
des  parties  du  premier  liquide  et  l'une  des  parties  du  second 

4- 
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puissent  former  un  mélange  qui  contienne  des  quantités 
égales  de  h  et  de  ^'^  et  que  les  parties  restantes  puissent 
former  un  autre  mélange ,  dans  lequel  les  liquides  A  et  B  se 
troui^ent  en  quantités  proportionnelles  aux  nombres  i  et  y. 
(On  suppose  que  les  deux  liquides  A  et  B  peuvent  être  mé- 
langés dans  des  proportions  quelconques  sans  altération  de  vo- 
lume.) 

Désignons  par  xetjr  les  nombres  des  parties  des  mélanges 
donnés,  qu'il  faudra  prendre  pour  former  un  troisième  mé- 
lange qui  contienne  les  liquides  A  et  B  en  quantités  égales. 
Le  nombre  des  parties  restantes  du  premier  mélange  sera 
I  oo  —  X ,  et  le  nombre  des  parties  restantes  du  second  mé- 
lange sera  loo — jr. 

Puisque  le  premier  mélange  est  formé  de  60  parties  de  A 
et  de  4o  parties  de  B ,  les  a:  parties  de  ce  mélange  contiendront 

parties  de  A  et  - —  parties  de  B. 

1 00  *^  1 00  * 

Puisque  le  second  mélange  est  formé  de  20  parties  de  A  et 

de  80  parties  de  B,  les  j*  parties  de  ce  mélange  contiendront 

— ~  parties  de  A  et  — -  parties  de  B. 
100  '^  100  '^ 

Il  en  résulte  que,  dans  le  mélange  formé  en  réunissant  les 

X  parties  du  premier  mélange  donné  et  les  j^  parties  du  second, 

.,  60  a:       10  Y         .      j     .        /iox       80  jr  .       j     r» 

il  V  aura 1 parties  de  A  et 1 parties  de  B. 

•^  100        100  ^  100        100  * 

On  devra  donc  avoir  l'équation 

60  X        20/        ^OJC        80  jr 

-I rr: -| . 

ICO       100       100       100 

On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  qui 
viennent  d'être  faits ,  que ,  pour  que  le  mélange  formé  en  réu- 
nissant les  portions  restaifies  des  mélanges  donnés  soît  tel  que 
Fexige  l'énoncé ,  il  faut  que  Ton  ail  l'équation 

60(100 — x)    20(100 — x)    3    r4o(ioa— ^)    80(100 — yri 

loo  100  7       L        ^^^  ^^^        J 

En  supprimant  dans  la  première  équation  le  dénominateur 
qui  affecte  tous  les  termes,  divisant  ensuite  chaque  terme  par 
20,  et  rassemblant  les  termes  en  x  dans  le  premier  membre  et 


J 
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les  termes  en  y  dans  le  second ,  on  trouve  que  cette  équation 
se  réduit  à  a:  =  3y. 

Pour  réduire  la  seconde  équation,  on  remarque  d'abord  que 
Ton  peut  supprimer  le  dénominateur  loo  qui  affecte  tous  les 
termes  5  en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par  20,  Téqua- 
tion  devient 

3 
3  (100  —  x)-^  ioo--/=:-X  [2(100  — a:)  4-  4(ioo  —  ^)]. 

En  effectuant  les  calculs  indiqués  et  multipliant  les   deux 
membres  par  7,  il  vient 

2800  —  i\x  —  7  j  =  i8oo  —  dx  —  12/. 

Enfin,  en  transposant  les  termes,   réduisant  et  divisant  les 
deux  membres  par  5 ,  on  obtient 

^x  —  yz=.  200 . 

En  remplaçant  dans  cette  équation  x  par  Sj",  on  trouve 
8j=  200,  d'oùj^  =  25  5  et  Ton  en  conclut  x==  yS. 

Ainsi  5  pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème ,  il  fau- 
dra former  un  mélange  de  ^5  p^Trties  du  premier  mélange 
donné  avec  25  parties  du  second ,  et  un  autre  des  25  parties 
restantes  du  premier  mélange  donné  avec  les  7 5  parties  res- 
tantes du  second  *,  ou ,  plus  simplement ,  il  faudra  prendre  les 
trois  quarts  du  premier  mélange  avec  le  quart  du  second ,  et  le 
quart  du  premier  avec  les  trois  quarts  du  second. 

On  vérifie  l'exactitude  de  cette  solution  comme  il  suit  : 

Le  premier  mélange  donné  contenant  60  parties  de  A  et 
4o  parties  de  B ,  les  trois  quarts  de  ce  mélange  contiendront 
45  parties  de  A  et  3o  de  B-,  et  puisque  le  second  mélange  con- 
tient 20  parties  de  A  et  80  parties  de  B,  le  quart  de  ce  mélange 
contiendra  5  parties  de  A  et  20  parties  de  B.  Ces  deui  portions 
ïéunies  contiendront  donc  5o  parties  de  A  et  5o  parties  de  B. 

D'un  autre  côté,  le  quart  du  premier  mélange  contiendra 
i5  parties  de  A  et  10  parties  de  B;  les  trois  quarts  du  second 
mélange  contiendront  i5  parties  de  A  et  60  parties  de  B.  Donc, 
en  réunissant  ces  deux  portions ,  on  obtiendra  un  mélange  qui 
contiendra  3o  parties  de  A  et  70  parties  de  B.  Les  quantités 
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des  liquides  A  et  B  dans  ce  mélange  seront  donc  proportion- 
nelles aux  nombres  3  et  7. 

83.  4**  Problème.  —  Trois  joueurs  sont  contenus  quà 
chaque  partie  le  perdant  doublera  F  argent  des  deux  autres. 
Après  trois  parties  y  chacun  des  joueurs  en  ayant  perdu  une^ 
êe  retire  ai^ec  mo  francs.  On  demande  la  somme  que  chaque 
joueur  a\^ait  en  se  mettant  au  jeu. 

Soient  X  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  i'^*'  partie, 
y  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  2^  partie,  z  la  somme 
qu  avait  le  joueur  qui  perd  la  3®  partie. 

Après  la  première  partie,  le  i*^^  joueur  ax  — y  —  z^  le  a*' a 
2j^,  et  le  3*  a  iz. 

Après  la  deuxième  partie,  le  1*^  joueur  a  20:  —  7.y  —  2  z  5  le 
2*  a  iy  —  2  2  —  [x  — y  —  xj ) ,  ce  qui  se  réduit  à  3y  —  z  —  x\ 
le  3®  a  4^- 

Après  la  troisième  partie,  le  i®*^  joueur  a  ^x  —  ^y — /iz\  le 
2®  a  6y — iz — 2^:^  le  3®  a  ^z — (3^ — z — x) — (ix — :>.y — 2 -s), 
ce  qui  se  réduit  k'jz — y  —  x. 

Puisque  chacun  des  joueurs,  après  cette  partie,  a  120  fr. , 
on  doit  avoir 

^Z   —     y  —      X=:I20, 
6j  —  1Z  —  2a?=I20, 

4^  — 4  2  —  4j  =  '^^• 
Le8  deuxmembres  de  la  seconde  équation  sont  divisibles  par  2 , 
et  ceux  de  la  troisième  sont  divisibles  par  4  )  de  sorte  que  ces 
deux  équations  se  réduisent  à 

3  j  —  z  —  a?  =  60 , 

X  —  z  —  ^  ==  3o . 

En  ajoutant  celles-ci,  et  en  ajoutant  aussi  la  dernière  avec 
Téquation  7  z  — y  —  x  =  1 20 ,  on  obtient 

2r—  2z=   90, 
6  3  ^-  2y  =  1 5o , 

ou,  en  divisant  par  2  les  deux  membres  de  chaque  équation , 

y  —  z^  45, 

33— j— 75. 
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On  conclut  de  ces  dernières  équations ,  en  les  ajoutant , 
7z=:  120,  d'où  z  =  60.  La  substitution  de  la  valeur  de  z  dans 
Fëquation^  —  z  =  45  donne  j^  =  io5.  Enfin ,  en  mettant  les 
valeurs  de  z  et  de  y  dans  Téquation  x  —  z  — jr  =  3o ,  on 
trouve  a:  =  1 95 .  Ainsi ,  au  commencement  de  la  première 
partie,  le  premier  joueur  avait  igS  fr. ,  le  deuxième  io5  fr.,  et 
le  troisième  60  fr.  - 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  nombres  satisfont  aux  cou-* 
ditions  de  TénQucé. 

On  peut  résoudre  ce  problème  d'une  manière  plus  simple ^ 
Puisque  la  somme  totale  que  possèdent  les  trois  joueurs  est 
trois  fois  120  fr.,  ou  36o  fr. ,  la  somme  qui  reste  à  chaque 
joueur,  après  la  partie  qu'il  a  perdue,  est  égale  à  celle  qu'il 
avait  au  commencement  de  cette  partie,  diminuée  de  Texcès  de 
36o  fr.  sur  la  même  somme.  Ainsi ,  après  la  première  partie, 
le  1®"^  joueur  a  a:  —  {36o  —  x)  ou  2X  —  36o  ;  le  2*  a  aj^,  et  le 
3*  a  2  2.  Après  la  deuxième  partie,  le  i*"^  joueur  sl  /{x  —  720 5 
le  2®  a  2j^  —  ( 36o  —  2j^)  ou  4y  —  36o  ;  le  3®  a  4  ^«  Après  la 
troisième  partie ,  le  i^^  joueur  a  8  x  —  1 44^ 5  le  2*  a  8y  —  720 5. 
le  3*^  a  4  ^  —  ( 36o  —  4^)  onSz  —  36o.  En  égalant  ces  troi» 
quaniités  à  120,  on  obtient  trois  équations  qui  déterminent 
immédiatement  les  trois  inconnues  x^  jr^  z. 

Enoncés  de  problèmes  à  résoudre. 

I.  Un  père,  interrogé  sur  Vâgc  de  son  fils  y  répond  :  Mon 
âge  est  triple  de  celui  de  ntonfils  ^  il  y  a  dix  ans  il  en  était  & 
quintuple.  Quel  est  T  âge  du  fils?  (Rép,  :  20  ans.) 

n.  Tromper  un  nombre  tel,  que,  si  Tony  ajoute  sa  moitié, 
la  somme  surpasse  60  d'autant  que  le  nombre  lui-même  est 
au-dessous  de  6i ,  (Rép.  :  5o.) 

III.  Partager  "iu  en  deux  parties  telles ,  çue,  si  Ton  div^ise 
Vune  de  ces  parties  par  6 ,  et  Vautre  par  5 ,  on  ail  deux  quo- 
tients dont  la  somme  soit  égale  à  6.  (Les  deux  parties  sont  1 2 
et  20.) 

IV.  Une  pei sonne  a  100  000  francs  :  elle  place  une  partie 
de  cette  somme  à  5  pour  100,  «/  Vautre  à  4  pour  loo-^de  cette 
manière,  elle  a  un  re^^enu  de  4640  francs.  Quelles  sont  les 
deux  parties?  (Bop.  :  64000  francs  et  36ooo  francs.) 
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V.  Un  alliage  d'or  et  d'argent  du  poids  de  loo  grammes ^ 
plongé  dans  l'eau,  ne  pèse  plus  que  93^*", 75.  On  sait  que  la 
perte  de  poids  dans  Veau  est  pour  Vor  o,o52,  et  pour  l^ ar- 
gent 0,099.  Q^c^f^  ^st  la  quantité  d'or  contenue  dans  Val- 
/iag:e?(Rép.:778'ii.) 

VL  Deux  andsontfait  en  commun  une  dépense  de^i  francs. 
Il  manque  au  premier ^  pour  payer  cette  dépense  y  les  \  de  l'ar- 
gent du  second^  et  il  manque  au  second  les  j  de  l'argent 
du  premier.  Combien  ont-ils  chacun?  (Rép.  :  le  premier  a 
4S  francs,  elle  second  54  francs.) 

VII.  Une  personne  possède  un  capital  quelle  fait  ^va- 
loir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui  possède 
loooo  francs  de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  ^valoir  son 
capital  à  i  de  plus  pour  100,  a  un  rey^enu  plus  grand  de 
Soo  francs.  Une  troisième  personne  qui  possède  1 0000  francs 
de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  à  2  déplus 
pour  100^  a  un  rev^enu  plus  grand  de  \5oo  francs.  On  de- 
mande les  biens  des  trois  personnes,  et  à  quel  intérêt  chacune 
d'elles  fait  valoir  son  bien  P  (Rép.  :  la  première  personne  pos- 
sède 3oooo  francs,  qu'elle  fait  valoir  à  4  pour  100.) 

VIII.  Trois  billets  qui  valent  ensemble  !iy  go  francs,  ont 
été  escomptés  au  taux  de  5  pour  100,  Le  premier  esta  7  mois 
d'échéance ,  le  deuxième  à  5  mois,  le  troisième  à  4  mois.  On 
a  perdu  sur  le  premier  autant  que  sur  les  deux  autres,  et  sw 
le  deuxième  1  franc  de  moins  que  le  tiers  de  ce  qu'on  a  perdu 
sur  les  deux  autres.  Déterminer  la  valeur  de  chaque  billet, 
(Rëp.  :  la  valeur  du  i®'  billet  est  1080  francs;  celle  du  2®, 
720  francs;  et  celle  du  3®,  990  francs.) 

IX.  On  a  trois  lingots  du  poids  de  4oo  grammes  chacun; 
le  premier  est  composé  de  3oo  grammes  d^argent,  25  de 
cuiure  et  yS  d'étain;  le  deuxième  contient  25  grammes  d'ar- 
gent, 3oo  de  cuivre  et  75  d'étain;  enfin,  le  troisième  est 
formé  de  Z^^o  grammes  de  cuiv^re  et  5o  d^étain.  On  demande 
quelle  portion  il  faut  prendre  de  chacun  de  ces  lingots,  pour 
en  former  un  quatrième  qui  contienne  100  grammes  d'argent, 
125  de  cuiv^re  et  y 5  d'étain,  (Rép.  :  il  faut  prendre  les  ■—-  du 
premier  lingot ,  les  -^  du  deuxième ,  et  zéro  du  troisième.) 

X.  Un  nombre  est  formé  de  quatre  chiffres  dont  la  somme 


CHAPITRE  DEUXIÈME.  57 

est  11  :  le  chiffre  des  dizaines  est  égal  à  la  somme  des  chères 
des  centaines  et  des  mille  ^  celui  des  mille  est  égal  à  la 
somme  de  ceux  des  centaines  et  des  unités  ^  et  en  retranchant 
de  ce  nombre  1728,  on  obtient  pour  reste  le  nombre  renversé. 
Quel  est  ce  nombre?  (Rép.  :  325 1.) 

Emploi  des  quantités  négatives  dans  les  calculs  et  dans 

les  problèmes. 

84.  Les  explications  que  l'on  trouve  dans  ce  qui  précède, 
au  sujet  de  la  résolution  des  équations  et  des  problèmes ,  ne 
comprennent  pas  l'examen  de  diverses  particularités  qui  se 
rencontrent  fréquemment,  et  dont  nous  devons  maintenant 
nous  occuper. 

Celle  que  nous  considérerons  en  premier  lieu  est  le  cas  où 
l'on  se  trouve  amené  à  des  soustractions  qu'il  n'est  pas  possible 
d'effectuer,  parce  que  le  nombre  qu'il  faudrait  soustraire  est 
plus  grand  que  celui  dont  on  devrait  le  soustraire. 

85.  Pour  reconnaître  comment  on  doit  interpréter  une 
semblable  circonstance,  et  si  l'on  ne  doit  y  voir  que  le  sym- 
ptôme d'une  impossibilité  devant  laquelle  il  faut  s'arrêter,  con- 
sidérons une  équation  du  premier  degré ,  à  une  seule  inconnue, 
qui  ait  été  ramenée  à  la  forme. 

(1)  ax -\' h  =  a!x^h\ 

Si  Ton  a  a  ]>  a'  et  è  <^  i',  on  transportera  le  terme  a'x 
dans  le  premier  membre ,  le  terme  b  dans  le  second ,  et  on  ob- 
tiendra 

(2  x=:.  j. 

a  -^  a 

Si,  au  contraire,  a  <^  a'et  t  ]>  i',  on  trouvera  en  transposant 
les  termes  autrement , 

(3)  .=  *-*' 


a'  —  a 


Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  mettra  des  nombres  à  la  place  des 
lettres  dans  l'une  des  formules  (2)  et  (3) ,  si  les  deux  soustrac- 
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lions  indiquées  sont  impossibles,  on  devra  les  effectuer  toutes 
deux  en  sens  contraire. 

86.  Lorsque  a^a'  et  b^b'^  Téquation  (i)  exprime  une 
condition  impossible.  En  représentant  par  c  la  différence 
a  —  a',  cette  équation  revient  à 

(4)  ^-4-cx  =  6';     . 

puisque  b^b\   pour  qu'il  n'y  eût  pas  d'impossibilité,  en 
conservant  les  mêmes  nombres  donnés,  il  faudrait  que  Ton  eut 

(5)  b  —  cx=:b\ 

La  solution  serait  alors  x  r=i  —, ,  ou 

c 

(6)  x=    *-*' 


a  — a' 


Remarquons  d'ailleurs  que,  quelle  que  soit  Féqualion  pri- 
mitive qui  aura  conduit  par  les  réductions  à  l'équation  (4)  9  ^' 
suffira  pour  qu'elle  devienne  l'équation  (  5  ) ,  que  l'on  y  prenne 
avec  des  signes  contraires  tous  les  termes  qui  contiendront 
l'inconnue  x-^  c'est-à-dire  que  ceux  qui  seront  ajoutés  soient 
au  contraire  soustraits,  et  ceux  qui  seront  soustraits  soient 
ajoutés.  Car,  en  transposant  les  termes  de  la  même  manière 
qu'on  l'avait  fait  pour  l'équation  primitive,  les  changements 
de  H-  en  —  et  de  — en  -h  se  transmettront  dans  toutes  les  équa- 
tions successives  jusqu'à  la  dernière. 

87.  Beaucoup  de  questions  présentent  des  cas  qui  se  tradui- 
sent par  des  équations  différentes  seulement  par  les  signes  de 
tous  les  termes  qui  contiennent  l'inconnue. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  demande  de  quel  nombre 
il  faut  altérer  à  la  fois,  et  dans  le  même  sens,  les  deux  termes 

d'une  fraction  donnée  y^  pour  qu'elle  devienne  égale  à  une 


autre  fraction  donnée  —  •  Dans  le  cas  d'une  augmentation  des 

deux  termes ,  l'équation  sera 

/    .  a  -\-  X        m 
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ei  dans  le  cas  d'une  diminution ,  elle  sera 

(8  T --• 

'  0  —  X         n 

Cette  question  comprend  plusieurs  problèmes  différents.  Si  ^3 

Ton  donne ,  par  exemple ,  les  âges  a  et  &  de  deux  personnes  à 
une  époque  désignée,  et  qu'on  demande  à  quelle  époque  le 
rapport  de  leurs  âges  a  été  celui  de  deux  nombres  m  et  w ,  l'é- 
quation de  ce  problème  sera  Téquation  (7)  ou  l'équation  (8) , 
suivant  que  l'époque  inconnue  qu'il  s'agira  de  déterminer  sera 
postérieure  ou  antérieure  à  celle  â  laquelle  se  rapporteront  les 
âges  a  et  h. 

Soit  encore  cet  autre  problème  : 

M                   N 
X  O O • • • Y 


A  B  R  C  R' 

Deux  mobiles  M  et  N  se  meuvent  sur  une  ligne  droite  XY, 
avec  des  vitesses  constantes  /w  et  « ,  et  dans  la  même  direction, 
de  X  en  Y.  Lorsque  le  mobile  M  est  en  A ,  à  une  distance 
connue  a  du  point  C ,  le  mobile  N  est  en  B ,  â  une  autre  dis- 
tance connue  h  du  même  point  C  ;  à  quelle  distance  de  ce  point 
C  les  deux  mobiles  se  rencontrent-ils? 

Si  les  deux  mobiles  ne  commencent  à  se  mouvoir  qu'à  par- 
tir des  points  A  et  B,  ils  ne  pourront  se  rencontrer  que  dans 
le  cas  où  l'on  aura  ni^n.  Mais,  avec  cette  condition,  la  ren- 
contre pourra  avoir  lieu  avant  qu'ils  aient  atteint  le  point  C , 
ou  après  qu'ils  auront  passé  par  ce  point.  Si  le  point  de  ren- 
contre est  R,  entre  B  et  C,  en  représentant  la  distance  CR 
par  jc,  les  distances  AR  et  BR  seront  a  — x  et  b  —  x\  et 
puisqu'elles  auront  été  parcourues  dans  le  même  temps ,  leur 
rapport  devra  être  égal  à  celui  des  vitesses  m  et  n  5  ce  qui  con- 
duira à  l'équation  (8).  Si  le  point  de  i^ncontre  est  R',  au  delà 
de  C,  la  distance  CR'  étant  représentée  par  x^  les  distances 
AR'  et  BR'  seront  a  -f-  x  et  è  H-  j;,  et  on  aura  à  résoudre  l'é- 
quation (7). 

88.  Les  considérations  que  nous  venons  d'indiquer  ont 
fait  adopter  des  conventions  qui  sont  devenues  l'un  des  points 
fondamentaux  de  l'algèbre. 
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Quand  on  est  conduit  à  une  soustraction  qui  ne  peut  être 
effectuée  f  parce  que  le  nombre  que  Von  doit  sous  traire,  est 
plus  grand  que  celui  dont  il  faut  le  soustraire,  on  retranche 
le  plus  petit  nombre  du  plus  grand ,  et  on  met  déviant  le  reste 
le  signe  — .  Ainsi,  dans  le  cas  où  il  faudrait  soustraire  i6  de 
lo,  au  lieu  de  dire  que  l'opération  est  impossible,  on  dit  que 
le  reste  est  —  6. 

Un  nombre  ainsi  précédé  du  signe  —  est  dit  une  quantité 
soustractii^e,  ou  négativ^e.  Par  opposition ,  les  nombres  qui  ne 
sont  précédés  d'aucun  signe  sont  regardés  comme  précédés  du 
signe  -h,  et  ils  sont  appelés  quantités  additives ,  ow, positives, 

La  valeur  absolue  d'une  quantité  négative  est  le  nombre 
dont  elle  est  formée ,  abstraction  faite  du  signe  —  qui  le 
précède. 

89.  En  résolvant  l'équation  (7),  on  trouve 

.    .  na  —  mb 

(9)  ^^ 


m  —  n 


Si  l'on  a  m  ^/i  et  mb^na^  le  dénominateur  m  —  n  est  posi- 
tif; la  différence  na  —  mb  est  négative ,  et  sa  valeur  absolu^ 
est  mb  —  na.  Nommons  c  le  quotient  de  la  division  de  ce 
nombre  mb  —  na  par  m  —  n]  la  valeur  x  =  c  sera  celle 
que  l'on  tirerait  de  l'équation  (8).  On  dît,  dans  ce  cas  ,  que 
l'équation  (7)  est  vérifiée  par  x  =  —  c. 

De  même,  quand  l'équation  (7)  a  la  solution  positive 
or  =  c ,  on  dit  que  l'équation  (8)  est  vérifiée  par  x  =  —  c. 

90.  Puisque  la  solution  négative  x  =  c  change  la  somme 
a-h  X  en  a  —  c ,  et  la  différence  a  —  a:  en  a  +  ^  ^  on  établit 
donc  que  L'on  ajoute  une  quantité  négative  en  retranchant 
sa  valeur  absolue  ;  et  on  soustrait  une  quantité  négative  en 
ajoutant  sa  valeur  absolue, 

91.  On  ajoute  deux  quantités  négatives  en  faisant  la 
somme  de  leurs  valeurs  absolues ,  et  mettant  devant  elle  le 
signe  — .  Ainsi  la  somme  des  quantités  —  5  et  —  3  est  —  8. 
Pour  l'addition  d'un  plus  grand  nombre  de  quantités ,  les  unes 
positives  et  d'autres  négatives,  on  opère  de  la  même  manière 
que  pour  la  réduction  des  termes  semblables  (n^  19). 
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92.  L'addilîon ,  telle  qu'elle  vient  d'être  définie ,  n'est  plus 
accompagnée  de  l'idée  d'augmentation ,  et  elle  peut  donner  un 
résultat  dont  la  valeur  absolue  soit  moindre  que  celle  de  cha- 
cune des  parties  avec  lesquelles  il  est  formé.  Ce  résultat  con-^ 
serve  cependant  toujours  le  nom  de  somme  ^  seulement  on 
ajoute  quelquefois,  pour  mieux  prévenir  toute  méprise,  la 
qualification  à^algébnçucy  opposée  à  celle  d'arithmétique  ^  la 
somme  arithmétique  étant  celle  pour  laquelle  on  ne  considère 
que  les  valeurs  absolues ,  tandis  que  la  somme  algébrique  est 
celle  que  l'on  forme  en  tenant  compte  des  signes  des  quan- 
tités. 

Quant  à  ce  qui  a  été  dit  à  Pégard  de  la  soustraction ,  il  n'en 
résulte  aucun  changement  de  la  signification  que  cette  opéra- 
tion a  reçue  dans  l'arithmétique^  car  lorsqu'on  a  soustrait 

—  c  de  « ,  si  l'on  ajoute  —  c  au  reste  a-hCj  on  retrouve  a. 
Généralement ,  pour  que  le  reste  soit  tel,  qu'en  lui  ajoutant  la 
quantité  qui  a  été  soustraite  on  retrouve  celle  dont  on  a  sous- 
trait, il  faut  que  la  soustraction  s'effectue  «n  ajoutant  la 
quantité  qu'on  doit  soustraire,  prise  avec  le  signe  contraire  à 
celui  qu'elle  a  5  il  suit  de  là  que  la  règle  du  n°  90  n'a  le  carac- 
tère d'une  définition  arbitraire  que  pour  l'addition  seulement. 

93.  On  établit  la  définition  de  la  multiplication,  relative- 
mentaux  signes  des  quantités,  par  la  considération  suivante. 

Lorsque  a,  6,  e,  ^f,  désignent  des  nombres  positifs,  on  a 

{a -h  b)  (c-hd)  =  ac-h  be-^-ad-^bd; 

et  si,  en  outre,  a^b,  c^d^ 

(a'-b)  [c  —  d)  =.^c  —  bc  —  ad -h  bd. 

On  voit  dans  ces  égalités,  que,  lorsque  4- i  est  changé  en 

—  i,  et  -+- d  en  — dj  ou  autrement ,  lorsque  b  et  d  devien- 
nent des  quantités  négatives  —  i  et  —  rf,  les  produits  ■+•  bc 
et  -i- ad  deviennent  — bc  et  — ad,  et  le  produit  -+- ftc?  ne 
change  pas.  On  conclut  de  là  qu! Il  faut  suiurepour  le  produit 
de  deux  facteurs  monômes,  l'un  positif  et  r  autre  négatifs  ou 
tous  deux  négatifs  ,  les  mêmes  règles  que  pour  les  signes  fies 
termes  dans  la  multiplication  des  polynômes  (n?  31). 
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94.  La  division  est  toujours  caractérisée  par  la  condition 
que  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  soit  égal  au  divi- 
dende; et  il  s'ensuit  quj4  regard  des  signes  y  les  règles  sont 
les  mêmes  que  pour  ceux  des  termes  dans  la  dmsion  des  po* 
Ij nomes  (n^  42). 

« 

95.  La  définition  de  la  multiplication  pour  les  cas  de 
r arithmétique  est  applicable  à  tous  ceux  dans  lesquels  le 
multiplicateur  est  positif^  el  elle  pourrait  servir  à  les  expli- 
quer. Selon  cette  définition  ,  si  l'on  a ,  par  exemple ,  à  multi- 
plier —  4  P*^'"  3,  le  produit  doit  être  la  somme  de  3  quantités 
égales  à  — 4*?  ^1  ^st  donc  —  12.  Si  le  multiplicateur  est  frac- 

tionnaire,  par  exemple  —  4  à  multiplier  par  -r  t  le  produit  doit 
être  les  x  de  —  4;  or  le  tiers  de  —  4  ^st  —  v  puisque  —  ^ 

multiplié  par  3  donne  —  4  5 1^  produit  demandé  est  donc  —  ^« 

Mais,  lorsque  le  multiplicateur  est  négatif,  la  signification  de 
l'opération  ne  résidte  plus  que  de  la  définition  qui  est  consti- 
tuée par  la  règle  du  n°  93 ,  et  à  laquelle  on  est  amené  comme 
nous  l'avons  expliqué. 

96.  Quand  on  retranche  successivement  d'un  nombre  tel 
que  10,  par  exemple,  des  nombres  de  plus  en  plus  grands 
I,  2,  3,4î  •••5  10,  on  obtient  des  restes  de  plus  en  plus  pe- 
tits ,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  nul  \  et  en  conti- 
nuant à  soustraire  des  nombres  croissants  11,  12,  i3,  etc., 
on  produit  les  quantités  négatives  —  i ,  —  2,  — 3,  etc.  En  con- 
séquence de  cela,  On  regarde  les  quantités  négati\^es  comme 
plus  petites  que  zéro,  et  comme  étant  d^ autant  plus  petites ^ 
que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus  grandes.  On  a  ainsi ,  par 
exemple , 

—  3<[o,   — 4<C — 3,     ou  bien     o]> — 3,  — 3>  — 4- 

97.  La  signification  des  valeurs  négatives  des  inconnues 
dans  les  problèmes  est  indiquée  par  les  explications  qui  ont 
été  données  pour  faire  comprendre  comment  on  a  été  conduit 
aux  quantités  négatives  (n""  86  et  87).  Quand  on  a  obtenu  pour 
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une  inconnue  x  une  valeur  négative  —  a,  on  remplace  x  par 
—  X  dans  Féqualion  qui  est  la  traduction  immédiate  de  la 
question,  ce  qui  revient,  pour  les  équations  du  premier  de- 
gré, à  changer  les  signes  de  tous  les  termes  qui  contiennent 
l'inconnue  JC;  on  a  ainsi  une  nouvelle  équation  qui  est  vérifiée 
par  la  valeur  positive  x  =  a.  On  compare  cette  nouvelle  équa- 
tion avec  l'énoncé ,  afin  de  reconnaître  sMl  est  possible  de  les 
faire  accorder  en  modifiant  quelques-unes  des  conditions,  ou 
en  changeant  les  suppositions  que  Ton  a  adoptées  à  l'égard 
de  celles  qui  pouvaient  être  diversement  interprétées,  sans 
changer  les  valeurs  des  données.  Lorsque  cet  accord  peut  être 
établi,  il  corrige  ce  qu'il  y  avait  d'inexact  dans  l'énoncé  ou 
dans  les  suppositions  •,  et  le  problème,  ainsi  rectifié,  adniet  une 
solution  positive,  égale  en  valeur  absolue  à  celle  qu'on  avait 
trouvée. 

Quand  l'énoncé  du  problème  ne  peut  être  rendu  compatible 
avec  la  nouvelle  équation  par  aucune  modification  ou  inter- 
prétation, la  valeur  négative  n'a  d'autre  effet  que  d'annoncer 
1  impossibilité. 

98.  Le  problème  suivant  dans  lequel  il  y  a  deux  inconnues, 
est  placé  ici  comme  exemple  de  l'interprétation  des  solutions 
négatives. 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  d^étoffc  pour  une  certaine 
somme  :  si  Pon  aidait  payé  le  mètre  i  franc  de  plus ,  en  pre- 
nant 3  mètres  de  moins  ^  on  aurait  dépensé  ^francs  de  plus  ^ 
et  si  Von  auait  payé  le  mètre  a  francs  de  moins,  en  prenant 
^mètres  de  plus^  on  aurait  dépensé  25  francs  de  moins. 
Combien  a-t^on  acheté  de  mètres,  et  quel  était  le  prix  du 
mètre  ? 

Nommons  x  le  nombre  de  mètres  que  l'on  a  achetés^  etj  le 
prix  du  mètre  ;  les  équations  du  problème  seront 

{«o)  .   (x  — 3)  (j4-i)  =  xj-+-8, 

(n)  (x  -f-5)  (/  — 2)  =  x/—  25. 

Eu  développant  les  calculs  indiqués,  et  retranchant  dan» 
chaque  équation  le  terme  xy  commun  aux  deux  membres,  on 
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obtient  les  suivantes  : 

X  —  3^=11,      5/ — 2a:=  —  i5. 

En  résolvant ,  on  trouve  y  =  —  y,a:=  —  lo. 

Pour  interpréter  ces  valeurs ,  remplaçons  dans  les  équa- 
tions (lo)  et  (ii),aîpar  —  a:,et^par — y\  il  vient  ainsi 

Comme  on  n'altère  pas  le  produit  de  deux  facteurs  quand  on 
change  leurs  signes,  les  équations  (la)  et  (i3)  sont  les  mêmes 
que  celles-ci  : 

(^•4-  3)Cr--  l)  =  Xj+8,      (x  — 5)(j-f-  !i)  rrxj—  25. 

On  voit  par  là  que  le  problème  proposé  serait  résolu  par  les 
valeurs  positives  a:  =  lo,  j^=  7,  si  l'on  modifiait  Ténoncé  de 
la  manière  suivante  : 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  (T étoffe  pour  un  certain  prix: 
si  l'on  aidait  payé  le  mètre  i  franc  de  moins ^  en  prenant 
3  mètres  de  plus ,  on  aurait  dépensé  8  francs  de  plus^  et  si 
Von  auaitpajré  le  mètre  2  francs  de  plus ^  en  prenant  5  mètres 
de  moins  ^  on  aurait  dépensé  25  francs  de  moins.  Combien 
a-t'On  acheté  de  mètres ,  et  quel  était  le  prix  du  mètre? 

Les  nombres  donnés  sont  les  mêmes  dans  cet  énoncé  que 
dans  le  précédent  5  seulement  on  prend  quelques-uns  de  ces 
nombres  dans  une  acception  opposée  à  celle  qu'ils  avaient  d'a- 
bord ,  en  regardant  comme  des  diminutions ,  par  rapport  aux 
nombres  cherchés ,  ceux  qui  exprimaient  des  augmentations , 
et  vice  versd. 

99.  On  se  sert  des  quantités  négatives  pour  les  données  des 
problèmes  toutes  les  fois  que  ces  données  sont  des  grandeurs 
qui  doivent  être  comptées  à  partir  d'une  origine  commune,  les 
unes  dans  un  sens,  les  autres  dans  le  sens  opposé  ;  comme  les 
intervalles  de  temps  comptés  à  partir  d'une  époque  fixe,  et  qui 
se  rapportent  à  des  époques,  les  unes  postérieures,  les  autres 
antérieures  à  cette  origine^  ou  encore,  les  distances  comptées 
sur  une  ligne,  à  partir  d'un  point  fixe,  et  d'un  c6té  et  de  l'autre 
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de  ce  point.  Ces  sortes  d'oppositions  se  représentent  générale- 
ment dans  les  équations  et  dans  les  formules  par  des  opposi^ 
tiens  de  signes,  qui  se  trouvent  exprimées  en  convenant  que 
les  grandeurs  dont  il  s^agit  seront  représentées  par  des  nom- 
bres précédés  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  c'est-à-dire  qu'elles 
seront  positives  ou  négatives,  suivant  le  sens  dans  lequel  elles 
seront  comptées.  On  parvient  ainsi  à  renfermer  dans  une  seule 
formule  des  cas  différents  d'un  problème  qui ,  sans  ce  moyen , 
exigeraient  des  formules  différentes. 

100.  En  résumé,  Temploi  des  quantités  négatives  est  un 
moyen  de  généralisation  et  de  simplification.  Les  règles  aux- 
quelles elles  donnent  lieu  ne  sont  que  l'expression  des  chan- 
gements qu'éprouve  le  résultat  d'un  calcul  algébrique,  lorsque 
les  quantités  avec  lesquelles  il  a  été  formé  subissent  des  chan- 
gements qui  consistent  en  ce  que  certains  termes,  d'additifs 
deviennent  soustractifs,  ou  de  soustractifs,  additifs-,  et  en  les 
considérant  de  cette  manière,  elles  n'offrent  rien  qui  ne  soit 
parfaitement  saisissable,  et  entièrement  exempt  d'obscurité. 

101 .  Si ,  au  lieu  de  la  question  qui  conduit  à  Téquation  (7) 
(n°  87),iOn  se  proposait  la  suivante  :  Trousser  un  nombre  tel, 
quen  le  diminuant  de  deux  nombres  donnés  a  et  b,  on  ob^ 
tienne  deux  restes  dont  le  rapport  soit  celui  des  nombres  m 

et  n^  on  aurait  l'équation 

X  —  a        m 


X 


^h        n 


On  pourrait  appliquer  à  cette  équation  la  formule  (9),  en  y 
remplaçant  a  par  — a  et  i  par  — t,  ce  qui  donnerait 


mh  —  na 

X  = 

m  —  n 


Cet  exemple  se  rapporte  à  ce  qui  a  été  dit  d'une  manière  gé- 
nérale dans  les  deux  derniers  articles. 
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Cas  d' impossibilUé  et  d'indétermination  des  équations 

du  premier  degré. 

102.  ConsidéroDS  Tëquation 

,  ,                â(adp-+-i)        ^       34:-f-2        2(3jp  —  i) 
(i)  — ^ — 7 5 =  — — = ^• 

En  chassant  les  dénominateurs,  développant  les  calculs   et 
transposant  les  termes,  on  obtient  successivement 

i5(2ar  4-  i)—  loo  ^ —  2(3x-f-  a)  =  8(3^ —  i), 
3o a:  H-  i5  —  loo  —  &x  —  4  =  ^4-^  —  ^? 
3oa?  —  &x  —  24«iC  =  lOO  -1-4  —  i5  —  8, 

0  =  81. 

On  reconnaît  par  ces  opérations  qu'il  n'existe  aucune  valeur 
de  X  qui  vérifie  l'équation,  puisque,  si  elle  était  vérifiée,  on 
en  conclurait  o  =  81,  ce  qui  est  absurde. 

On  parviendrait  à  la  même  conclusion  sans  transposer  les 
termes,  en  efiec tuant  les  calculs  indiqués  dans  chaque  membre. 
Il  vient  alors 

&x       3       ^       3a:        2  &x       2 

4        4  îo        îo        5        S  ' 

et  en  réduisant  le  premier  membre, 

6         89_6         2 
20       5  5 

Sous  cette  forme,  il  est  manifeste  que  Fégalité  des  deux  mem- 
bres ne  peut  être  établie  par  aucune  valeur  de  x. 

103.  Prenons  actuellement  Téquation 

,    .  3(2a:H-i)       5a?-f-3       x  4- i  T 

^   '  4  6  3  12 

Elle  dontie 

18a:  -F9  —  IOJ7  —  6-f-4'!P-f-4  =  i2^  +  7> 
l8x  —  loa?  -I-  ^x  —  120:=  7  -t-6  —  9  —  4> 

0  =  0. 


*IC 
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L^dentilé  0  =  0  fait  connaître  que  l'équation  proposée  est 
vérifiée  par  toute  valeur  de  x^  et  c'est,  en  effet,  ce  que  l'on 
voit  d'une  manière  plus  directe,  en  effectuant  les  calculs  in- 
diqués dans  le  premier  membre^  car  on  trouve  ainsi,  après 

la  réduction ,  jc  +  ~  ;  de  sorte  que  l'équation  est  une  éga- 
lité. 


f      I 

9. 


:.. 


1 

II 

il 


104.  Lorsqu'une  équation  ne  peut  être  vérifiée  par  aucune 
valeur  de  l'inconnue,  on  dit  qu'elle  est  impossible ^  et  quand 
elle  est  vérifiée  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  prenne  pour 
l'inconnue,  on  dit  qu'elle  est  indéterminée.  Ainsi  réquation(i) 
est  impossible,  et  l'équation  (2)  est  indéterminée;  on  dit  aussi 
que  la  dernière  est  identique.  [ 

105.  Soient  les  deux  équations 

(3j  121a:  —  i43j^  =  i3o, 

(4)  167  X  — -  221  /  =  340.  1 

En  multipliant  la  première  par  187  et  la  seconde  par  lai,  on 
trouve 

22627  ^  —  2674 1 X  =  ^4^'^  ) 

22627X  —  26741^  ==  4* '4^" 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  les  mêmes, 
tandis  que  les  seconds  membres  sont  des  quantités  connues 
inégales,  il  n'existe  point  de  nombres  qui ,  mis  à  la  place  de  x 
et  de  /,  puissent  vérifier  simuitanémecil;  ces  deux  équations  ; 
par  conséquent,  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  n'admet 
pas  de  solution. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  quecbacune  des  équations  prise 
séparément  est  possible ,  et  peut  être  vérifiée  d'une  infinité 
de  manières  ;  seulement  il  n'y  a  aucune  solution  qui  con- 
vienne à  la  fols  aux  deux  équations.  On  dit,  par  celte  raison, 
que  les  deux  équations  sont  incompatibles  ou  qu'elles  sont 
contradictoires.  On  dit  aussi  que  le  système  de  ces  équations 
est  impossible. 

Si ,  au  lieu  d'effectuer  l'élimination  de  x  par  réduction ,  on 
pretïd  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation  pour  Ja  substi- 

5. 
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tuer  dans  la  seconde,  on  trouve 

i3o  4-  i43j 


121  ' 


et  la  seconde  équation  devient 

Q         i3oH-  i43/  5, 

'  X Fïi^  ""  221  j=  340; 

d'où 

187  X  i3o-h  187  X  143^—  121  X  221^  =  340 X  121. 

En  transposant  les  termes  et  effectuant  les  calculs,  on  ob- 
tient 

26741/  —  26741/  =  4ï'4o  —  24310, 
o  =  i683o. 

De  cette  manière,  l'impossibilité  de  vérifier  le  système  pro- 
posé se  manifeste  par  une  équation  absurde,  comme  dans 
l'exemple  du  n^  102.  On  parviendrait  aussi  à  la  condition  ab- 
surde o  =  i683o,  si  l'on  retranchait  l'une  de  l'autre  les  deux 
équations  qu'on  obtient  en  multipliant  l'équation  (3)  par  187, 
et  l'équation  (4)  par  121, 

106.  On  a  un  exemple  de  deux  équations  dont  le  système 
est  indéterminé,  en  prenant  les  suivantes  : 

121X  — 143/  =  110, 
187X  —  221/  =  170. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  187  et 
ceux  de  la  seconde  par  1 2 1 ,  on  parvient  à  deux  équations  iden- 
tiques, n  suit  de  là  que,  si  l'une  des  équations  proposées  est 
vérifiée,  l'autre  le  sera  pareillement.  Par  conséquent,  l'en- 
semble des  deux  équations  peut  seulement  servir  à  faire  con- 
naître la  valeur  de  l'une  des  inconnues  x  et  j^,  après  que  l'on  a 
attribué  une  valeur  arbitraire  à  l'autre. 

Si ,  au  lieu  d'eflfectuer  l'élimination  de  x  par  réduction,  on 
tire  la  valeur  de  x  de  la  première  équation  et  qu'on  la  substi- 
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tue  dans  la  seconde,  on  trouve 

187  X  -^-^  —  a2ij  =  170, 

187  X  i43j  —  121  X22ij  =  i7oX  121  —  iioX  187, 
2674'/  —  2674  ij^  =  20670  —  20670, 

0  =  0. 

De  cette  manière,  T indétermination  du  système  proposé  s'an- 
nonce par  l'identité  0  =  0,  comme  dans  l'exemple  du  n®  103. 

107.  Considérons  les  trois  équations 

(5)  2X -\- X  — 8z  =  io, 

(6)  3x  —  2j^-h5z  =  i4, 

(7)  8x— 3jH-2z  =  35. 

En  éliminant  y  entre  la  première  et  chacune   des  deux 
autres,  on  obtient 

74: —  113=34,       14'^?  —  22«  =  65. 

Ces  équations  sont  incompatibles,  car  le  premier  membre  de 
la  seconde  est  le  double  de  jx  —  1 1  z,  et  le  second  membre.65 
est  différent  du  double  de  34.  D  suit  de  là  que  le  système* 
proposé  n'admet  aucune  solution. 

Dans  cet  exemple,  les  équations  prises  deux  à  deux  ne  sont 
pas  incompatibles  et  elles  admettent  une  infinité  de  solutions 
communes  -,  mais  l'une  d'elles  est  incompatible  avec  le  système 
des  deux  autres.  Cette  incompatibilité  résulte  de  ce  que  le  pre^ 
mier  membre  de  l'équation  (7)  est  la  somme  du  premier  mem- 
bre de  l'équation  (5)  et  de  deux  fois  le  premier  membre  de 
l'équation  (6),  tandis  que  le  second  membre  de  l'équation  (7) 
n'est  pas  égal  à  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  au  second 
membre  de  l'équation  (5)  le  double  du  second  membre  de 
l'équation  (6). 

108.  Prenons  les  équations 

2x -^  y  — 8z=rio, 

3jc  —  2JH-52  =  i4? 
Sx  —  3/  H-  2«  =  38. 
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En  ëliminaDt  y  entre  la  première  équation  et  chacune  des 
deux  autres,  on  trouve 

7^  —  IIZ=:34j       14-^  —  22  z  =  68. 

Ces  deux  équations  sont  identiques  ;  car  les  deux  membres  de 
la  seconde  sont  ceux  de  la  première  multipliés  par  2.  Il  suit 
de  là  que  le  système  proposé  admet  une  infinité  de  solutions. 
Pour  obtenir  une  de  ces  solutions,  il  faudra  donner  une  valeur 
arbitraire  à  l'une  des  incotinues.  Si  Ton  choisit  arbitrairement 
la  valeur  de-^,  par  exemple,  l'équation  yx —  11  z  =  34  fera 
connaître  la  valeur  correspondante  de  a:,  et  la  valeur  de  j*  se 
tirera  ensuite  de  l'une  des  équations  proposées.  On  peut  aussi 
exprimer  deux  des  inconnues  en  fonction  de  la  troisième.  L'é- 
quation yx —  nz  =  34  donne 

34  -+-I  12 

^--^ 5 

7 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  l'équation 
2X  +^-^  8^  =  10,  on  trouve 

2  H-  34« 

^  =  — r^' 

7 

Au  moyen  de  ces  deux  formules,  on  obtient  immédiatement 
les  valeurs  de  a:  et  de  j^  quand  on  a  attribué  k  z  une  valeur 
arbitraire, 

L^indétermination  des  valeurs  des  inconnues  pour  les  équa- 
tions proposées,  vient  de  ce  que  l'on  obtient  la  troisième  équa- 
tion en  ajoutant  respectivement  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière à  ceux  d«  la  seconde  multipliés  par  2,  de  sorte  que 
chacune  des  équations  est  une  conséquence  des  deux  autres, 

109.  Soient  encore  les  trois  équations 

Zx  —  ly  4-  5z  =  i4> 
6a:  —  ^y  —  33  =  i5, 
9JP  — :  6jr  —  7  z  =  20. 

En  éliminant  y  entre  la  première  équation  et  chacune  des 
deux  autres,  on  obtient  les  deux  équations  1 3  ^=  i3,  22z==22,^ 


V 


CHAPITRE  DEUXIÈME.  71 

qui  donnent  l'une  et  Tautre  z=  i.  Pour  satisfaire  aux  ëqua- 
tious  proposées ,  on  pourra  joindre  à  la  valeur  2  =  1  une 
valeur  arbitraire  de  l'une  des  inconnues  xety\  et  Ton  ob- 
lieudra  la  valeur  de  Tautre  inconnue  au  moyen  de  Tune  des 
équations  qui  se  réduisent  toutes  trois,  lorsc[u'on  y  fait  «  =:  i , 
à  3j: —  2^  =  9. 

HO.  Prenons  pour  dernier  exemple  les  quatre  équations 

3x  —  2/  4-  5«  =  8, 

2x  —  ^  4-    <  =  3, 

5z  —    X  —  2^  =  2, 

loz  —  X  —  3^  =  5. 

En  éliminant  y  entre  la  première  équation  et  la  deuxième, 
on  obtient  pour  résultat  la  troisième  équation.  Il  suit  de  là 
que  le  système  proposé  n'offre,  en  réalité,  que  trois  équations  ^ 
dislinctes,  savoir: 

2X — ^-f-f=3,         Sz  —  X —  2/=2,        lOZ  — X — 3^=5. 

En  éliminant  y  entre  les  deux  équations  2X  — y  -h  t=zi 
et  10  2 — X  —  3£  =  5,  on  obtient  10 z — 2.r  —  4^=^)  et 
cette  équation  est  incompatible  avec  5r  —  x  —  2ti=2.  Le 
système  proposé  est  donc  impossible. 

m.  Suivant  ces  exemples,  lorsqu'on  a  un  système  de tt» 
équations  du  premier  degré  entre  m  inconnues  (m  désignant 
un  nombre  entier  quelconque),  il  y  a  trois  cas  possibles  ; 

Ou  bien  le  système  proposé  peut  être  transformé  par  l'éli- 
mination successive  des  inconnues  en  une  suite  d'autres  équi- 
valents, jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  système  tel,  que  la 
dernière  équation  fournisse  la  valeur  d'une  inconnue,  et  que 
les  autres  équations ,  en  remontant  de  la  dernière  à  la  pre- 
mière, déterminent  successivement  les  valeurs  des  autres  in- 
connues. Dans  ce  cas,  on  obtient  une  solution,  et  l'on  n'en 
obtient  qu'une  seule. 

Ou  bien  on  parvient ,  dans  le  cours  des  calculs,  à  une  condi- 
tion absurde,  ou  à  des  équations  manifestement  contradic- 
toires. Dans  ce  cas,  le  système  proposé  est  impossible. 
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Ou  bien  enfin  on  parvient  à  des  équations  qui  ne  sont  que 
des  identités,  ou  à  un  système  dans  lequel  plusieurs  équations 
expriment  des  conditions  identiques.  Dans  ce  cas ,  les  équa- 
tions peuvent  seulement  servir  à  exprimer  une  partie  des  in- 
connues en  fonction  des  autres,  et  les  valeurs  de  celles-ci  sont 
entièrement  indéterminées.  Quelques-unes  des  inconnues  peu- 
vent ^tre  déterminées,  comme  dans  l'exemple  du  n®  109.  Les 
équations  peuvent  aussi  être  incompatibles,  comme  dans  le 
dernier  exemple  (n°  110). 

112.  Les  circonstances  sont  les  mêmes,  pour  l'indétermina- 
tion ou  pour  Fimpossibilité,  lorsqu'on  a,  à  priori  y  moins  d'é- 
quations que  d'inconnues. 

Quand  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que  celui 
des  inconnues,  on  peut  trouver  les  valeurs  de  toutes  les  in- 
connues avec  une  partie  seulement  des  équations  \  et  si  ces  va- 
leurs ne  vérifient  pas  toutes  les  autres  équations,  le  système 
est  impossible. 
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CHAPITRE  TROISIEME. 

RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DU    PREMIER    DEGRÉ. 
DISCUSSION   DES  FORMULES.    EXPRESSIONS   INFINIES  ET   INDÉ- 
TERMINÉES.   PRINCIPES    SUR    LES    INÉGALITÉS. 


Résolution  des  équations  générales  du  premier  degré.  — 

Loi  des  valeurs  des  inconnues, 

113.  On  nomme  équations  générales  du  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues,  celles  dans  lesquelles  les  coefficients  des 
inconnues  et  les  quantités  connues  sont  représentés  par  des 
lettres.  Pour  éviter  la  confusion  qui  résulterait  d'un  trop 
grand  nombre  de  lettres  différentes,  on  emploie  des  lettres  af- 
fectées d'un  ou  de  plusieurs  accents.  Ainsi ,  le  coefficient 
d'une  inconnue  dans  l'une  des  équations  étant  représenté  par 
la  lettre  a ,  on  représente  les  coefficients  de  la  même  inconnue, 
dans  les  autres  équations,  par  les  lettres  accentuées  a\  a'\ 
d"^  etc.,  qu'on  prononce  a  prime,  a  seconde  y  a  tierce ,  etc. 

114.  Soient  les  deux  équations  générales 

(i)  flfj?  -f-  ^/  =  c, 

(2)  a'x+b'y  z=:c'. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  V^ 
ceux  de  la  seconde  par  i,  et  retranchant  ensuite  les  deux  équa- 
tions l'une  de  l'autre,  on  trouve 

(3)  [ab'  ^ba')x  =  cb'-^bc'; 

d'où 

,,,  cb' -^  b(/ 

On  obtient  la  valeur  de^  en  substituant  la  valeur  de  x  dans 
Tune  des  deux  équations,  ou  en  faisant  des  calculs  analogues 
à  ceux  que  l'on  a  faits  pour  avoir  la  valeur  de  x.  On  trouve 
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ainsi 

,  „.  ad  —  ca 

Quand  on  a  trouvé  la  valeur  de  Tune  des  inconnues,  on  peut 
en  déduire  immédiatement  celle  de  l'autre  inconnue;  il  est 
clair,  en  effet,  diaprés  les  équations,  que  l'on  passera  de  la 
valeur  de  a;  à  celle  de  y  en  remplaçant  les  coefficients  de  x,  a 
et  a',  par  ceux  de  y^  h  et  h' ^  et  vice  versa.  En  effectuant  ces 

changements,  on  a  j^=  7-7 -r,i  et  en  changeant  les  signes 

des  deux  termes  de  la  fraction ,  on  retrouve  la  formule  (5). 

Pour  appliquer  les  formules  (4)  et  (5)  à  un  exemple  numé- 
rique, prenons  les  deux  équations 

5^ — 3^  =  i4>     8x-— i5j  =  2. 

On  devra  faire  a=5,  i  =  —  3,  c  =  i4,  a'=8,  i^  =  — 15, 
c'  =:  %\  il  en  résultera  a:  =  4?  y  =  2.  Ces  valeurs  sont,  en    ^ 
effet,  celles  que  Ton  obtient  en  résolvant  directement  les  équa- 
tions proposées. 

H 5.  Considérons  maintenant  les  trois  équations 

(6)  flJC    -f-  ô^    -i-  CZ    =  f/, 

(7)  a'x-^-h'y-ifc'z^d!, 

(8)  a"x'\-h"y-^rc"z—d!'. 

On  pourrait  éliminer  une  des  inconnues  entre  la  première 
(équation  et  chacune  des  deux  autres  \  on  aurait  alors  à  résou- 
dre deux  équations  à  deux  inconnues.  Mais  les  calculs  sont 
plus  simples  de  la  manière  suivante  : 

Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écpirç  comme  il  suit  : 

ax  -^  hy  z:^  d  —  <?2, 
eé X  -I-  h' y  z=z  et  -^  cf  z. 

En  regardant  z  comme  une  quantité  connue,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  a:  et  de^  au  moyen  des  formules  (4)  et  (5), 
dans  lesquelles  on  devra  remplacer  c  et  c'  par  d — cz  et  d — c' z  ; 
on  trouve  ainsi 

_  [d^ez)h'  -^{d  ^c'z)h  _  ^à!  ^c'z)a'^  [d'^cz)a' 

'^  —  ab'  -^  ba'  '     ^'  "~  ^F^  ba! 
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ou  bien 

(9)  ^= ÏFITÎ^^ ' 

('")  ^  = Tbr:^' 

En  remplaçant  x  el  y  par  ces  valeurs,  dans  l'équation  (8),  et 
réduisant,  on  en  obtient  une 

(n)  Dz  =  N; 

on  a 

D  =  ab'c"  ~  adb"  +ca'b"  —  ba' c"  -h  bc' a"  -- cb' a\ 
-^  =z  ab' d" -- acr b'' -^  da' b"  ^  ba' d"  -^  bd'a''  ^db'a\ 

L'équation  (11)  donne  la  valeur  de  r,  et  en  la  substituant 
dans  les  équations  (9)  et  (10),  on  en  déduit  les  valeurs  des 
deux  autres  inconnues  a:  et  j^.  On  trouve  ainsi  les  formules 
suivantes  : 

^  db'c"  —  de'  b"  -+-  cd!  b"  —  bdU"  -f-  bdd''  ~  cb'd' 
''^^    ""  ""  ab'c"  —  ad  b"  -f.  ca'  b"  ~  ba!  c"  -+-  bc'  d'  —  cb'  oT  ' 

,  .         _  ad'  c"  —  ac'  d"  +  ca'  d!'  —  da'  c"  +  de'  a"  -^  cd  a" 
'^   ^   -^  ~  ab'  c"  —  ac'  b"  -h  ca'  b"  —  èa'  c"  4-  hd  a"  —  c^'  «"  ' 

,         _  ab'd:'  ~  ad'b''  4-  ^^^^^'  —  ^fl^^'  +  h  d'à"  —  db'a" 
''*'    *  ~"  ^i^' c"  —  ac'  b"  -h  c«'  6"  —  ba'c"  +  èc'  a''  —  cb'  a"' 

Lorsque  l'on  connaît  la  valeur  de  l'une  des  inconnues,  on 
peut  en  déduire  immédiatement  celles  des  deux  autres;  on  ob-i 
tiendra  la  valeur  de  x  en  remplaçant  dans  celle  de  z  la  lettre  c 
para,  et  réciproquement,  sans  rien  changer  aux  accents.  Ou 
trouvera  pareillement  la  valeur  de  y  en  remplaçant  dans  celle 
de  z  la  lettre  c  par  i,  et  réciproquement. 

116.  On  résout  aussi  les  équations  générales  du  premier 
degré  par  la  méthode  suivante,  4ite  Méthode  de  Bezout. 
Reprenons  les  deux  équations 

ax  -^  by  :=:  c^      a' x -{- b' y  zz:  c' , 

Ou  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  une  quan«> 
(ité  indéterminée  m ,  et  l'on  en  retranche  les  deux  membres  de 
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la  seconde  équation ,  ce  qui  donne 

(am  —  a^)x-\-  (bm  —  b')jr  z=i  cm  —  c'. 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  se  déduisent  de  cette  dernière  équa- 
tion, en  disposant  de  rindélerminée  m  de  manière  que  le 
coefficient  de  l'inconnue  qu'on  veut  éliminer  se  réduise  à 
zéro.  Ainsi,  pour  trouver  x,  on  fait  disparaître  y  en  posant 

^  b' 

bm  —  i'=  o:  d'où  m  =  -r—  Cette  valeur  de  m  étant  substi- 

tuée  dans  l'équation  (am  —  a')  x  =  cm  —  c',  on  trouve 

/    ^'        A  ^'       . 

\     b  )  b 

ou ,  en  chassant  les  dénominateurs, 

[ab'--'ba*)xz=icb'  ^bc\ 

La  dernière  équation  donne  pour  x  la  valeur  qu'on  a  trouvée 
précédemment.  On  obtient  la  valeur  de  y  par  un  calcul  ana- 
logue. 

Passons  aux  équations  générales  à  trois  inconnues 

ax-\~by'\'czz=zdy     a! x-i^b' y-^-c' z  =  rf,     a" x -^b" y-^-c" z'=z  d" , 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  une  quan- 
tité indéterminée  m ,  ceux  de  la  seconde  par  une  autre  quantité 
indéterminée  n  \  on  ajoute  les  deux  équations  résultantes,  et 
l'on  en  retranche  la  troisième  équation  a" x-h  b"y  -^cf^z=,d''^ 
on  obtient  ainsi  la  suivante  : 

(am  -^  a'n  —  a")x  -f-  {bm  -h  *'«  —  à")x 
-f-  {cm  -f-  c'n  —  c")z  =:  dm  -^  d n  ^  d" . 

On  trouve  la  valeur  de  Tune  des  inconnues  x,  y^  z^  par  cette 
équation ,  en  disposant  des  indéterminées  m  et  n  de  manière 
que  les  coefficients  des  deux  autres  inconnues  deviennent  nuls. 
Ainsi,  pour  avoir  la  valeur  de  2,  on  pose 

am  -H  a'n  —  a"  =  o ,      bm -^  b' n  —  6"  =  o. 

On  obtient  les  valeurs  des  indéterminées  m  et  n  par  les  for- 
mules précédentes  pour  les  équations  à  deux  inconnues,  en 
remplaçant  les  inconnues  x  ^\  y  par  m  et  w,  les  quantités 
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connues  a,  b^^c^  par  «,  «',  a'',  et  a' ^  b\  c\  par  ft,  i',  i''. 

On  a 

_  a"b'--b"a'  _.ab"--'ba" 

on    substitue   ces  valeurs  de    m  et    de    n    dans    l'équation 
(cm  -hc^n  —  c")  z  =  dm  -+-  d^n  —  d^'^   elle  devient 


a'^b'-^b'^a'         ,  ab"  ~  ba" 
ab'  ^ba'     "^  '^  ab'  -  W       "" 

_     a"b'—b"a'       ^  ab"  ~-  6^^^ 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  parvient  à  Téquation  qui 
est  représentée  danslen^HS  par  Dz  =  N,  et  Ton  en  déduit  la 
valeur  de  z.  On  obtient  la  valeur  de  chacune  des  deux  autres 
inconnues  par  un  calcul  semblable. 

H7.  En  examinant  attentivement  les  formules  que  nous 
venons  d'obtenir,  on  découvre  une  loi  qui  permet  de  les  re- 
trouver sans  calcul ,  et  qui  s'étend  à  un  nombre  quelconque 
d'équations. 

Le  dénominateur  est  le  même  pour  toutes  les  inconnues,  et 
on  l'obtient  par  la  règle  suivante  : 

Dans  le  cas  de  deux  équations,  on  forme,  avec  les  lettres  a 
et  t,  les  deux  permutations  afc,  ba  [^)\  on  place  entre  elles  le 
signe  — ,  et  Ton  met  dans  chacune  un  accent  à  la  seconde 
lettre. 

Dans  le  cas  de  trois  équations,  on  écrit  la  lettre  c  à  toutes  les 
places  dans  chacune  des  permutations  -\-ab^  — 6a,  en  la  met- 
tant d'abord  à  la  troisième  place,  puis  à  la  deuxième  et  ensuite 
à  la  première.  On  conserve  le  signe  de  la  permutation  de  deux 
lettres  quand  on  écrit  la  lettre  a  à  la  dernière  place,  et  l'on 
change  le  signe  chaque  fois  que  cette  lettre  change  de  place. 
On  forme  ainsi  l'expression 

abc  —  acb  -f-  cab  —  bac  +  bca  —  cba. 

(*)  Les  permutations  de  plusieurs  lettres  sont  les  différents  arrangements 
qu'on  peut  former  en  écrivant  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres ,  de  toutes 
les  manières  possibles. 
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11  ne  reste  alors  qu'à  mettre  dans  chaque  terme  de  cette  ex^ 
pression  un  accent  à  la  seconde  lettre,  et  deux  accents  à  la  troi-^ 
sîème. 

Lorsqu'il  y  a  quatre  équations,  on  écrit  la  lettre  d  à  toutes 
les  places  dans  chacune  des  permutations  ci-dessus  de  trois 
lettres,  en  la  mettant  d'abord  à  la  dernière  place  et  la  faisant 
successivement  avancer  d'une  place  jusqu'à  la  première.  On 
conserve  le  signe  de  la  permutation  de  trois  lettres  quand  on 
écrit  la  lettre  d  k  Xtx  dernière  place ,  et  l'on  change  le  signe 
chaque  fois  que  cette  lettre  avance  d'un  rang.  On  met  en- 
suite, dans  tous  les  termes  que  Ton  a  ainsi  obtenus,  un  accent 
à  la  seconde  lettre,  deux  à  la  troisième,  trois  à  la  quatrième. 
S'il  y  a  un  plus  grand  nombre  d'équations ,  on  continue  de 
même. 

Les  numérateurs  se  déduisent,  dans  tous  les  cas,  du  déno- 
minateur commun,  en  y  remplaçant,  pour  chaque  inconnue, 
la  lettre  qui  exprime  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  celle 
qui  exprime  les  quantités  connues,  sans  changer  les  accents. 
Ainsi ,  dans  les  formules  du  n®  H  4 ,  on  obtient  le  numérateur 
de  la  valeur  de  x,  cb'  —  ic',  en  remplaçant,  dans  le  dénomi- 
nateur ab' —  ba\  les  coefficients  a  et  a'  de  x  parles  quantités 
connues  c  et  c^  ;  on  obtient  pareillement  le  numérateur  de  la 
valeur  de  j  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  i  et  i'  parc 
et  c'.  Pour  les  formules  du  n°  115,  on  obtient  le  numéra- 
teur de  X  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  les  coefficients 
a,  a\  a'\  de  x,  par  les  quantités  connues  d^  d' ^  d".  Les  numé- 
rateurs des  deux  autres  inconnues  sont  formés  de  la  même 
manière. 

118.  La  loi  que  nous  venons  d'exposer  a  été  reconnue  par 
Cramer.  Elle  n'était  d'abord  qu'un  résultat  de  l'observation-, 
mais  Laplace  a  démontré  qu'elle  est  générale.  La  démonstra- 
tion que  nous  allons  rapporter  est  celle  qui  a  été  donnée  par 
cet  illustre  géomètre,  sauf  quelques  modifications  qui  y  ont  été 
apportées  depuis.  Pour  la  simplicité  des  notations,  nous  rem- 
placerons les  accentuations  ',  "^  "',  etc.,  par  les  indices  i, 
2,  3,  etc.;  de  cette  manière,  les  équations  seront  : 


(i5) 
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ax  H-  by  -h   rz  -f- .  . .  -f-  hw  z^  k^ 


flr„_iX4-^„_,7  4-r«-i3-H.  .  .-h  /fn-ifv  =  X-n-i. 


Le  nombre  des  inconnues  et  des  équations  est  n ,  et  les  points 
tiennent  la  place  des  termes  et  des  équations  qu^on  ne  peut  pas 
écrire  tant  que  ce  nombre  n'a  pas  reçu  une  valeur  particulière . 

NonunoDs  R  le  polynôme  qu'on  obtient  en  suivant  la  règle 
qui  a  été  donnée  pour  la  formation  du  dénominateur  com- 
mun. Les  termes  de  R  et  ce  polynôme  lui'-mème  donnent  lieu 
aux  observations  suivantes,  sur  lesquelles  la  démonstration  est 
fondée  : 

i^.  Le  polynôme  R  contient  évidemment  toutes  les  per- 
mutations qui  peuvent  être  formées  avec  les  lettres  a^  b^ 
c,.  •  •,  h.  Chaque  terme  contient  toutes  les  lettres,  ne  con- 
tient chacune  d'elles  qu'une  seule  fois,  et  contient  une  lettre 
sans  indice  et  une  lettre  affectée  de  chacun  des  indices  de  i  à 
«  — I. 

2^.  Si  l'on  examine  l'ordre  des  lettres  dans  chacun  des 
termes  de  R ,  en  le  comparant  à  l'ordre  alphabétique ,  et  en 
considérant  chaque  lettre  par  rapport  à  toutes  celles  qui  la 
suivent,  les  termes  qui  auront  le  signe  4-  seront  ceux  dans  les- 
quels le  nombre  des  inversions  alphabétiques  sera  pair  ou 
zéro  \  et  les  termes  qui  auront  le  signe  —  seront  ceux  dans  les- 
quels le  nombre  des  immersions  sera  impair.  Ainsi  soit,  par 
exemple,  le  terme  ^5ac;  il  s'y  trouve  quatre  int^rsions,  trois 
par  rapport  à  la  lettre  d^  parce  qu'elle  est  placée  avant  les  ttx)is 
lettres  b^  a^  c,  qui  la  suivent  dans  Tordre  alphabétique,  et  la 
quatrième  par  ra|^ort  à  la  lettre  i,  qui  est  placée  avant  a  ;  en 
conséquence,  ce  terme  aura  le  signe  4-. 

On  reconnaît  immédiatement  l'exactitude  de  cette  dernière 
r^le  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations;  car  le  polynôme  R 
est  alors  4-  ûA  —  A« ,  en  faisant  abstraction  des  indices  •,  le 
premier  terme,  qui  a  le  signe  4-?  est  sans  inversion*,  et  il  s'en 
trouve  une  dans  le  second  terme,  qui  a  le  signe  — .  Pour  le  cas 
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(le  trois  équations ,  quand  on  écrit  la  troisième  lettre  c  à  la 
suite  de  chacune  des  deux  permutations  -h  ai,  — ba,  on  ne 
cliange  pas  le  nombre  des  inversions,  et  le  signe  du  terme 
reste  aussi  le  même.  Chaque  fois  qu'on  fait  avancer  cette  lettre 
d'un  rang  vers  la  gauche,  le  nombre  des  inversions  augmente 
de  un^  et  puisqu'on  change  en  même  temps  le  signe,  on  a  le 
signe  -h  toutes  les  fois  que  le  nombre  des  inversions  est  de- 
venu pair,  et  le  signe  —  toutes  les  fois  que  ce  nombre  est  de- 
venu impair.  De  même,  pour  le  cas  de  quatre  équations  ^  en 
écrivant  la  lettre  rf  à  la  suite  d'une  des  permutations  de  trois 
lettres,  on  obtient  un  terme  qui  a  le  même  nombre  d'inver- 
sions que  celui  avec  lequel  il  a  été  formé ,  et  qui  a  aussi  le 
même  signe;  et  en  changeant  ensuite  le  signe  chaque  fois  que 
la  lettre  d  avance  d'un  rang,  ce  qui  augmente  de  un  le  nombre 
des  inversions,  on  retrouve  le  signe  primitif  ou  le  signe  op- 
posé, suivant  que  le  nombre  des  inversions  nouvelles  est  pair 
ou  impair.  La  même  chose  aura  lieu  à  chaque  lettre  nouvelle 
que  l'on  introduira*,  par  conséquent,  la  règle  que  nous  avons 
énoncée  ne  cessera  pas  d'être  exacte,  quel  que  soit  le  nombre 
des  lettres. 

3®.  Deux  termes  de  R  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  oc- 
cupent les  mêmes  rangs>  à  l'exception  seulement  de  deux  let- 
tres qui  se  trouvent  permutées  entre  elles,  ont  des  signes  con- 
traires. Considérons,  par  exemple,  deux  termes,  l'un  dans 
lequel  la  lettre  y  est  placée  r  rangs  après  A,  l'autre  dans  lequel 
la  lettre  b  vient,  au  contraire,  r  rangs  après /*;  toutes  les  au- 
tres lettres  ayant,  d'ailleurs,  les  mêmes  rangs  dans  ces  deux 
termes.  Pour  passer  du  premier  de  ces  termes  au  second,  on 
peut  faire  descendre  d'abord  la  lettre /^  jusqu'à  ce  qu'elle  se 
trouve  immédiatement  avant  b^  en  l'avançant  successivement 
d'un  rang*,  puis  faire  remonter  ensuite  la  lettre  b  jusqu'à  la 
place  qu'occupait  f.  Chacun  des  déplacements  successifs  de  la 
lettre  qui  descendra ,  ou  de  celle  qui  montera,  introduira  une 
inversion ,  ou  en  fera  disparaître  une  ;  et  comme  la  lettre  qui 
montera  subira  un  déplacement  de  moins  que  celle  qui  descen- 
dra, il  y  aura  eu  un  nombre  impair  d'inversions  introduites 
ou  supprimées.  Par  conséquent,  d'après  la  remarque  précé- 
dente, les  deux  termes  auront  des. signes  contraires, 
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4^.  Si  l'on  remplace  une  lettre  dans  tous  les  termes  de  R 
par  une  des  autres  lettres  contenues  dans  ce  polynôme,  sans 
remplacer  celle-ci,  et  en  conservant  les  indices,  le  polynôme  R 
deviendra  identiquement  nul.  Supposons ,  par  exemple,  qu^on 
remplace  la  lettre  b  par  f.  Le  polynôme  R  est  composé  de 
groupes  de  deux  termes  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  la 
permutation  des  deux  lettres  h  et /* seulement ,  et,  d'après  la 
remarque  précédente ,  les  deux  termes  de  chaque  groupe  ont 
des  signes  contraires.  Ces  termes  expriment  des  quantités  dif- 
férentes, à  cause  des  indices  différents  de  chacune  des  deux 
lettres  b  et  f]  mais,  après  le  remplacement  de  b  par  y,  ils 
sont  égaux  et  ils  se  détruisent.  Le  polynôme  R  est  donc  réduit 
à  zéro. 

Ces  observations  préliminaires  étant  établies,  nous  allons 
passer  à  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue. 

Puisque  chaque  terme  du  polynôme  R  contient  eu  même 
temps  toutes  les  lettres  a,  ft, ...,  A,  et  ne  contient  chaque 
lett4*e  qu'une  seule  fois ,  ou  sans  indice  ,  ou  avec  l'un  des  in- 
dices de  I  à  n  —  i ,  on  peut  mettre  ce  polynôme  sous  les  diffé- 
rentes formes  ci-après  : 

Aa  -h  A, a,  -H  A^aj-H.  .    -4-  A„«i«„.,, 
Ce  -♦-  C, r,  H-  Ca  C2  -h .  . .  +  C«-,  c,_, , 


Dans  la  premièi^  expression.  A,  Ai,  Af , . . . ,  A„«i,  désignent 
des  polynômes  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a,  et  qui  sont 
formés  avec  toutes  les  autres  lettres.  Pareillement  B,  B|, 
B, , . . . ,  B„_i,  sont  des  quantités  indépendantes  de  la  lettre  b  5 
C ,  Cl , . . . ,  C„_i,  sont  des  quantités  indépendantes  de  c^  etc. 

Multiplions  les  équations  (i5),  la  première  par  A,  la 
deuxième  par  Ai ,  la  troisième  par  Ai ,  ainsi  de  suite  5  et  ajou- 
tons-les. Le  coefficient  de  x  dans  l'équation  résultante  sera  la 
première  expression  ci-dessus  du  polynôme  R  ;  les  coefficients 
des  autres  inconnues  seront  cette  expression  dans  laquelle  a 
sera  remplacée  par  une  des  autres  lettres  ;  donc  ils  seront  nuls. 
Le  second  memïwre  sera  la  même  expression  dans  laquelle  a 

6 
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sera  remplacée  par  k.  On  conclura  donc 

A  A:  -I-  A|  ^1  -h .  . .  -H  A«_i  ^n— i 


(■6) 


X  = 


An  4-  Ai«i  -4-.  •  .-+-  A„«.i«n__i 


On  obtiendrait  les  valeurs  des  autres  inconnues  d'une  manière 
semblable. 

Discussion  des  formules  données  par  les  équations  gêné' 
raies  du  premier  degré.  —  Symboles  -  et  — 


119.  Les  formules  relatives  aux  équations  du  premier  de- 
gré présentent  des  particularités  correspondantes  aux  cas  d'im- 
possibilité et  d'indétermination  des  équations.  Les  explications 
qui  vont  suivre  ont  pour  objet  de  faire  connaître  ces  particu- 
larités et  d'en  fixer  la  signification. 

120.  Considérons  d'abord  une  seule  équation ,  et  représen- 
tons-la ,  après  les  réductions ,  par 

(i)  A^  =  B; 

A  et  B  représentant  des  quantités  connues  algébriques. 
On  conclut  de  cette  équation 


{i)  x  =  —» 


B 
A 


Lorsque  les  quantités  connues  prennent  des  valeurs  parti- 
culières pour  lesquelles  A  ne  devient  pas  zéro,  l'équation  a 
une  solution^  elle  n'en  a  qu'une  seule,  et  cette  solution  est 
donnée  parla  formule  (2).  Si  Ton  a  6  =  0,  la  solution  est 
x  =  o. 

121.  Lorsque  A  est  nul  et  B  a  une  valeur  m  différente  de 
zéro,  l'équation  est  impossible,  et  la  formule  (2)  devient 

m 
X  =  —•    ^ 
o 


D'après  la  Signification  de  la  division,  le  symbole  -  indique 


m  . 
o 
qu'il  faut  trouver  un  npmbre  tel,  qu'en  le  multipliant  par  zéro 
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le  produit  soit  égal  à  m.  Or  aucun  nombre  ne  satisfait  à  cette 
condition  ^  car,  par  quelque  nombre  que  l'on  multiplie  zéro, 

le  produit  est  toujours  zéro.  Le  résultat  x  =z  -  exprime  donc 

Timpossibilité  aussi  bien  que  Téquation  o  X  ^er  =  /w. 

122.  Quand  A  =  o  et  B  =  o,  Téquation  est  indéterminée, 
et  la  formule  (2)  devient 

o 
o 

Or  le  symbole  -  marque  qu'il  faut  trouver  un  nombre  qui , 

multiplié  par  zéro,  donne  un  produit  égal  à  zéro;  et  tout 

nombre  satisfait  à  cette  condition.  Le  résultat  a:  =  -  exprime 

donc  Findétermination  de  l'inconnue ,  aussi  bien  que  Téqua- 
lion  oxx  =  o. 

123.  En  divisant    successivement  un  nombre  m  par  des 

nombres  décroissants,  i.. — » > 1  etc.,  on  obtient  des 

lo    100    1000 

quotients  de  plus  en  plu5  grands,  m,  lom,  loorn,  looon?,  etc.; 
et  quel  que  soit  le  nombre  m ,  on  peut  toujours  pretidre  le  di- 
viseur assez  petit  pour  que  le  quotient  soit  plus  grand  qu'un 

nombre  donné  quelconque.  Le  symbole  -  exprime  donc  le 

dernier  état  d'une  grandeur  qui  croît  indéfiniment.  On  dit, 
par  cette  raison,  qu'il  représente  l'infini.  On  désigne  aussi 
Tinfîni  par  ce  signe  oo  . 

124.  La  valeur  d'une  fraction  algébrique  étant  infinie  quand 
le  dénominateur  est  zéro,  sans  que  le  numérateur  soit  zéro, 
et  indéterminée  quand  ces  termes  sont  tous  deux  zéro,  on  dit, 
par  opposition,  que,  lorsque  le  dénominateur  n'est  pas  nuK 
la  fraction  est  une  quanti  té  ^nie  et  déterminée, 

125.  Dans  le  cas  des  équations  générales 

(3}  ax'\'bjr:=:cy 

(4)  a'x^b'y=.</, 

6. 
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on  a  trouvé 

(5-) 

cb'—  bc' 
""-  ab'-  ba' 

(6) 

a(^  —  ca' 

^  '~  ab'^ba' 

Lorsque  le  dénominateur  ab' —  ba'  n'est  pas  zéro,  les  for- 
mules (5)  et  (6)  donnent  une  valeur  finie  et  déterminée  de 
chacune  des  inconnues.  En  se  reportant  aux  calculs  du  n**H4, 
on  voit  que  les  équations  admettent  une  solution  unique ,  qui 
est  celle  que  donnent  les  formules. 

Supposons  que  l'on  ait  ab' — i<i'=o,  les  quantités  cfc' — hc' 
et  ac' —  ca'  étant  différentes  de  zéro^  les  formules  donneront 

m 

pour  chaque  inconnue  le  symbole  —  En  multipliant  les  deux 

membres  de  l'équation  (3)  par  b\  et  ceux  de  l'équation  (4) 
par  b ,  on  obtient 

(7)  .  ab'x  -Jhbb'y^cb'^ 

(8)  a'  bx  -f-  bb'y  =  b(/. 

Puisque  l'on  a  ab'  —  ia'=o,  d'où  ab'=  ba'^  les  premiers 
inembres  des  équations  (7)  et  (8)  sont  identiques  ;  et  puisque, 
par  hypothèse , .  bc'  —  cb'  n'est  pas  nul ,  les  seconds  membres 
sont  différents.  Les  équations  (3)  et  (4)  sont  donc  contradic- 
toires. 

Supposons  à  présent  que  la  valeur  de  a:  soit  -• 

a  h 

Il  faudra  que  l'on  ait  ab'=  ba'  et  cb'  =  Je',  ou  — ;  =  7-,  et 
*  a'       b' 

c        b  j         ^        ^     j'    ^       '  /  •  . 

-;  =  ~  5  on  aura  donc  -7  =  — 7 ,  d  ou  ac  =  ca  ,  ce  qui  montre 

que  la  valeur  àe  y  sera  aussi  -.  De  ce  que  l'on  a  ah'  =  ba'  et 

ct'  =  bc'^  ilrésulteque  les  équations  (7)  et(8)  sont  identiques. 
Le  système  proposé  est  donc  indéterminé. 

126.  Si  l'on  a  i  =  o  et  i'  =  o ,  il  en  résulte  ab' —  ba'  =  o, 
cb'  —  ic'  =  o ,  et  la  quantité  ac'  —  ca'  peut  être  différente  de 

zéro.  Dansée  cas,  la  valeur  de  x  devient  -,  et  celledeyestinfinie. 
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Les  équations  (3)  et  (4)  sont  alors  ax  =  c  et  a'x  =  c';  on 

c  c' 

tire  de  la  première  a?  =  -,  et  de  la  seconde ,  x  •=  — j  •  Si  l'on  n'a 

c       c' 
pas  ac*  —  ca'  =  o,  les  quantités  -  et  —^  sont  différentes  ;  car 


a 
,/ 


de  Téffalité  -  =  — ;  on  conclurait  ac'  =  ca\  et  ac'  —  ca*  =  o. 
^  a       a 

Les  deux  équations  sont  donc  contradictoires.  Quand  on  a  à 

la  fois  A  =  o,  b'  z=Oy  eVac^  —  ca'  =  o,  la  valeur  générale  dey 

devient-.  Ce  symbole   reçoit  alors   une  juste  application, 

puisque  Tiiiconnue  j^  n'entrant  pas  dans  les  équations,  sa  va- 
leur est  tout  â  fait  arbitraire.  Mais  les  équations  donnent  une 
valeur  déterminée  pour  o:,  quoique  la  valeur  générale  de  cette 

inconnue  soit  aussi  réduite  à  -  • 

o 

127.  Considérons,  comme  dans  le  n°  118,  un  système  de  n 
équations  contenant  n  inconnues. 

Si  le  dénominateur  commun  ,  que  nous  avons  nommé  R,  est 
différent  de. zéro,  il  faudra  que  parmi  les  quantités  qui  ont  été 
désignées  par  Â,  Ai . . . ,  B ,  Bi . . . ,  C,  Ci . . . ,  etc. ,  il  y  en  ait  au 
moins  une  de  chaque  groupe  qui  ne  soit  pas  nulle;  car  si  toutes 
celles  d'un  même  groupe  étaient  zéro ,  il  s'ensuivrait  R  =  o,  ce 
qui  est  contraire  à  Thypothèse,  Supposons  que  A„«.i,  par 
exemple,  ne  soit  pas  zéro.  Les  équations  étant  celles  du  n^  118, 
en  multipliant  la  première  par  A ,  la  deuxième  par  Ai,  ainsi  de 
suite,  et  en  ajoutant  ensuite  toutes  ces  équations,  on  obtient 
celle-ci  : 

=  AA-  -t-  A ,  ^,  -h  Aj ^j   . .  H-  A„_5 kn-2  -h  A„_,  X„_, . 

Il  est  clair  que,  si  Ton  trouve  pour  les  inconnues  des  valeurs 
qui  vérifient  cette  équation  et  les  n  —  i  suivantes  : 

ax   -h  by   -^  cz   . .  .  H-  Aw   =  ^  > 

{»«)        ( ;; 
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ces  valeurs  vérifieront  aussi  réqualion 

par  conséquent,  elles  formeront  une  solution  du  système  pro- 
posé. 

L'équation  (9)  est  celle  qui  a  conduit,  dans  le  n®  H8,  à  la 
formule  (16)  ;  et  puisque,  par  hypothèse ,  le  dénominateur  R 
n'est  pas  nul ,  elle  donne  pour  x  une  valeur  finie  et  déterminée. 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (10) ,  on 
aura  un  système  de  n  —  i  équations  entre  n  —  i  inconnues , 
j^,  2 ,....,  IV.  Il  reste  à  faire  voir  que  ce  système  admettra  une 
solution.  Or  la  quantité  A„_i  ne  contient  pas  la  lettre  a ,  et  elle 
ne  contient  aucune  des  autres  lettres  b^c^,,,^h^  avec  Tindice 
n  —  I ,  puisque  chaque  terme  de  R  ne  contient  qu'une  seule 
fois  chacun  des  indices  ;  par  conséquent ,  si  Ton  omet  les  termes 
en  X  dans  les  équations  (10),  ou  si  Ton  regarde  x  comme  une 
quantité  connue,  la  fonction  R  sera  pour  ces  équations  A„_i , 
et  sa  valeur  ne  sera  pas  nulle. 

Il  suit  de  là  que ,  si  la  condition  que  R  ait  une  valeur  diffé- 
rente de  zéro  suffit  pour  que  le  système  admette  une  solution, 
et  n'en  admette  qu'une,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  que  n  —  i  équa- 
tions ,  cette  condition  est  encore  suffisante  dans  le  cas  de  n 
équations.  D'ailleurs  on  a  vu  qu'elle  est,  en  effet,  suffisante  , 
lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations;  donc  elle  est  également 
suffisante  dans  tous  les  cas. 

128.  Supposons  actuellement  qu'on  ait  R  =  o ,  et  que  les 
numérateurs  des  valeurs  générales  des  inconnues  ne  soient 
pas  tous  annulés. 

Si  le  numérateur  de  la  valeur  de  x  n'est  pas  zéro,  il  faudra 
eocore,  d'après  la  formule  (16)  (n°  118) ,  qu'une  des  quantités 
A,  Al,...,  A„_i,  ne  soit  pas  nulle;  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment, que  Ton  n'ait  pas  A„»i  =  o ,  on  pourra  remplacer 
le  système  proposé  par  celui  des  équations  (10)  et  (9).  Mais 
dans  l'équation  (9)  le  coefficient  de  o:  est  R ,  les  coefficients  des 
autres  inconnues  sont  nuls  identiquement  (n°118),  et,  par 
hypothèse,  le  second  nombre  n'est  pas  zéro.  Donc,  puisque 
R  =  o,  celte  équation  est  impossible.  Le  système  proposé  est 
donc  aussi  impossible. 


'é 
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129.  Examinons,  en  dernier  lieu,  le  cas  on  les  valeurs  gë* 

nérales  des  inconnues  deviennent  toutes  — 

o 

Si  les  quantités  A ,  A] , . . . ,  B ,  Bi, .  • . ,  C ,  Ci , . . . ,  etc. ,  ne 
sont  pas  toutes  nulles  à  la  fois ,  en  supposant  encore  que  Ton 
n'ait  pas  A„_i  =  o,  le  système  proposé  pourra  toujours  être 
remplacé  par  le  système  des  équations  (9)  et  (10)  ;  mais  alors 
Téquation  (9)  est  une  identité^  et,  pour  chaque  valeur  arln- 
traire  de  o:,  le  système  (10)  a  une  solution  et  n'en  a  qu'une 
seule  :  le  système  proposé  est  donc  indéterminé.  On  voit  d'ail- 
leurs qu'on  ne  pourra  pas  prendre  à  la  fois  des  valeurs  arbi-* 
traires  pour  deux  des  inconnues. 

130.  Quand  on  a  en  même  temps 

(11)    A  =  o,     A,  =  0,...,     B  =  o,     Bj  =  o,...,     C=o,     C|=:o, . . .,  «te.» 

on  De  peut  plus  faire  usage  de  l'équation  (9).  Dans  ce  cas, 
le  système  proposé  peut  être  indéterminé*,  mais  il  peut  se 
faire  aussi  qu'il  n'admette  aucune  solution.  On  en  a  un 
exemple  dans  les  équations  à  deux  inconnues ,  en  supposant 
a  =  o,  «'=0,  ft=o,  J'^ro;  car  les  équations  sont  alors 
c  =  o,  c/=o.  On  observe  la  même  particularité  pour  les 
équations  à  trois  inconnues  (n^  H^)?  quand  on  suppose 

f!  — ^— £^     fl  — ^  — î^'      d'  ù     ———'-^. 
a        h         c'a~"^         c'  a'  '~'  b'        c' 

U  est  facile  de  voir  que  ces  suppositions  réduisent  à  zéro  les 
multiplicateurs  de  chacune  des  quantités  a,  a',  al\  b^VjV y 
c^d^d\  dans  le  dénominateur  conunun  ^  et,  par  suite,  le» 

valeurs  générales  des  inconnues  deviennent  toutes  trois  — 

En  posant  a'  =  aq^  a"  =  aq'^  on  a  b^  =  bq,  (/  =  cq  ^ 
M:=:  bq\  c"  =  r^',  et  les  trois  équations  sont 

ax  -\'  by-^  cz  =  d^ 
q  [ax  -\'  by  -^  cz)  ^  d\ 
q'  [ax  -4-  bf  +  cz)  -=2  d" . 

Si ,  outre  les  relations  ci-dessus ,  on  a  dl  =^  dq^  d"  ^=  dff^ 
les  trois  équations  se  réduisent  à  une,  et  Ton  peut  donner  des 
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valeurs  arbitraires  à  deux  des  inconnues.  Mais ,  si  l'on  n'a  pas 
à  la  fois  les  deux  dernières  égalités,  les  équations  proposées 
sont  incompatibles. 

On  ne  peut  pas  admettre  que,  dans  le  cas  ou  l'on  a  les  rela- 
tions (il),  le  système  proposé  soit  possible  et  déterminé  ^  car 
s'il  en  était  ainsi ,  il  faudrait  qu'en  omettant  une  des  équations, 
les  71 —  I  autres  pussent  donner  pour  n —  i  inconnues,  des 
valeurs  déterminées  en  fonctions  de  la  n'*'~'  inconnue  -,  de  sorte 
que,  si  l'on  remplaçait  d'abord  cette  inconnue  par  la  valeur 
qu'elle  devrait  recevoir  par  rapport  au  système  proposé,  les 
n  —  I  équations  formeraient  un  système  qui  aurait  une  solu- 
tion ,  et  n'en  aurait  qu'une  seule.  Or,  si  Ton  considère  le  sys- 
tème (lo) ,  en  y  choisissant  n  —  i  inconnues  quelconques,  la 
fonction  R ,  par  rapport  à  ces  équations  et  à  ces  inconnues,  sera 
l'une  des  quantités  A„_,,  B„_,,  C„_i,  etc.,  et  sa  valeur  sera 
nulle.  Donc,  si  la  condition  R  =  o  ne  peut  être  remplie  sans 
qu'il  y  ait  impossibilité  ou  indétermination,  dans  le  cas  de 
n  —  I  équations ,  cette  condition  produit  le  même  effet  lors- 
qu'il y  a  n  équations.  D'ailleurs  on  a  vu  que,  pour  deux  équa- 
tions, il  y  a  toujours  ii^possibilité  ou  indétermination  quand 
ab^  — r  ia'  =  o.  Il  y  a  donc  aussi  impossibilité  ou  indétermi- 
nation quand  on  a  R  =;  o ,  quel  que  soit  le  nombre  des  in- 
connues. 

Pour  juger  si  le  système  est  impossible  ou  indéterminé ,  et 
pour  savoir,  dans  le  cas  de  l'indétermination ,  quelles  sont  les 
inconnues  auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  arbitraires, 
et  quelles  sont  celles  dont  les  valeurs  sont  déterminées ,  s'il  y 
en  a,  il  faut  appliquer  directement  aux  équations  proposées 
les  calculs  d'élimination. 

131.  Soient  les  équations 
ax -^  bjr -^  cz^=  o  y    a! x-\-b'y-{-c' z  =  Oy    a" a>-\'b^' y-\-€'^  z:=zOy 

qui  sont  les  équations  générales  à  trois  inconnues,  dans  les- 
quelles on  a  fait  rf  =;  o ,  rf'  =  q  ,  d"  =  o. 

Ces  suppositions  réduisent  les  numérateurs  des  valeurs  des 
inconnues  à  zéro,  et  si  le  dénominateur  commun,  que  nous 
avons  désigné  par  D,  n'est  pas  nul ,  les  équations  ne  peuvent 
çlic  satisfaites  que  par  x=o,j)^  =  o^  5î::;=o. 
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o 


Si  Ton  a  D  =  o,  les  valeurs  des  inconnues  sont  —  En  ré- 

'  o 

solvaDt  les  deux  premières  équations  par  rapport  k  x  ety,  on 

trouve 

{bc' — cb^jz  (ca'  —  «c')*. 

"^  —    ab'  —  ba'    '     ^  ~"    ab'  -  ba'"  ' 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation  con- 
duit à  une  équation  identique,  en  vertu  de  l'hypothèse  D  =  o. 
On  voit   que,    si  les   quantités    ab' — ba\    bc^ — cb'  et 

ca'  —  ac',  sont  difierentes  de  zéro,  les  rapports  -  et  -  ont  des 

valeurs  finies  et  déterminées,  et  Ton  peut  prendre  arbitraire- 
ment la  valeur  de  l'une  des  trois  inconnues.  Quand  une  des 
trois  quantités  bc'  -^cb\  ca' —  ac'^  ab'  —  ba\  est  nulle,  une 
(les  inconnues  x^j  ex.  z  ne  peut  recevoir  que  la  valeur  zéro. 

Les  conclusions  sont  semblables,  en  considérant  la  pre- 
mière équation  et  la  troisième,  si  l'on  n'a  pas  ab"  —  Ja"  =  o, 
ca"-^ac"=o^  bc" — cb" ^=  o.  Quand  les  trois  dernières 
différences  sont  nulles,  en  même  temps  que  les  précédentes, 
ce  qui  revient  aux  égalités 

a'  _b^_c^       ^—^  —  f! 
a        b        c         a        b         c 

les  trois  équations  n'en  font  plus  qu'une. 

De  la  discussion  des  problèmes. 

132.  Quand  on  a  représenté  les  données  d'un  problème  par 
(les  lettres,  on  doit  chercher  à  reconnaître  d'après  les  for- 
mules auxquelles  on  parvient,  les  dififérentes  particularités  que 
le  problème  peut  offrir.  Pour  n'en  omettre  aucune,  il  faut 
examiner  si  les  valeurs  des  inconnues  peuvent  devenir  infinies 
ou  indéterminées;  quels  sont,  selon  les  différentes  supposi- 
tions ,  les  signes  de  ces  valeurs ,  et  de  quelle  manière  elles 
s'appliquent  à  la  question.  Les  deux  exemples  suivants  mon- 
treront comment  on  doit  se  diriger  dans  ces  discussions. 

133.  i^'  Problème.  —  Deux  cowriers  sont  en  marche  de- 
puis un  temps  indéfini,  et  suivent  la  même  roule,   dans  le 
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même  sens  XABY.  L'un  d'eux  parcourt  v  kilomètres  en  une 
heure  y  Vautre  en  parcourt  v'.  L'instant  ou  le  premier  par- 
taient en  A  précède  de  h  heures  celui  ou  l'autre  parvient 
en  B.  La  distance  AB  est  de  a  hilomètres.  En  quel  endroit  de 
la  route  les  deux  courriers  se  rencontrent-ils  ?  (Neus  nom- 
merons C  le  courrier  dont  la  vitesse  est  f^,  et  C  celui  dont  la 
vitesse  est  ^'^  ) 

X  ^'         ^         «         ^ Y. 

Solution,  Si  Ton  connaissait  le  nombre  d'heures  qui  s'ëcou- 
lent  depuis  l'instant  où  le  courrier  C  parvient  en  A,  jusqu'à 
Tinstant  de  la  rencontre,  il  serait  facile  de  trouver  le  lieu  de 
la  rencontre.  Nommons  x  ce  nombre  d'heures,  et  supposons 
que  les  deux  courriers  se  rencontrent  au  point  R.  La  dis- 
tance AR  sera  parcourue  par  le  courrier  C  en  jc  heures  ;  donc 
elle  sera  exprimée  par  i^x,  La  distance  BR  sera  parcourue  par 
le  courrier  C  en  x  —  h  heures,  puisque  ce  courrier  parvient 
en  B,  A  heures  après  l'instant  à  partir  duquel  on  compte  le 
temps  x;  celte  distance  sera  donc  p»'  (x  —  h).  Par  conséquent, 
l'équation  du  problème  est 

(i)  vx  ^:z  if' [x — h)-\-ay 

d'où  l'on  conclut 

a  —  hv' 

(2)  X=: 


ç    —  p' 


Discussion,  Si  l'on  a  i^  ^  i^',  et  a  >  Ai^',  la  valeur  de  a:  est 
positive;  ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  courriers  se  rencontrent 
après  Farrivée  du  courrier  C  en  A ,  comme  on  Fa  supposé  en 
mettant  le  problème  en  équation.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on 
reconnaît  par  l'examen  des  conditions  de  la  question  -,  car  le 
produit  hi^'  exprime  la  distance  que  le  courrier  C  doit  parcou- 
rir pour  arriver  au  point  B,  à  partir  du  moment  où  le  cour- 
rier C  parvient  en  A  :  donc,  puisque  h^'  <^  a,  au  moment  où 
le  courrier  C  atteint  le  point  A ,  l'autre  a  dépassé  ce  point  5  et 
puisque  la  vitesse  du  second  est  moindre  que  celle  du  premier, 
celui-ci  doit  atteindre  l'autre  au  bout  d'un  certain  temps. 

Lorsque  v^^v'  et  a  <C  h\^' ^  la  valeur  de  x  est  négative  \ 
pour  qu'elle  changeât  de  signe,  il  faudrait  qu'au  lieu  de  Té- 
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qnation  (1)  on  eût 

(3)  vx  =  v^(x-i-h)  —  a. 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  les  distances  des  points 
A  et  B  au  point  de  rencontre  auront  été  parcourues  par  les 
deux  courriers  dans  les  temps  a:  et  a:  -f-  /i ,  et  que  la  première 
dislance  sera  moindre  que  la  seconde  de  l'intervalle  AB5  ce 
qui  exige  que  le  point  de  rencontre  soit  situé  en  deçà  de  A. 
L'énoncé  du  problème  conduit  directement  à  cette  conclusion  ; 
car,  de  ce  que  l'on  a  a  <^  Ai^',  il  résulte  que ,  lorsque  le  cour- 
rier C  atteint  le  point  A,  l'autre  est  en  deçà  de  ce  point;  et 
puisque  i^  ]>  m',  le  second  courrier  restera  toujours  en  arrière 
du  premier;  mais  s'ils  sont  partis  de  deux  points  assez  éloi- 
gnés pour  que  celui  dont  la  vitesse  est  la  plus  grande  ait  été 
d'abord  en  arrière ,  ils  se  seront  rencontrés  en  un  point  en 
deçà  de  A ,  tel  que  R'.  En  mettant  le  problème  en  équation 
d'après  cette  supposition ,  on  parvient  à  l'équation  (3),  et  Ton 
en  déduit  une  valeur  de  x  qui  ne  diiïère  que  par  le  signe  de 
celle  qui  est  donnée  par  l'équation  (1). 

On  voit  que  les  valeurs  négatives  de  l'inconnue  résolvent 
exactement  le  problème,  au  moyen  de  cette  interprétation  du 
signe  — ,  que  l'instant  de  la  rencontre  est  antérieur  à  celui 
que  l'on  a  cboisi  pour  origine  du  temps. 

Quand  on  a  1^  =  m',  et  a  >  hi^'  on  a<C  hu't  la  valeur  de  x 
est  infinie  \  ce  qui  indique  que  les  deux  courriers  ne  se  ren- 
contrent pas.  C'est  aussi  ce  que  l'on  voit  par  l'énoncé;  car, 
d'après  ces  su|^ositions,  quand  le  courrier  C  parvient  en  A, 
l'autre  est  au  delà  ou  en  deçà  de  ce  point ,  et  comme  ils  ont  la 
même  vitesse^  ils  conservent  toujours  entre  eux  la  même  dis- 
lance. 

Si  l'on  suppose  en  même  temps  p»  =  i^',  a  =:  hu' ^  on  trouve 

X  =  -.  On  reconnaît  en  effet  que,  dans  ce  cas ,  la  valeur  de  x 

est  indéterminée  ;  car  les  deux  courriers  se  trouvent  en  même 
temps  au  point  A,  et  comme  leurs  vitesses  sont  égales,  ils  ne 
se  quittent  pas, 

La  supposition  v  <^{f^  donnerait  lieu  à  des  observations 
tout  à  fait  semblables  à  celles  que  Ton  vient  de  faire  par  rap- 
port au  cas  où  l'on  a  p»  >>  i-'',  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 
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Remarque,  Si  l'on  supposait  que  le  courrier  C  n'arrive  au 
point  A  que  h  heures  après  l'instant  où  l'autre  parvient  en  B  ^ 
la  quantité  h  prendrait  dans  l'équation  et  dans  la  formule  des 
signes  contraires  à  ceux  dont  elle  est  affectée.  Ainsi,  dans 
cette  supposition,  le  temps  inconnu  x  pourrait  encore  être 
déterminé  par  la  formule  (2),  pourvu  que  l'on  convint  de 
regarder  la  valeur  de  h  comme  étant  négative. 

Si  le  courrier  C  part  d'un  point  situé  dans  la  direction  BY 
et  vient  à  la  rencontre  de  l'autre,  en  supposant  toujours  que 
Tarrîvée  de  celui-ci  au  point  A  précède  de  h  heures  l'arrivée 
en  B  du  courrier  C,  on  parviendra  à  une  équation  qui  ne  dif- 
férera de  l'équation  l^\)  que  par  le  signe  du  terme  %*'  [x  —  h). 
Ainsi,  dans  ce  cas,  on  pourra  encore  se  servir  de  la  for- 
mule (2),  pourvu  que  l'on  regarde  la  vitesse  i^'  comme  étant 
négative. 

134.  2®  Problème.  —  Partager  chacun  des  nombres  a  et  b 
en  deux  parties ,  de  manière  que  Vune  des  parties  de  a  con- 
tienne m  fois  Vune  des  parties  deh^  et  l'autre  partie  de  b 
contienne  aussi  m  fois  l'autre  partie  de  a  (*). 

Solution.  Représentons  par  x  la  première  partie  de. a,  et 
par  y  la  première  partie  de  b  -,  les  deux  autres  parties  seront 
a  —  X  et  b  — j-,  et  Ton  devra  avoir  les  deux  équations 

xz=mjr,      b — jr  :=  m  [a  —  x). 

On  en  déduit 

m  (ma  —  b)  ma  —  b 

xz=:-^~- -S        y=.-_ , 

/w' —  I  /W* I 

par  suite, 

mb  —  a        .                m(mb — a) 
a  —  j?  = 5      b  —  r  =  — -^ — ' -* 

Discussion,  Si  les  deux  nombres  a  ei  b  sont  inégaux ,  on 
pourra  supposer  que  a  est  le  plus  grand  \  et  si  le  nombre  m 


{*)  On  peut  reraplacor  réuoncé  de  ce  problème  par  le  suivant,  qui  conduit 
aux  mêmes  équations  :  Partager  chacun  des  côtés  d*un  rectangle  donné ,  dent  les 
dimensions  sont  a  et  b  y  en  deux  parties  telles,  que,  si  l'on  joint  les  points  de  divi- 
sion, on  obtienne  un  second  rectangle  dont  les  côtés  adjacents  soient  dans  le  rapport 
de  ma  i.  Au  moyen  de  ce  changement,  l'interprétation  des  différentes  circon- 
sianccs  que  présentent  les  formules  devient  plu»  sensible. 
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est  différent  de  l'anîié,  il  sera  permis  de  supp>ser  m  >  i  ^  car 
tout  ce  que  l'on  dira  dans  ce  cas  pour  x  et  a  —  x  s'applique- 
rait, dans  le  cas  contraire,  à  j^  et  b — y.  Soient  donc  a^b 
et  m  >  I .  Les  valeurs  de  a:  et  de  j^  sont  positives  ;  mais ,  pour 
que  les  valeurs  des  deux  autres  parties  a  —  a:  et  b  — j  soient 

aussi  positives,  il  faut  que  Ton  ait  mb^a^  ou  m>>T*  Si 

l'on  a  au  contraire  m  <Ct9  les  valeurs  de  a  —  or  et  de  i  — y 

sont  négatives,  ce  qui  fait  voir  que  les  valeurs  de  jr  et  dej^  ne 
sont  plus  des  parties  de  a  et  de  6 ,  mais  des  quantités  respecti- 
vement plus  grandes  que  ces  nombres.  Dans  ce  cas ,  le  pro- 
blème ne  peut  pas  être  résolu  dans  le  sens  de  Ténoncé*,  mais 
les  nombres  qu'on  déduit  des  formules  ci-dessus  formeraient 
une  solution,  si  Ton  modifiait  cet  énoncé  dans  le  sens  des 
équations  ci-après  : 

X -=:  mfy      y — h=zm[x  —  a). 
Quand  on  suppose  a  =  b^  les  formules  deviennent 

ma                       a                                a  .  ma 

X  = ,      y  = ?      a  —  x=z »     0  —  /  = 


/w  H- I  m-\-i  /w-hi  m-hi' 

dans  ce  cas,  la  question  admet  toujours  une  solution.  Si  Ton 
suppose  en  outre  m  =  i ,  chacune  des  quatre  parties  est  égale 

,    I 

a  -«7. 
2 

En  se  reportant  aux  premières  formules,  on  voit  que,  si  l'on 
a  /;i  =  i  et  a>i,  les  valeurs  des  quatre  parties  sont  infi- 
nies ;  d'où  il  suit  que  le  problème  est  impossible  \  et  si  l'on 
suppose  dans  les  mêmes  formules  m  =  i  et  a  =  by  les  va- 
leurs des  inconnues  se  réduisent  au  symbole  —  Quand  on  in- 
troduit les  dernières  suppositions  dans  les  équations,  elles  de- 
viennent l'une  et  l'autre  x  -==-y\  ainsi  la  question  est  indéter- 
minée. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  indétermination  n'est  plus  in- 
diquée par  les  formules  quand  on  les  a  simplifiées,  après  avoir 
supposé  ft  =  « ,  en  supprimant  le  facteur  m  —  i  dans  les 
deux  termes  de  chaque  fraction. 
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135.  Dans  les  exemples  qui  précèdent,  les  suppositions  qui 
rendent  les  inconnues  infinies  produisent  une  impossibilité 
dans  la  question;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Quand 
une  formule  donne  une  valeur  infinie  pour  une  inconnue,  par 
suite  de  certaines  valeurs  particulières  attribuées  aux  données 
de. la  question,  ce  résultat  exprime  que,  si  les  données  s'ap- 
prochaient indéfiniment  de  ces  valeurs  particulières,  l'incon- 
nue croîtrait  de  manière  à  surpasser  toute  grandeur  assignable. 
Or,  dans  les  questions  dont  la  solution  dépend  d'une  construc- 
tion géométrique,  il  arrive  souvent  que  ce  dernier  état  des 
accroissements  de  l'inconnue,  qui  est  Tinfini,  correspond  à 
une  construction  Séterminée.  Dans  ce  cas,  la  valeur  infinie 
est  une  solution  de  la  question  (*). 

Observations  sur  les  expressions  indéterminées ,  et  sur 

les  valeurs  infinies. 

136.  L'indétermination  ne  s'annonce  pas  seulement  dans 

r 

l'Algèbre  par  le  symbole  -•  Considérons,  par  exemple,  les  ex- 
pressions 

A  AD 

B^     '       BC' 

A,  B,  C,  D,  étant  des  quantités  algébriques  quelconques.  Si 
Ton  établit  des  suppositions  qui  annulent  B  et  C ,  et  par  les- 
quelles A  et  D  prennent  des  valeurs  finies,  différentes  de  zéro, 
ces  expressions  deviendront  * 

oxoo,     1-. 
On  peut  les  remplacer  par  d'autres  qui  seront  -  pour  les 

{^*)  GoDBidéroDs ,  par  exemple ,  cette  question  :  Trouver  sur  le  prolongement 
4e  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  cercles ,  le  point  où  passe  la  tangente  corn" 
■mune  aux  deux  cercles.  On  Terra  aisément  qu'en  représentant  par  a  la  dis- 
tance des  centres,  par  r  et  r'  les  rayons  des  deux  cercles ,  et  par  d  la  distance  du 

ar 
point  cherché  au  centre  du  premier  cercle,  on  a  J  = y.  Quand  r  =  r',  on 

trouve  ^  =  00  ;  ce  résultat  est  la  solution  qui  convient  à  la  question  ,  car  on  doit 
«n  conclure  que  la  tangente  commune  ne  rencontre  pas  la  ligne  d€s  centres, 
c'est-à-dire  qu'elle  lui  est  parallèle. 
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A  .  •  A        ^-,        AC      A    D       AC         I 

mêmes  suppositions^  car  -  x  i-  =  -^j    ^  i  ^  =  ^5i\^  etlors- 

B  BBC        BD 

que  B  =  o    et  C  =  o,  les  fractions  — —  et  --—    soèt   tontes 
^  '  B  BD 

deux  -•   Les  symboles  oXoo    et  ^  sont  donc  équivalents 


,  0 

a  -. 

0 


137.  Lorsque  les  deux  termes  d'une  fraction  algébrique 
s'annulent  à  cause  d*un  facteur  commun  qui  doit  être  sup- 
primé, la  valeur  de  la  fraction  n'est  pas  indéterminée.  Soit, 
par  exemple,  la  fraction 

JT*  —  a^ 

a:»  —  «'  ' 

elle  devient  -  lorsqu'on  suppose  a:  =  a-,  mais  en  divisant  les 

deux  termes  par  x —  a,  on  obtient  la  fraction  équivalente 

jf'  -f-  flo:  -f-  a* 


1 


Il       .    1     .  3  a^            3âr 

pour  x=a^  celle-ci  devient  — i  ou  — 

Les  deux  fractions 

x^  —  2ax  -{-  a"^  x^  —  a' 


X*  —  a'  x^  —  2  a.r  •+-  à^ 

.  o 


deviennent  aussi  -  quand  on  suppose  x=  a*^  mais  en  suppri- 
mant d'abord  le  facteur  x  —  a,  qui  est  commun  aux  deux 
termes,  et  faisant  ensuite  o*  =  a,  on  trouve  pour  la  première 
fraction  zéro,  et  pour  l'autre  l'infini. 

138.  Si,  au  lieu  de  supposer  seulement  a:=fl,   on  fait 
prendre  à  x  des  valeurs  qui  s'approchent  de  plus  en  plus  de  a^ 


x^  —  a^ 


on  obtiendra  pour  la  fraction -^  des  valeurs  détermi- 

'-  x^  -  a^ 

nées  qui  seront  les  mêmes  que  celles  de  la  fraction r 

3 
et  qui  s'approcheront,  par  conséquent,  de  plus  en  plus  de  -  a. 

C'est  ce  que  l'on  entend  quand  on  dit  que  la  vraie  valeur  de 
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^3 ^3  3 

»  pour  a:  =  a,  est -a.   Les  valeurs  o  et   00   que   l'on 

X'  —  «*    ^  ^2  ^ 

trouve  pour  les  deux  autres  fractions,  sont  pareillement  les 
limites  vers  lesquelles  tendent  ces  fractions  lorsque  x  tend  à 
devenir  égal  à  a. 

Généralement,  Lorsquon  a  supprimé  un  facteur  commun 
par  lequel  les  deux  termes  d'une  fraction  étaient  rendus 
nuls,  la  valeur  déterminée  qui  en  résulte  est  la  limite  des  va^ 
leurs  que  prend  la  fraction  proposée  quand  on  s^ approche  de 

plus  en  plus  de  F  hypothèse  qui  a^ait  d^  abord  donné  —  Cette 

limite  peut  être  une  quantité  finie  quelconque,  zéro  ou  Vin- 
fini. 

139.  Quand  le  dénominateur  d'une  fraction  prend  des  va- 
leurs de  plus  en  plus  grandes ,  sans  que  le  numérateur  aug- 
mente, la  fraction  prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites  \  de 
telle  sorte  que,  si  la  valeur  du  dénominateur  augmente  jusqu'à 
l'infini,  celle  de  la  fraction  décroît  jusqu'à  zéro.  Ainsi,  m  étant 

une  quantité  quelconque,  --  =  o. 

140.  Lorsque  les  valeurs  d'une  fraction  croissent  jusqu'à 
Tinfini ,  elles  peuvent  être  toutes  positives  ou  toutes  négatives; 
il  peut  aussi  arriver  que  la  fraction  soit  susceptible  de  prendre 
des  valeurs  très-grandes  positives,  et  d'autres  valeurs  très- 
grandes  négatives.  Il  s'ensuit  que  les  valeurs  infinies  sont  tan- 
tôt positives,  tantôt  négatives,  et  qu'elles  peuvent  être  aussi  à 
la  fois  positives  et  négatives. 

Considérons,  par  exemple,  la  fraction 


m 


supposons  que  m  et  a  représentent  des  quantités  constantes  et 
positives ,  et  concevons  que  l'on  fasse  croître  x  à  partir  de 
zéro.  Tant  que  la  valeur  de  x  sera  moindre  que  a ,  la  fraction 
aura  une  valeur  positive  qui  deviendra  de  plus  en  plus  gi-aude  •, 
quand  on  fera  a=  a,  la  valeur  de  la  fraction  sera  infinie;  et 
quand  x  croîtra  au  delà  de  a,  les  valeurs  de  la  fraction  seront 
négatives  et  iront  en  décroissant.  La  valeur  infinie  produite 
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par  la  supposition  x  =  a  pourra  donc  être  indiûereminent 
regardée  comme  positive  ou  comme  négative. 
Si ,  au  lieu  de  la  fraction  ci-dessus ,  on  a  la  suivante  : 


m 


[a  —  xf 

on  obtiendra  toujours  une  valeur  positive ,  soit  que  l'on  donne 
à  X  une  valeur  plus  petite  que  a,  ou  une  valeur  plus  grande. 
En  conséquence,  la  valeur  infinie  produite  par  x  =  fl  sera 
positive. 

Si ,  dans  la  dernière  fraction ,  m  désigne  une  quantité  néga- 
tive, la  supposition  x=a  donnera  une  valeur  infinie  négative. 

Pour  exprimer  l'ambiguïté  de  la  valeur  infinie  que  prend  la 
première  fraction  quand  on  fait  x  =  a^  on  représente  cette 
valeur  par  ±  00  •,  tandis  que  la  valeur  infinie  que  prend  la 
seconde  fraction  est  représentée  par  -h  00  quand  m  est  une 
quantité  positive,  et  par  — 00  quand  m  est  une  quantité  né- 
gative. 

Des  inégalités. 

141.  On  a  fréquemment  à  considérer  des  inégalités  aux- 
quelles il  faut  appliquer  des  transformations  semblables  à  celles 
qui  servent  à  résoudre  les  équations  du  premier  degré. 

Pour  expliquer  d'une  manière  générale  les  principes  sur 
lesquels  reposent  ces  transformations,   nous  commencerons 
par  faire  remarquer  que,  de  l'inégalité  «  >  i ,  il  résulte  tou- 
jours a  —  &  >  o,    qui  exprime  que  la  dift'érence  a  —  b  est 
positive  (n^  96)  ;  et  réciproquement,  lorsque  la  seconde  condi- 
tion est  satisfaite,  la  première  l'est  également.  En  effet,  si 
a  Qi  b  sont  des  quantités  positives,  il  est  clair  que  les  deux 
conditions  ont  lieu  en  même  temps  *,  si  b  est  une  quantité  né- 
gative et  a  une  quantité  positive ,  on  a  a  ^  i  et  on  a  aussi 
a  —  i  >  o  5  puisque  la  différence  a  —  b  est  la  somme  de  deux 
quantités  positives.  Si  a  est  une  quantité  négative,  il  faut  pour 
chacune  des  deux  conditions,  que  b  soit  aussi  une  quantité 
négative,  et  que  sa  valeur  absolue  soit  plus  grande  que  celle 
de  a.  Ces  deux  conditions  sont  donc  toujours  équivalentes. 

142.    Une  inégalité  nest  pas  troublée  quand  on  ajoute 

7 
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une  même  quantité  aux  deux  membres,  ou  quand  on  sous- 
trait la  même  quantité  des  deux  membres.  Ainsi ,  de  a^b 
il  résulte  a±c^bàzc.  Car  la  différence  a  —  b  étant  posi- 
tive, la  différence  (a  ±  c)  —  (i  ±  c)  est  aussi  positive. 

On  conclut  de  là  qu'On  peut  transporter  un  terme  d^un 
membre  d'une  inégalité  dans  l* autre,  en  lui  dormant  dans 
celui-ci  le  signe  contraire  à  celui  quil  aidait  dans  le  premier. 
Lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'une  iné- 
galité, on  doit  renverser  le  signe  d'inégalité  ;  car  cela  revient 
à  faire  passer  tous  les  termes  du  premier  membre  dans  le  se- 
cond ,  et  ceux  du  second  membre  dans  le  premier. 

On  ne  trouble  point  une  inégalité  en  multipliant  ou  en  di- 
visant les  deux  membres  par  une  quantité  positiue»  Ainsi , 
lorsque  m  désigne  une  quantité  positive ,  si  a  ^  ft  ,  on  a  aussi 

ma  ^  mft,    -^  —  Car  la  différence  a  —  b  étant  positive,  le 

produit  et  le  quotient  de  cette  différence  par  m  sont  aussi  po- 
sitifs. 

Quand  on  multiplie  les  deux  membres  d'une  inégalité  par 
une  quantité  négatis^e,  on  doit  renverser  le  signe  d'inégalité; 
car  cela  revient  à  multiplier  les  deux  membres  par  la  valeur 
absolue  de  cette  quantité,  et  à  changier  ensuite  les  signes  de 
tous  les  termes. 

1 43.  Lorsqu'une  quantité  inconnue  n'entre  dans  une  inéga- 
lité qu'à  la  première  puissance,  on  peut  ^^ag^er  cette  quan- 
tité, c'est-à-dire  que  l'on  peut  ramener  l'inégalité  à  une  forme 
telle,  que  cette  quantité  soit  seule  dans  un  membre,  sans  autre 
coefficient  que  l'unité.  On  suit  pour  cela  la  même  marche  que 
pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré. 

Considérons ,  par  exemple ,  l'inégalité  3a:  —  a  ]>  -a?  —  ^' 

On  chasse  les  dénominateurs,  en  multipliant  les  deux  mem*- 
bres  par  10  ^  il  vient 

3o  X  —  20  >  aSd:  —  8. 

En  réunissant  les  termes  en  x  dans  le  premier  membre,  et  les 
termes  connus  dans  le  second ,  on  obtient 

Box  —  25.*'  ^  20  —  8 ,     ou     5 X  ]>►  1 2. 


1 
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Enfin,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  inégalité 
par  5 ,  on  trouve (fu'elle  se  réduit  k  x^ -^« 

En  exécutant  des  transformations  semblables  sur  Tinéga- 

«       5  ,     .  82 

lilé;^  —  -yX  <i  8  —  2X^  OU  en  déduit  x<C — • 
6      4'*  9 

Si  l'on  a  r inégalité  43  —  5x<^io  —  8ar,  on  en  conclura 
de  la  même  manière  x<^  —  11. 

Dans  le  premier  exemple,  le  nombre  -^9   ou  2^9  est  la 

limite  inférieure  des  valeurs  de  x. 

82  I 

Dans  le  deuxième  exemple,  le  nombre  — 9  ou  0^9  est  la 

limite  supérieure  des  valeurs  de  x. 

Dans  le  troisième  exemple,  les  valeurs  de  x  ne  peuvent 
être  que  des  quantités  négatives  numériquement  plus  grandes 
que  1 1 . 

Si  Finconnue  x  devait  vérifier  à  la  fois  les  deux  premières 
inégalités ,  elle  ne  pourrait  recevoir  que  les  valeurs  comprises 

entre  2  -r  et  o  —  Si  cette  inconnue  devait  vérifier  à  la  fois  la 
5^9 

deuxième  inégalité  et  la  troisième,  il  suflBrait  qu'elle  vérifiât 
la  condition  x<Ci  —  1 1 .  Enfin ,  il  n'y  a  aucune  valeur  de  x 
qui  puisse  vérifier  à  la  fois  la  première  inégalité  et  la  troi- 
sième. 

144.  Considérons  actuellement  deux  inégalités  du  premier 
degré  entre  deux  inconnues  x  et  y^ 

3j? — 2j>5,     5x4- S/^- 16. 

On  conclut  de  ces  inégalités 

On  pourra  attribuer  à  y  une  valeur  quelconque ,  et  avec  chaque 
valeur  arbitraire  de  y  on  pourra  donner  à  x  toutes  les  valeurs 
plus  grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quantités 

5  H-  2 j       16  —  3j 
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On  conclut  aussi  des  inégalités  proposées 

^Zx  —  5  ^    i6  —  5cF 

pour  que  ces  deux  dernières  conditions  puissent  être  remplies, 

il  faut  que  Von  ait 

Sjt  —  5  ^    16  —  5x 

d'où  Ton  conclut 

47 


X   _ 

19 


L'inconnue  x  ne  pourra  donc  recevoir  que  les  valeurs  supé- 
rieures à  —  ou  2  —  ;  et  pour  chaque  valeur  de  x,  on  ne  de- 

ï9  '9 

vra  donner  à  y  que  des  valeurs  comprises  entre  les  deux  limites 

ci-dessus. 

145.  Lorsque  l'on  a  plusieurs  inégalités  dans  le  même  sens, 
a^b,     a'^h',     a''^b%     etc. 

on  en  conclut ,  en  faisant  la  somme  des  premiers  membres  et 
celle  des  seconds  membres, 

a  4-  a'  -4-  a"  4-  etc.  >  ^  H-  ^'  4-  ^"  H-  etc.  ; 

car  les  différences  a  —  fe,  a' —  fe',  a" —  b'\  etc.,  étant  toutes 
positives,  leur  somme   a  —  b -h  a' — i'  +  a"  —  i''-+-etc. , 

ou   (a^a' -^  a" -h  etc,)  —  (b -h  b' -+-b"-^  etc.),   est   aussi 

positive. 

Si  les  quantités  a,  a',  a",  etc. ,  i,  &',  fe'',  etc.,  sont  toutes 
positives,  les  inégalités  a>i,  a'>&',  etc.,  donnent  aussi 


a     a'     a'' 


car  chacun  des  quotients  t'  t;?  p  '  etc.,  est  alors  un  nombre 
plus  grand  que  i  ^  par  conséquent,  le  produit  de  ces  quotients. 


aa'  fl" . .  . 


5  est  aussi  plus  grand  que  i . 


bb'b''   .. 

Cette  dernière  propriété  peut  cesser  d'avoir  lieu  lorsque  les 
quantités  a,  a',  etc.,  6,  b\  etc.,  ne  sont  pas  toutes  positives. 
On  en  a  im  exemple  en  prenant  les  inégalités  8  >>  5  et 
—  3>  —  4  5  le  produit  des  premiers  membres  est  —  24 ,  celui 
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des  seconds  membres  est  —  20  •,  celui-ci  est  plus  grand  que  le 
premier. 

Lorsque  les  quantités  a  et  b  sont  positives,  si  Ton  a  rt>>i, 
il  en  résulte,  d'après  la  proposition  précédente,  a"*  ^  b'"  -,  mais 
la  première  inégalité  n'entraîne  plus  la  seconde  quand  les 
quantités  a  et  i  ne  sont  pas  positives.  On  a,  par  exemple, 
-3>-4et(-3)'<(-4)*. 


a    a'     a" 


146.  Théorème.  Soieftt  plusieurs  fractions  y  t  rit  y-n^^ic.^ 

dont  les  numérateurs  sont  des  quantités  quelconques j  et  dont 

a  4-a'-f-a''... 
les  dénominateurs  sont  tous  positifs ^  la  fraction  r — tt — rir~~ 

sera  une  moyenne  entre  toutes  ces  fractions^  c'est-à-dire 
quelle  aura  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  de  ces  fractions* 

Démonstration,  Supposons  que  j-  soîi  la  plus  petite  des 
fractions  proposées,  en  sorte  que  l'on  ait 

V^b'     V^b'      b'"^b'     ^^^^ 

puisque  les  dénominateurs  sont  positifs,  on  conclura  de  ces 
inégalités 

a'>yXy     a">b"y<y     «">6-X^.     etc. 

D'après  celles-ci  et  l'égalité  a  =  bXy,  en  faisant  la  somme 
des  premiers  membres  et  celle  des  seconds  membres,  on  aura 

a^a'  -\'  a''  -h  etc.  X^  -h  *'  -t-  b"  -h  etc.)  X  ji 

donc 

«  4-  «'  -f-  û"  -h  etc.        a 
b-{-b'-h  b''  -h  etc.  ^  T 

On   prouverait    de    la    même    manière    que  la    fraction 

«  +  «'-+-«"  -h  etc.  ,  .  ,       ,  j    j      r 

7 j-, jj, est  plus  petite  que  la  plus  grande  a«s  trac* 

a     a' 

tions  |-9   -r-.y  etc. 

0     b 


•  n 


loa 


=s 
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CHAPITRE  QUATRIÈME. 

R4GINE    CARRÉE    DES    QUANTITÉS    LITTÉRALES.    CALCUL    DES 

RADICAUX   DU    SECOND    DEGRÉ. 


Notations.  —  Double  valeur  de  la  racine  carrée  et  des 
racines  de  degré  pair.  —  Racines  imaginaires. 

147.  On  indique  les  racines  par  le  signe  sj     ,  qu'on  nomme 

radical.  La  racine  du  degré  m  de  a  s'exprime  par  yja  \  et  le 
nombre  m  est  appelé  indice  ou  exposant  du  radical.  Dans  le 
cas  de  la  racine  carrée  on  sous-entend  l'indice,  et  l'on  écrit 

simplement  y^. 

Pour  la  racine  d'une  fraction,  on  doit  faire  descendre  le 

signe  ^      au-dessous  de  la  barre  qui  sépare  les  deux  termes  5 


de  cette  manière 


y/^;  lorsqu' 


on  écnt  > 

27 


on  n'indique 


pas  la  racine  carrée  de  la  fraction  --^,  mais  le  quotient  de  la 

division  de  la  racine  carrée  de  34 1  par  le  nombre  27,  Lorsque 
Ton  a  à  exprimer  la  racine  d'un  polynôme,  on  prolonge  la 
barre  du  radical  sur  toute  la  quantité,  ou  l'on  emploie  des  pa- 
renthèses. Ainsi,  pour  la  racine  carrée  de  a' —  2û'iH-4ft*î 

on  écrit  ^a^  —  2 a* i  -h  4  *'>  ^ti  sl[a^ — 2fl*A-+-4^*)- 

148.  Le  carré  d'une  quantité  négative  étant  positif,  une 
quantité  positii^e  a  deux  racines  carrées,  l'une  positive. 
Vautre  néguti^^^  et  dont  la  valeur  absolue  est  la  même. 
Le  nombre  25,  par  exemple,  qui  est  le  carré  de  5,  est  aussi  le 
carré  de  — 5;  il  a  donc  deux  racines  carrées,  +5  et  — 5. 
Tout  nombre  plus  grand  ou  plus  petit  que  5,  pris  positivement 
ou  négativement,  donnera  un  carré  différent  de  25  ^  par  con- 
séquent, -1-5  et  — 5  sont  les  seules  racines  carrées  de  a5. 

Une  quantité  négatii^  na  pas  de  racine  carrée.  Suppa- 
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sons,  par  exemple,  que  Tod  demande  la  racine  carrée  de  —  25^ 
la  valeur  absolue  de  cette  racine  ne  pourrait  être  que  5  ;  or  le 
nombre  5,  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  a  pour 
carré  -+-  aS  ;  il  n'existe  donc  aucune  quantité  positive  ou  néga- 
tive dont  le  carré  soit  égal  à  —  25.  On  dit,  par  cette  raison, 
que  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative  est  imaginaire. 
Par  opposition,  les  quantités  positives  et  négatives  sont  appe- 
lées quantités  réelles. 

Pour  les  racines  des  différents  degrés,  les  règles  des  signes 
dans  la  multiplication  conduisent  aux  propositions  suivantes  : 

La  racine  d'un  degré  pair  d^une  quantité  positii^e  a  indif" 
féremment  le  signe  -+-  ou  le  signe  — . 

La  racine  éEun  degré  impair  d'une  quantité  positii^e  ou 
d'une  quantité  négatii^e  a  le  signe  de  cette  quantité, 

Im,  racine  d*un  degré  pair  d'une  quant àé  négatii^e  est  ima^ 
ginaire. 

Racines  carrées  des  monômes. 

149.  Diaprés  les  règles  de  la  multiplication ,  on  fait  le  carré 
d^un  monôme  entier  en  faisant  le  carré  du  coefficient  et  dou- 
blant les  exposants  des  lettres.  On  fait  le  carré  d'une  fraction 
en  faisant  les  carrés  des  deux  termes. 

Il  en  résulte  qu'O/i  obtient  la  racine  carrée  d'un  monôme 
entier  en  prenant  la  racine  carrée  du  coefficient  et  diuisant 
les  exfjosants  des  lettres  par  2. 

On  obtient  la  racine  catrée  d'une  fraction  en  prenant  les 
racines  cairées  des  deux  termes. 


Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  148,  on  peut  don- 
ner à  la  racine  le  signe  -|-  ou  le  signe  — . 

150.  Lorsqu'une  racine  d'un  nombre  n'est  exprimée  exac- 
tement ni  par  un  nombre  entier,  ni  par  un  nombre  fraction- 
naire, ou  dit  qu%lle  est  incommensurable ^  parce  qu'elle  n'a 
pas  de  commune  m^ure  avec  l'unité.  Les  nombres  incommen- 
surables sont  aussi  appelés  irrationnels^  parce  qu'ils  provien- 
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nent  des  rapports  ou  raisons  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'être 
évalués  exactement 5  on  dit,  au  contraire,  que  les  nombres 
entiers  ou  fractionnaires  sont  commensurables  ou  rationnels . 
On  appelle  de  même  expressions  ou  quantités  irrationnelles 
les  racines  des  quantités  littérales  qui  ne  peuvent  être  expri- 
mées sans  le  signal  radical  ;  expressions  ou  quantités  ration- 
nelles toutes  celles  qui  ne  renferment  que  les  signes  des  quatre 
premières  opérations. 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré'. 

151.  On  nomme  ra<i/V?a/ non-seulement  le  signe  par  lequel 
on  indique  une  racine,  mais  aussi  la  racine  elle-même. 

Le  radical  ^A  pourrait  être  regardé  comme  comprenant  les 
deux  racines  carrées  de  A,  mais  il  est  préférable  de  suppo- 
ser que  lorsqu'il  n'est  précédé  d'aucun  signe ,  ou  lorsqu'il  est 
précédé  du  signe  -f-,  il  ne  représente  que  la  racine  carrée  posi- 
tive, qu'on  nomme  la  valeur  arithmétique^  et  pour  indiquer  à 
la  fois  les  deux  valeurç,  on  place  devant  le  radical  le  double 
signe  zh. 

152.  On.  dit  que  des  quantités  radicales  sont  semblables 

lorsqu'elles  sont  formées  avec  le  même  radical^  comme  5  sj^ab^ 

Z^iab^    3(c-hd)  ^2ab. 

Pour  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales  sembla- 
bles, il  faut  ajouter  ou  soustraire  les  facteurs  rationnels  et 
multiplier  le  résultat  par  le  radical  commun.  Ainsi 


5^2ab  H-  3  ^2ab  =  8  ^2ab , 

5\2ab  —  3^2ab  =  2^2aby 

3a^  ±2b  \/c  =  {3a±2b)^c. 

La  somme  et  la  différence  de  deux  quantités  radicales  dis- 
semblables, comme  3  V^  -h  2  y/î,  3  v/â — 2  \/J,  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles de  réduction. 

153.  On  multiplie  et  F  on  dii^ise  F  un  pai^V  autre  deux  ra- 
dicaux du  second  degré,  en  faisant  la  multiplication  ou  la 
dii^ision  des  quantités  placées  sous  le  signe  radical,  et  mettant 
le  résultat  sous  un  radical  du  même  degré. 
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Il  faut  démontrer  que 

Or  le  carré  du  produit  si  a  X  y/A  est  [sJaY  X  (v^*)'  ou  a  X  6  ; 
donc  slaXsJb  est  la  racine  carrée  de  axb.  De  même,  le 

carre  de  -=  est  r-r-T..'*  ou  -r-,  donc  -=  est  la  racine  carrée  de  -r* 
On  trouve  au  moyen  de  ces  règles , 

3 «  v/8^ X  5  V^^  =  ^  v/ re^  =  ^- X  4 ^  =  1 5 « ^ ; 
4  4  4 


3.v^:|s/a-ï=ljfv^  =  ^ 


€7. 


154.  En  formant  les  puissances  successives  de  s/a^  on  ob- 
licnt  les  résultats  suivants  : 

{sf^y  =  a\      {s/ZY  =  a'sJâf 
etc. 

Les  puissances  de  degrés  pairs  sont  des  quantités  ration- 
nelles, et  les  puissances  de  degrés  impairs  sont  le  radical  lui- 
même  multiplié  par  des  quantités  rationnelles. 

155.  On  a  par  le  n°  153, 

y/Â^  =  V^»  X  \[b  =^  nsfb. 

Donc ,  Lorsqu'une  quantité  placée  sous  un  radical  du  second 
degré  contient  des  facteurs  qui  sont  des  carrés  y  on  peut 
prendre  les  racines  de  ces  facteurs  et  les  écrire  hovs  du  signe 
radical  y  en  conservant  sous  ce  signe  les  autres  facteurs ,  C'est 
ce  qu'on  appelle  yàire  sortir  des  facteurs  du  radical.  Réci- 
proquement, Lorsqu'un  radical  est  multiplié  par  un  facteur 
rationnel  y  on  peut  supprimer  ce  facteur  en  multipliant  la 
quantité  qui  est  sous  le  radical  par  son  carré.  C'est  ce  qu'on 
appelle  faire  entr^^  facteur  sous  le  radical, 

156.  La  simplification  des  quantités  sous  les  radicaux  peut 
rendre  semblableè  des  quantités  qui  paraissent  dissemblables. 
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Ainsi,  Ton  trouve  par  ce  moyen 

2  v/i8-|-  3v/5o  —  7VB  =  6  v/2  +  i5  V'a  —  i4  V^  =  7  V^2  =  \/^, 

3a\/8b^c'  -+-  s/^bd'  =  Gabcs/^I  -h  d^zb  z=  (6abc  -+-  d)\f^. 

Dans  le  premier  exemple,  après  les  opérations  qui  ont  donné 

7  V^,  on  fait  entrer  le  facteur  7  sous  le  radical,  parce  que,  de 
cette  manière,  le  calcul  se  réduit  à  l'extraction  d'une  racine 
carrée  qu'on  peut  obtenir  immédiatement  avec  telle  approxi- 
mation que  l'on  veut. 

Pour  simplifier  autant  qu'il  est  possible  une  quantité  mo- 
•nôme  sous  un  radical  du  second  degré,  on  décompose  le  coef- 
ficient en  facteurs  premiers.  Après  la  suppression  de  tous  les 
facteurs  numériques  et  littéraux  dont  la  racine  carrée  peut 
être  extraite,  il  reste  seulement  sous  le  radical  les  premières 
puissances  des  facteurs  premiers  et  des  lettres  qui  ont  des  ex- 
posants impairs. 

157.  Les  fractions  dont  le  dénominateur  contient  des  radi- 
caux peuvent  être  remplacées  par  d'autres  équivalentes  dont  le 

dénominateur  est  rationnel. 

3 
Soit  d'abord  la  fraction  — ;^«  On  multiplie  les  deux  termes 

r  ..33^5 

par  yS  5  on  a  ainsi  — —  =  — ^.  On  peut  faire  entrer  sous  le 

2  v5         *^ 
radical  le  facteur  3  et  le  diviseur  10^  par  là  l'expression  pro- 
posée est  réduite  à    vo,45. 

Pour  la  fraction  — — — - — —  9  on  multiplie  les  deux  termes 

par  2  ^  -f-  3  y/a  •,  on  trouve  ainsi 

y?     ^  -  v^j^y^t^  ^U  W35  4-  3  S/T4.  ' 


On  a  pareillement 

a        _  g (y/p  —  y/y)        a^—a\[q 
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Soit  encore  la  fraction 


\/iï  4-  v(p  -h  V^ 

Si  Ton  multiplie  d'abord  les  deux  termes  par  ^n-\-^p  —  sjq^ 
ou  obtiendra  une  fraction  équivalente  dont  le  dénominateiu* 

sera  {s]n  +  >Jp)  —  q^   ou  n-^  p  —  y-l-a  sinp  ;  et  en  multi- 

pb'ant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  n  +/? — q  —  a  V^» 
on  aura  une  expression  dont  le  dénominateur  sera  entière- 
ment délivré  de  radicaux. 

On  peut  toujours  parvenir,  par  des  opérations  semblables,  à 
rendre  le  dénominateur  rationnel  ^  quel  que  soit  le  nombre  de 
radicaux  qu'il  contienne;  mais,  comme  il  est  rare  qu'on  ait  à 
faire  de  pareilles  transformations  dans  d'autres  cas  que  ceux 
que  nous  avons  considérés,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la 
démonstration  de  cette  proposition. 

Du  cairé  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme. 

158.  On  a  trouvé,  en  multipliant  le  binôme  a-\-b  par  lui- 
même  {n°  33), 

{a  -h  by  =  tf'  H-  2aè  -H  A*. 

Pour  obtenir  le  carré  du  trinôme  a-^-b  -^c^  on  peut  consi- 
dérer d'abord  a  +  b  comme  un  seul  terme  ;  on  trouve 

{a-^  b  -hc)»  =  (a  4-^)*4-  a(fl  4- A)<?-f-^* 
=r  a'  4-  ^ab  -h  6'  4-  ^ac  -h  ^bc  H-  c^. 

On  obtient  pareillement ,  en  considérant  a  +  b^  c  conmie 
un  seul  terme , 

(fl  -^  ^  4-  c  4-  £/)'  =  («4-  ^  -f-  c)»  -H  2  («  4-  ^  -h  c)  rf  4-  1/» 
=  a' 4-  2  «^  4-  6'  4-  2  «c  4-  2  ^c  4-  c*  4-  2flfrf  4-  2  ^rf  4-  2  rrf  4-  <5?'. 

Sans  aller  plus  loin,  on  peut  conclure,  par  analogie,  que  Le 
duré  d'un  polynôme  est  formé  du  carré  du  premier  terme, 
plus  deux  fois  le  produit  du  premier  terme  par  le  second, 
plus  le  carré  du  second,  plus  deux  fois  le  produit  de  chacun 
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des  deux  premiers  termes  par  le  troisième,  plus  le  carré  du 
troisième;  ainsi  de  suite. 

On  peut  dire  aussi  que  le  carré  d'un  polynôme  se  compose 
de  la  somme  des  carrés  de  tous  les  termes ,  et  du  double  de  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces  termes. 

159.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  à  extraire  la  racine 
carrée  d'un  polynôme. 

Le  polynôme  proposé  étant  le  produit  de  deux  facteurs 
égaux  à  la  racine  cherchée,  si  l'on  ordonne  ce  polynôme,  son 
premier  terme  sera  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine  or- 
donnée par  rapport  à  la  même  lettre.  Par  conséquent ,  eu  ex- 
trayant la  racine  carrée  du  premier  terme,  on  obtiendra  le 
premier  terme  de  la  racine.  Représentons  ce  terme  par  a,  dé- 
signons par  r  l'ensemble  des  autres  termes  de  la  racine  et  par 
P  le  polynôme  proposé  5  on  aura 

P  =  («  -h  r)^  =  a'  -f.  aar  H-  r\ 

En  retranchant  du  polynôme  P  le  carré  du  terme  a ,  et  dé- 
signant le  reste  par  R,  il  viendra 

R  =  P  —  rt»=  rX  (2a  -f-  r). 

Le  reste  R  étant  le  produit  des  deux  polynômes  /•  et  2  a -+-/•, 
et  a  étant  le  premier  terme  de  la  racine  ordonnée,  le  i**^  ternie 
de  R  est  le  produit  de  ia  par  le  i*'^  terme  de  r,  lequel  est  le 
2^  ternie  de  la  racine.  Donc,  en  divisant  le  i®^  terme  de  R  par 
2  a,  on  aura  le  2®  terme  de  la  racine.  Représentons  par  b  ce 
2®  ternie,  et  désignons  par  r'  la  somme  de  tous  les  autres  termes 
de  la  racine;  on  aura 

p  =  (fl  4-  ^  +  r')'  =«'-}-  2ab  -h  6'  -h  2  ar'  -h  2  br'  -h  r'\ 

Si  Ton  retranche  de  P  la  quantité  a*  -H  2 «i  -H  6*,  ce  qui  se 
réduit  à  retrancher  de  R  la  somme  2aA-|-  &*,  formée  du  double 
produit  du  i^'  terme  de  la  racine  par  le  2*  et  du  carré  du 
2*  terme,  on  aura,  en  nommant  R'  le  reste, 

R'  =  P— («'H-  2ab  4-  ^^)  =  R— (2a6+^')=/''x(2«-l-2^-}-r'); 

et  en  raisonnant  comme  précédemment ,  on  verra  que,  jîour 
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trouver  le  3®  terme  de  la  racine,  il  faudra  diviser  le  i""  terme 
•    du  reste  R'par  2 a. 

On  trouve  dans  cette  explication  la  règle  suivante  : 
Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  polynôme  P,  ordonnez^ 
le  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  croissantes 
d'une  lettre^  prenez  la  racine  carrée  du  i^^  terme ^  "vous  au- 
rez le  1^'  terme  de  la  racine.  Retranchez  le  carré  de  ce 
terme  du  polynôme  P,  vous  obtiendrez  un  reste  R,  Dii^isez  le 
I*'  terme  de  R  par  le  double  du  1®^  terme  de  la  racine^  vous 
aurez  le  a*  terme.  Retranchez  du  reste  R  le  double  produit 
du  i®*"  terme  de  la  racine  par  le  2*  et  le  carré  du  2®,  vous  au- 
vez  un  second  reste  R'.  Divisez  le  i®*"  terme  de  ce  second  reste 
par  le  double  du  i®"^  terme  de  la  racine,  vous  aurez  le  3®  teime. 
Retranchez  de  R'  le  double  de  la  somme  des  deux  premiers 
termes  multipliés  par  le  3®  et  le  carré  du  3®  terme,  vous  aurez 
un  troisième  reste  R"'.  Divisez  le  i"  terme  de  ce  troisième 
reste  par  le  double  du  i®*"  terme  de  la  racine  y  vous  aurez  le 
4®  terme.  Ainsi  de  suite,  (Il  doit  être  entendu  que  les  restes 
R,  R',  R'',  etc.,  sont  ordonnés  de  la  même  manière  que  le 
polynôme  P.) 

Le  i*''^  terme  du  premier  reste  R  est  toujours  le  a*'  terme  du 
polynôme  P-,  de  sorte  que  les  deux  premiers  termes  de  ce 
polynôme  font  connaître  immédiatement  les  deux  premiers 
lermes  de  la  racine. 

160.  Lorsque  le  polynôme  P  est  un  carré,  les  opérations 
prescrites  par  la  règle  ci-dessus  conduisent  à  un  reste  nul  5  car 
on  obtient  successivement  tous  les  termes  de  la  racine,  et  après 
la  soustraction  qu'on  exécute  quand  on  a  obtenu  le  dernier 
terme ,  ou  a  retranché  du  polynôme  proposé  toutes  les  parties 
qui  le  composent. 

Réciproquement,  lorsqu'on  parvient  à  un  reste  nul,  le  po- 
lynôme proposé  est  un  carré,  et  celui  qu'on  a  obtenu  en  est 
la  racine. 

161.  Les  opérations  étant  les  mêmes  pour  l'extraction  de  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  que  pour  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier,  on  dispose  le  calcul  de  la  même 
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manière;  c'est  ce  qu  on  voit  dans  l'exemple  ci-dessous  : 

P  =x*— 6flx*-+-i5a*J:*— -  20a"x"H-i5a*x' — 6a"xH-<i*  j     x*— 3aar*H- 3a*ar  —  «• 


-f.6ax* —  ga*x* 


2x'—  3tfX* 


a* 


2x«— 6ax*-H3a*x 
2x' — 6ûx'-|-6a"x—  a* 


R' =  -+-  6a'x*— 20û»x*-f-i5fl*x*— 6a»x-|- 

—  6a'jr*-i-i8a'x*—  90*  x* 

R^sr:  —    2a*x*-h  6a*x*— 6fl*x-Ha* 

-+-    2fl'x* —  6 /!*«'-+- 6  a*  X fl* 

R*=  o 

Le  polynôme  proposé  étant  ordonné,  on  prend  la  racine 
carrée  du  i®""  terme  a:*  ;  on  a  ainsi  le  i®'  terme  x*  de  la  racine. 
On  retranche  du  polynôme  P  le  carré  de  x^  ;  le  reste  R  est  le 
polynôme  P  dans  lequel  on  a  effacé  le  terme  x^.  On  divise  le 
2®  terme  —  6ax'^  de  P,  par  le  double  du  i"  terme  de  la  ra- 
cine, c'est-à-dire  par  2X^  :  le  quotient  est  —  iax*.  On  écrit  ce 
quotient  à  la  racine  et  à  côté  de  2x'  5  on  multiplie  ax' —  3ûx* 
par  — Zax*^  et  Ton  retranche  le  produit  du  reste  R,  ce  qui 
donne  le  reste  R'.  On  divise  le  i®**  terme  6a*x^  de  R'  par 
2X^  :  le  quotient  est  H-  3û*x.  On  place  ce  quotient  à  la  ra- 
cine et  à  côté  du  double  des  deux  premiers  termes  ;  on  multi- 
plie 2X^  —  6ax*  -hia^x  par  -|-3û*j:,  et  l'on  retranche  le 
produit  du  reste  R',  ce  qui  donne  le  3®  reste  R''.  On  divise  le 
i***  terme  —  aa'x'  de  R''  par  2 a?'  :  le  quotient  est  —  a*.  On 
écrit  —  a'  à  la  racine  et  à  côté  du  double  des  trois  premiers 
termes;  on  multiplie  20:^  —  600:*+ 6a' a:  —  a'  par  — a', 
et  l'on  retranche  le  produit  de  R'',  ce  qui  donne  le  4*  reste  R'^', 
qui  est  zéro.  Il  suit  de  là  que  la  racine  du  polynôme  P  est 
x^ —  iax*-h  3a* j: —  a'. 

162.  Quand  on  a  ordonné  suivant  des  puissances  décrois* 
santés,  on  reconnaît  que  l'opération  ne  se  terminera  pas  lors- 
qu'on est  conduit  à  mettre  à  la  racine  un  terme  dans  lequel 
l'exposant  de  la  lettre  d'ordre  est  moindre  que  la  moitié  de 
l'exposant  qu'elle  a  dans  le  dernier  terme  du  polynôme  pro- 
posé ;  car,  si  l'opération  se  terminait ,  le  dernier  terme  de  ce 
polynôme  serait  le  carré  du  dernier  terme  de  la  racine.  Par 
conséquent,  l'exposant  de  la  lettre  d'ordre  dans  le  dernier 
terme  du  polynôme  serait  le  double  de  l'exposant  du  dernier 
terme  de  la  racine:  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
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Par  un  raisonnement  semblable,  lorsqu'on  a  ordonne  sui- 
vaot  des  puissances  croissantes ,  on  reconnaît  que  l'opération 
ne  se  terminera  pas  quand  on  est  conduit  à  mettre  à  la  racine 
un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  la  lettre  d'ordre  surpasse 
la  moitié  de  l'exposant  qu  elle  a  dans  le  dernier  terme  du  po- 
lynôme. 

163.  Lorsqu'un  polynôme  ne  contient  aucun  dénominateur 
littéral  ou  numérique,  on  est  certain  que  ce  polynôme  n*est 
pas  un  carré  quand  on  obtient  un  reste  dont  le  premier  terme 
n'est  pas  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine. 
On  reconnaît  aussi  qu'un  polynôme  ordonné  n'est  pas  un 
carré  lorsque  le  premier  terme  et  le  dernier  ne  sont  pas  de» 
carrés.  Mais  il  j  a  sur  ces  cas  d'impossibilité  plusieurs  obser- 
vations à  faire. 

Examinons  d'abord  le  cas  où ,  en  cherchant  la  racine  d'un 
polynôme  qui  ne  contient  pas  de  dénominateurs  et  dont  le 
premier  terme  est  un  carré,  on  parvient  à  un  reste  dont  le 
premier  terme  n'est  pas  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine.  Il  est  clair  que ,  si  le  polynôme  avait  une 
racine  exacte ,  cette  racine  contiendrait  des  dénominateurs.  Or 
on  conçoit  que  le  carré  d'une  quantité  fractionnaire  ne  peut 
pas  être  une  quantité  entière  ;  et  l'on  peut  démontrer  cette 
proposition  de  la  même  manière  que  pour  les  nombres ,  au 
moyen  des  principes  sur  les  facteurs  premiers  des  quantités 
algébriques ,  qui  seront  exposés  dans  la  suite.  L'opération  est 
dont  impossible. 

Quand  les  dénominateurs  qu'il  faudrait  mettre  à  la  racine 
contiennent  la  lettre  d'ordre ,  on  est  assuré  que  l'opération  ne 
se  terminera  pas,  parce  que  la  racine  renfermerait  alors  de» 
termes  dans  lesquels  les  exposants  de  cette  lettre  seraient 
Bioindres  que  la  moitié  de  son  plus  faible  exposant  dans  le 
polynôme  proposé. 

164.  Supposons  maintenant  que  le  premier  terme  du  poly- 
nôme ne  soit  pas  un  carré.  Il  est  clair  que  le  polynôme  n'est 
pas  le  carré  d'une  quantité  rationnelle-,  mais,  si  l'on  effectue 
l'opération,  en  exprimant  la  racine  carrée  du  premier  terme 
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avec  le  signe  radical ,  il  pourra  arriver  que  l'on  parvienne  à 
un  reste  nul.  Dans  ce  cas,  on  aura  une  racine  exacte. 

Représentons  la  racine  du  premier  terme  par  a  \lm ,  a  étant . 

un  facteur  rationnel ,  et  y/m  un  radical  irréductible  (n^  155)  *, 
le  second  terme  de  la  racine,  qui  s'obtient  en  divisant  le 

second  terme  du  polynôme  par   lasfrri^   sera  de   la   forme 

ou  — — .  La  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  ra- 
slm  ^ 

cine  revenant  à  (  a  4 —  )  y/m ,  le  carré  de  cette  somme  sera 

rationnel  :  par  conséquent  le  reste  qu'on  obtiendra  en  sous- 
trayant ce  carré  du  polynôme,    sera    également   rationnel; 

et  en  divisant  le  premier  terme  de  ce  reste  par  *xas[ni^  on 
obtiendra  pour  le  troisième  terme  de  la  racine  une  quantité  de 

la  forme  --=  ou  —  ^rn.  On  verrait  de  même  que  le  quatrième 

terme  de  la  racine  sera  d'une  forme  semblable  •,  et  ainsi  de  suite. 
Donc,  quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  nul ,  on  aura  pour  la 

racine  une  quantité  de  la  forme  ia-\ 1 h  etc.  j  y/m  ; 

c'est-à-dijje,le  produit  d'un  polynôme  rationnel  par  un  facteur 
irrationnel  provenant  seulement  de  la  racine  carrée  du  pre- 
mier terme  du  polynôme-^ 

On  peut  trouver  cette  racine  par  des  calculs  plus  simples  ; 
car,  si  l'on  multiplie  lout  le  polynôme  proposé,  dont  le  pre- 
mier terme  est  a^m^  par  m,  on  aura  un  produit  dont  le 
premier  terme  sera  un  carré*,  la  racine  de  ce  produit  sera 

am  -f-  i  4-  c  -h  etc.,  et  en  la  divisant  par  ^m  on  obtiendra  la 
racine  cherchée. 

Considérons ,  par  exemple ,  le  trinôme  ax^  -^  bx-j-  c.  ha. 

racine  carrée  du  premier  terme  est  x  s/ a.  En  divisant  bx  par 

2X^ny  on  obtient  pour  le  second  terme  de  la  racine  — ■='-, 

7.sja 

et  en  retranchant  de  bx  -{-  c  le  produit  de  ^x^a  -\ =  par 

^  1  ^^  T  •       ^  9  7  '         . 

— -=z  9  on  a  le  reste  c  —  >—  •  Le  tnnome  ax  -f-  nx  -f-  c  n  est 
2  v/«  4  « 
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donc  pas  un  carré  ;  maîd  si  l'on  attribuait  aux  coefficients  a, 

b,  Cy  des  valeurs  telles,  qu'il  en  résultât  c  —  7-  =o,  ou 

b*  =  4^c^  ce  trinôme  aurait  une  racine  rationnelle  par  rap- 

*  •         -^       r         b 

port  a  ar,  qui  serait  x\a 


2\la 

Si  l'on  multiplie  le  trinôme  proposé  par  o,  le  produit  est 
a* x*  -H  bax  +  ca.  En  extrayant  la  racine  carrée  de  cette  quan- 
tité, on  obtient  le  binôme  ax  -\ — 9  et  Ton  a  un  reste  indépen- 


2 

b' 


daDt  de  Xj  qui  est  ac:—j-  Quand  ce  reste  est  nul,  c'est-à- 
dire  quand  on  a  b^=  4^c^  la  racine  est  exacte,  et  en  la  di- 
visant par  v/«,  on  trouve  pour  la  racine  de  tix*  -4-  ix  -+-  c  la 
même  valeur  que  précédemment. 


^\ 


^ 


8 


m4. 


CHAPITRE  CINQUIEME. 

ÉQUATIONS    ET    PROBLÈMES    DU    SECOND    DEGRÉ. 


Résolution  des  équations  du  second  degré  à  une 

inconnue. 

165.  Une  équation  du  second  degré  à  une  inconnue,  après 
les  réductions,  ne  doit  contenir  que  le  carré  et  la  première 
puissance  de  l'inconnue  avec  des  quantités  connues^  en  consé- 
quence ,  elle  est  de  cette  forme 

(i)  rta:'4-  bx  z=i  c^ 

a,  i,  c,  étant  des  quantités  connues  positives  ou  négatives, 

166.  La  première  puissance  de  l'inconnue  peut  manquer; 
on  a  alors  6  =  o,  et  l'équation  est 

(2)  flX'=C.  ^ 

En  divisant  les  deux  membres  par  a,  on  conclut 
(3)  ar»  =  -. 

Le  carré  de  Tinconnuc  x  devant  être  égal  à  -»  les  valeurs  de  x 

a 

sont  les  racines  carrées  de  -9  ou 

a 


(4)  ^=^\J-a 


Lorsque  -  est  une  quantité  positive,  la  formule  (4)  donne 

deux  valeurs  réelles  de  x.  Quand  cette  quantité  est  négative, 
les  valeurs  de  x  sont  imaginaires  (n°  148)  ;  l'équation  est  im- 
possible. 

167.   On  pourrait  croire  que,  pour  passer  de  l'équation  (3) 
à  la  formule  (4)5  ou  extrait  la  racine  carrée  de  chaque  mem* 
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We*,  et  que,  puisque  la  racine  carrée  de  x*  est  — x  aussi  bien 
que  -h  X,  on  doit  écrire,  en  désignant ,  pour  abréger,  le  second 

membre  de  l'équation  par  t,  dbA:=di  ^b.  Mais  l'inconnue 
ayant  été  représentée  simplement  par  la  lettre  x  sans  aucutt 
signe  ou  avec  le  signe  -|- ,  c'est  la  valeur  de  x  que  l'on  doit 
"Chercher,  et  non  pas  celle  de  — x.  D'ailleurs,  en  combinant 
de  toutes  les  manières  les  signes  des  deux  membres  dans  Té-^ 

quation  ±x:=±^h^  on  trouve  -ha:=-h  v^,  -|-x= — y^ 

*— jr  =  -h  y/i,   — 0?=  —  V^  '-i  or  les  deux  dernières  équations 
se  déduisent  des  deux  premières,  en  changeant  les  signes  des 

deux  membres  :  l'équation  zt:x^=±s[b  n'exprime  donc  rien 

de  plus  que  x=^±  sjb. 

i68.  Lorsque  la  quantité  connue  c  est  nulle^  Téquation  (i) 

devieal 

ax^  -^  bx  =  o  y     ou  X  (ûj:  -f-  6  )  =  o. 

Cette  équalicm  est  satisfaite  par  x  =  o  •,  et  on  la  vérifie  aussi 
en  posant  ax-i-  0  =  0,  d  ou  x  = 

169.  Considérons  à  présent  l'équation  complète 

ax*  -^  bx^^  c. 

En  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  a:',  ei  po*- 

b  c 

sant,  pour  abréger,  -  =  p,  ~  =7^  ^^  obtient  l'équation  plus 

simple 

(5)  X* -\- px  z::z  f/ , 

Les  deux  termes  x*  et  px  peuvent  être  considérés  comme 
les  deux  premiers  termes  d'un  carré.  Le  premier  terme  de  la 
tacine  sera  x,  et  le  second  terme  sera  le  quotient  de  px  par  2X 

ou-/;.  Pour  compléter  le  carré,  il  faut  ajouter  à  x'  +  px 

la  carré  de  -  /?,  ou  -r  p*  •,  et  en  ajoutant  aussi  cette  quantité 

au  second  membre,  afin  que  l'équation  ne  soit  pas  altérée,  on 
obtient 

î  1  /  I     \'  I 

X''\-PX  -^-yp^i^zq  -\-  ^p\       ou        {'-P-^lP)     =7^7/»' 


l 
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On  conclut  de  là 


^^'-P^±\jq'h^p'', 


et  en  transposant  le  terme  -p, 


(6)  xz=^lp±^q-^lp\ 

Suivant  la  dernière  formule ,  une  équation  du  second  de" 
gré  a  deux  solutions^  et  lorsque  V équation  est  ramenée  à  la 
forme  x'  -f-  px  ==  q ,  on  obtient  les  valeurs  de  V inconnue 
en  prenant  la  moitié  du  coefficient  de  la  première  puissance 
de  X  en  signe  contraire ,  plus  et  moins  la  racine  carrée  de  la 
somme  que  Von  forme  en  ajoutant  au  carré  de  la  moitié  de  ce 
coefficient  le  terme  indépendant  de  x. 

Les  solutions  d'une  équation  du  second  degré  sont  appelée» 
racines  de  l'équation. 

La  formule  (6)  s'^applique  aux  cas  particuliers  des  n*^*  166 
et  168;  lorsque  p  =  o^  elle  donne   x=^  zh^:j  et  lorsque 

q  =  Oy  on  en  conclut  x  •= p±i/  yp*^  d'où  x  =  0'  et 

x=  — p. 

t70.  Nous  allons  appliquer  la  règle  du  n^  169  à  plusieurs 

exemples,  et  nous  ajouterons  ensuite  la  résolution  de  quelques 

problèmes. 

4                     ï5 
i**"  Exemple. h  i  = • 

Il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  5  à  cet 
effet,  on  multiplie  tous  les, termes  par  le  produit  {cù  —  i) 
(j?  -f-  2).  L'équation  devient 

^x  +  &-+•  x*4-  0?  —  2  =  \5x  —  i5. 

En  transposant  les  termes  et  réduisant,  on  trouve 


x'' —  lox  =  —  21  ; 


«m  en  conclut 

j7  =  5db  v^25  —  Il  ; 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués  ,   ^  =  7  et  a?  =  3. 
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2^  EXBMPIiE.  3x^4-207  =  56. 

On  divise  les  deux  membres  par  le  coefficieiU  3  de  x*^  il 

vient 

,^2         56 

*^3^=T' 

donc 


=-î*v/i  " 


•4 

■      ■  ■  t 

3 


9^3' 
et  en  effectuant  les  <;alculs,  a?=4  et  a?=- 

3*  Exemple.  5x  —  x'=  4» 

Il  faut  changer  les  signes  des  deux  membres ,  afin  que  le 
carré  de  l'inconnue  soît  affecté  du  signe  H-.  L'équation  de- 
vient ainsi 

X^  —  5  JT  = 4  î 

on  en  déduit 


=l*v/f 


4' 

X  ^  ^     et    or  =  I . 

4*  Exemple.  7  x^  —  iij:  =  23. 

En  agissant  comme  dans  le  2*  exemple,  on  trouve 


14- V  («4)'     7 


Pour  effectuer  les  calculs ,  il  faut  réduire  au  même  déno- 
minateur les  deux  fractions  qui  sont  sous  le  radical.  Or 
14  =  7X2,  donc  i4'=7'X2*;  il  faut  donc  multiplier 
les  deux  termes  de  la  seconde  fraction  par  4X7.  On  trouve 

ainsi 

1 1  _.       /  765  1 1  ±  Jn65 

i4     V  (i4)'  4 

La  racine  carrée  de  766  ne  peut  pas  s'obtenir  exactement; 
en  la  calculant  à  moins  d'un  centième,  on  trouve  27,655  il 
en  résulte  que  les  valeurs  de  x  sont ,  à  moins  d'un  centième , 
2,76  et  — 1,18.  Si  Ton  prend,  pour  la  racine  carrée  de  765, 
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le^nombre  2y^66y  qui  est  la  valeur  approchée  de  celte  racine, 
à  moins  d'un  centième,  par  excès,  on  aura  pour  la  racine  né- 
gative de  Téquation  — 1,199  et  cette  valeur  sera  approchée  » 

moins  de  -^^ — >  parce  que  la  division  de  iy^66  — 11  par  i4  se 

fait  sans  reste. 

5*  Exemple.  jf'  —  3a:  =  —  4* 

On  trouve 


je 


=  ?±y/2-4.    o,,    x=5±yC| 


Les  racines  sont  imaginaires. 

Dans  ces  divers  exemples  nous  avons  appliqué  immédiate- 
ment la  r^le  du  n*^  169*,  on  pourrait  répéter  pour  chacun 
d'eux  les  raisonnements  que  nous  avons  employés  à  l'égard  de 
l'équation  générale. 

i®*"  Prob^^ème.  —  Un  marchand  "vend  un  objet  1 1  francs  ^ 
et  y  à  ce  prix,  il  gagne  autant  pour  cent  que  V objet  lia  a 
coûté.  Quel  était  le  prix  d* achat? 

Soit  X  le  prix  que  le  marchand  a  payé  :  le  gain  qu'il  fait 


X  x^ 


sera  x  X ou ;  on  devra  donc  avoir 

loot        100 

X  H =11. 

lOO 

Les  racines  de  cette  équation  sont  a?  =  io  et  ar  =  -^iiOi, 
Suivant  la  première,  le  prix  d'achat  est  de  10  francs.  En  effet, 
puisque  le  marchand  doit  gagner  10  pour  100  sur  ce  prix,  il 

feut  qu'il  gagne francs,  ou  i  franc-,  ce  qui  est  d'ac- 
cord avec  le  prix  de  vente. 

La  racine  négative  est  étrangère  à  la  question.  Car,  en^ 
changeant  dans  l'équation  /r  en  — x^  on  obtient 


x^ 


100 


07  =   I  I, 


et  il  n'y  a  aucun  changement  de  l'acception  dies  quantités 
connues  ou  de  l'inconnue,  qui  puisse  conduire  à  un  énonce" 
conforme  à  cette  nouvelle  équation. 
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2*  Problème.  —  Deux  marchands  vendent  du  drap  à  des 
prix  différents ^  le  premier  vend  3  mètres  de  plus  que  le  se- 
cond, et  les  produits  quils  en  tirent  forment  ensemble 
Z^ojrancs,  Le  premier  marchand  dit  au  second  :  nP aurais 
retiré  i25  francs  du  nombre  de  mètres  que  vous  at^ez  ven^ 
dus.  Le  second  répond  :  Et  moi,  f  aurais  retiré  2^0  francs 
de  ce  que  vous  a^ez  vendu.  Combien  de  mètres  chaque  mar- 
chand  a-t-il  vendu? 

..'  Désignons  par  x  le  nombre  de  mètres  que  le  second  mar- 
chand a  vendus,  le  premier  en  aura  vendu  x  -f-  3.  Celui-ci 
aurait  reçu  laS  francs  pour  x  mètres^  donc  il  recevait  pour 

un  mètre \  et  comme  il  a  vendu  a?  4-  3  mètres ,  il  a  retiré 

de  cette  vente -*  Le  second  marchand  aurait  reçu 

X 

240  francs  pour  x-\-'i  mètres;  donc,  pour  un  mètre,  il  rece- 
vait — i--;  et  comme  il  a  vendu  x  mètres,  il  a  retiré  de  sa 

2^0  »I7 

vente    ^    ^.  On  a  donc 

jc  -f-  3 

aioo:        125  (j:  -f-  3)       «^ 
^    ^  H ^ =  35o- 


Cette  équation  devient ,  par  les  réductions , 

j?' —  20X  -f-  ^5  =  o; 

les  racines  sont  a:  =  i5  et  a?  =  5. 

Le  problème  admet  donc  deux  solutions  :  suivant  l'une,  le 
second  marchand  a  vendu  1 5  mètres ,  et  le  premier  en  a  vendu 
i8-,  suivant  l'autre  solution,  le  second  marchand  a  vendu 
5  mètres,  et  le  premier  en  a  vendu  8. 

3*  PaoBLÈME.  —  On  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap 
pour  540  francs  ^  si  l'on  aidait  reçu  pour  la  même  somme 
3  mètres  de  plus,  le  mètre  aurait  coûté  i5  francs  de  moins. 
Combien  a-t-on  acheté  de  mètres? 

Désignons  par  x  le  nombre  cherché;  le  mètre  aura  coûté 

Si  l'acheteur  avait  eu  a:  -f-  3  mètres  pour  54o  francs, 


X 


1  5io^^ 

te  mètre  serait  revenu  à  — — 5*,  et  puisqu'il  eût  alors  coulé 

X    ~T~    "5 
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i5  francs  de  moins  que  dans  le  premier  cas^  il  faut  que  Ton  ait  * 

540    _54o_  ^g  y 


X  -f-  3         a: 

En  faisant  les  réductions ,  on  trouve 

a?'-h  3J:  =  108; 
d'où 

x  =  g     et     xz=: — 12.  •• 

La  racine  positive  a?  =  9  satisfait  à  la  question ,  et  il  esC 
aisé  de  le  vérifier.   La  racine  négative  x= — 12  fait  cou—' 
naître  que  le  nombre  12  serait  une  solution,  si  l'on  modifiait,, 
la  question  de  manière  qu'elle  se  traduisit  par  l'équation 

540  54o         ^  54o        540        ^ 

J^.    o=-^-i5,     ou     -±-  =  ^+15. 

Le  problème  s'énoncerait  alors  comme  il  suit  :  On  a  acheté 
plusieurs  mètres  de  drap  pour  ^/^o  francs  ;  si  pour  le  même 
prix  on  a^ait  eu  3  mètres  de  moins ,  le  mètre  aurait  coûté 
i5  francs  de  plus.  Combien  a-f-on  eu  de  mètres? 

On  trouverait  x=:  +  i2  et  a:  =  —  §• 

Examen  des  diverses  particularités  des  équations 

du  second  degré, 

\  71 .  Lorsqu'une  équation  du  second  degré  est  ramenée  à  la 
forme  .t*  4-  px  =  9 ,  les  signes  de  /?  et  ç  peuvent  présenter 
quatre  cas  :  i^  p  eiq  positifs;  2**  p  négatif  et  q  positif;  3®  p. 
positif  et  ç  négatif;  ^^  p  et  q  négatifs. 

Pour  rendre  ces  différents  cas  plus  sensibles,  nous  consi-!- 
dérerons  les  quatre  équations  suivantes  : 

(1)  jr*  +  y?j;  =  ^, 

(2)  x' —  px  ^=  q^ 

(3)  x^-^  px  =Z"^  qy 

(4)  x'  — />x==— ^; 

de  cette  manière  p  eiq  seront  toujours  des  quantités  positives. 
Dans  le  cas  de  l'équation  (i)  on  a 


(5) 


X  =  -^-p±^'^p'-^q. 
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Pour  l'équation  (2),  il  faut  changer  p  en  — />,  ce  qui  donne 


(6)  ^  =  ÏP^\/\ 


P' 


Les  racines  de  Téquation  (3)  diHereut  de  celles  de  Féqua» 
lion  (i)  en  ce  que  q  est  changé  en  — ^;  de  sorte  qu'elles 
sont 


(7) 


^=-Îa'±\/^/''-?- 


Pour  l'équation  (4)  ?  il  ^lut  remplacer  p  par  — p  dans  la  for- 
mule (7);  donc 

(8)  x  =  i;,±y/iy,'-î. 

Considérons  d'abord  les  formules  (5)  et  (6).  La  quantité 
sous  le  radical,  jp*  -h  ^,  est  positive,  puisqu'elle  est  la  somme 
de  deux  quantités  positives  ;  en  outre,  la  racine  carrée  de  celte 
somme  est  plus  grande  que  -p.  Donc  les  deux  valeurs  de  x 
sont  réelles  :  l'une  est  positive  et  l'autre  est  négative. 

Dans  la  formule  (7) ,  la  quantité  sous  le  radical ,  jp'^  —  ^, 
peut  être  positive,  nulle  ou  négative. 

Lorsque  q<^jp^^  les  deux  valeurs  de  x  sont  réelles;  et 

comnje  la  racine   carrée   de  ^p*  —  q  est  moindre  que  -p, 

ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  l'équation  (3),  qu'elle  ne 
saurait  être  vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  l'inconnue  ; 
car,  pour  une  telle  valeur,  le  premier  membre  est  positif,  il 
ne  peut  donc  pas  être  égal  au  second  membre  qui  est  né- 
gatif. 

Lorsque  ^  =  7  /^*,  on  n'obtient  qu'une  seule  valeur  de  x^ 
qui  est p.  On  dit  alors  que  les  deux  racines  sont  égales. 


122  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

En  remplaçant  q  par  y  p*  dans  Féquation  (3) ,  on 


I    .  /  I     ^» 


.r*  4-  y?a?  -h  -jp^  =o,      ou      [x-\ —  p  \   =0. 

Il  est  clair  que,  pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  faut 
que  Ton  ait 

a:  H — p  =  o,      d  ou     jc  = /?. 

2*^  2  • 


* 


Lorsque  q^jp^^  le  radical  \    jP^  —  q^  est  imaginaife; 

par  conséquent  il  n'existe  aucune  valeur  réelle  de  x  qui  vérifie 
Féquation. 

D'après  la  condition  ^  >  yp*,  on  a  q  =  jp*  -\-  r^  r  dési- 
gnant une  quantité  positive.  En  substituant  cette  valeur  de  q 
dans  l'équation  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  il  vient 


x^  4-  px  -^  y  p^  -^  r  z=i  o^       ou       \x-^ p  \    -Hrrro. 


I 

4 


L'impossibilité  de  vérifier  l'équation  est  ainsi  rendue  mani- 
feste ;  car,  pour  toute  valeur  réelle  de  a:,  la  quantité  (  a:-h  -  ^1 

est  positive,  et  puisque  r  est  aussi  une  quantité  positive,  le 
premier  membre  ne  peut  pas  être  nul . 

Toutes  les  observations  qui  viennent  d'être  faites  à  l'égard 
de  l'équation  (3)  et  de  la  formule  (7)  s'appliquent  à  l'équa- 
tion (4)  et  à  la  formule  (8),  avec  cette  seule  différence  que, 
dans  le  cas  de  l'équation  (4)?  lorsque  les  racines  sont  réelles, 
elles  sont  toutes  deux  positives.  On  reconnaît  d'ailleurs  à 
l'inspection  de  l'équation,  qu'elle  n'a  pas  de  racine  négative*, 
car,  pour  une  valeur  négative  de  x^  le  premier  membre  t?st 
positif. 

172.  Lorsque  l'on  réunit  les  termes  connus  et  les  termes 
inconnus  d'une  équation  du  second  degré  dans  un  même 
membre,  elle  prend  la  forme 

(9)  ax'^  -h  hx  -4-  c  =  o. 
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On  oblienl  les  racines  par  la  règle  du  n^  169,  en  divisant  d's- 
bord  les  deux  membres  par  a  et  transportant  le  terme  connu 
dans  le  second  membre  5  on  trouve 


h     .      I  h'         c 
x  = ±1/7 

et  en  réduisant, 


(10)  X 


7.(1 


Suivant  que  Ton  a  5* — ^ac^Q^  b* — 4^^  =  <>9  ^' — 4û^<C^V 
les  racines  sont  réelles  et  inégales,  égales,  ou  imaginaires.  Si  a 
et  c  ont  des  signes  contraires,  la  valeur  du  radical  est  numé- 
riquement plus  grande  que  b  5  par  conséquent,  les  deux  racines 
ont  des  signes  contraires.  Si  a  et  c  sont  des  quantités  de  même 
signe,  la  valeur  du  radical  est  numériquement  moindre  que  b  ; 
par  conséquent,  les  deux  racines  ont  Tune  et  l'autre  le  signe  de 
b 


2a 


173.  Quand  on  fait  dans  la  formule  (10)  a  =  o,  la  racine 
— 1 z —  est  réduite  au  symbole-;    1  autre   racine 

—  devient •  En  introduisant  dans  l'équa- 

2a  •    o 

lion  la  supposition   «  =  o,    on  obtient    bx  -h  c  =  o*^  d'où 

^=^ — -jr*  Il  semblerait  donc  que  la  formule  (10)  n'est  pas 

applicable  au  cas  que  nous  examinons;  mais  la  valeur  finie 

que  l'on   tire  de  Féquation  peut  se  déduire  de  l'expression 

—  h ^  d ()^ Aac 

— ' — -î —   Si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  cette 

fraction  par  i4-  ^è*  —  4ac,  le  numérateur  devient  — ^ac:^ 
on  peut  supprimer  dans  les  deux  termes  le  facteur  2^,  il  vient 

—  2C 

^  .  i/im  /      ?  Gl  en  faisant  dans  celte  expression  ^  =  o,  on 

obtient  — %- 
b 
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Quant  à  la  valeur  infinie  de  t,  elle  fait  connaître  que,  si  la 
quantité  a  s'approchait  de  plus  en  plus  de  zéro,  de  manière  à 
pouvoir  devenir  aussi  voisine  que  Ton  voudrait  de  cette  limite, 

11         ,  .     ,  —  b  —  slb"^  —  iac 

la  valeur  de  x  exprimée  par —    augmenterait 

de  plus  en  plus ,  et  pourrait  s'élever  au-dessus  de  toute  gran- 
deur assignable. 

Cette  conclusion  peut  être  établie  directement  d'après  l'équa- 
tion. A  cet  effet,  divisons  les, deux  membres  par  a:' ,  il  viendra 

b         c 
<H h  —  =  0, 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 


{.I)  -ib  +  - 

X  \  X 


-    =  —  fl. 


Il  est  clair  que  toute  valeur  de  x^  différente  de  zéro  et  de 
l'infini,  qui  véri£e«Ji'équation  (11),  vérifie  aussi  l'équation 
ax*  -f-  6a:  4-  c  =  o,  et  la  réciproque  est  également  vraie. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  fasse  croître  x  positivement 

ou  négativement,  de  manière  que  le  signe  de  5x  -  soit  con- 


traire à  celui  de  a,  A  mesure  que  x  augmentera,  -  diminuera, 

et  quand  la  valeur  de  x  sera  très-grande,  le  facteur  5  -f-  -  aura 
une  valeur  très-peu  différente  de  i;  en  même  temps,  le  fac- 
teur -  aura  une  très-petite  valeur.  Donc  le  premier  membre 

X 

de  l'équation  (11)  aura  lui-même  une  valeur  très-petite.  Nom- 
mons a  la  valeur  qu'il  prend  lorsqu'on  fait  a::  =  6  5  la  valeur 
numérique  de  6  pouvant  être  supposée  aussi  grande  qu'on  le 
voudra.  Si  l'on  conçoit  que  x,  sans  changer  de  signe,  passe 
par  tous  les  états  de  grandeur  entre  6  et  l'infini ,  le  premier 
membre  de  l'équation  (11)  passera  par  tous  les  étals  de  gran- 
deur entre  a  et  zéro^  de  sorte  que,  si  la  quantité  — a  est  com- 
prise entre  a  et  zéro,  l'équation  sera  vérifiée  par  une  valeur 
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ie  X  comprise  entre  6  et  Tinfinî.  Donc,  pour  les  valeurs 
de  «qui  tendent  indéfiniment  vers  la  limite  zéro,  Téquation 
admet  une  racine  dont  la  valeur  numérique  converge  vers 

Imiiui. 

On  déduit  également  de  Téquation  (i  i)  la  racine  —  t  ]  car 

lorsqu'on  fait  dans  cette  équation  <7  =  o,  elle  est  vérifiée  en 

c  c 

posant  5  H —  =  o,  d'où  a:  =  —  t- 

174.  Lorsque  Ton  suppose  à  la  fois  a  =  o  et  A  =  o,  lés 
deux  valeurs  de  x  données  par  la  formule  (lo)  se  réduisent 

l'une  et  l'autre  au  symbole  —  D'un  autre  côté,  si  l'on  intro* 

duit  dans  l'équation  les  suppositions  a  =  o,  &  =  o,  elle  de* 
vient  c=o*,  par  conséquent,  elle  ne  peut  être  vérifiée  par 
aucune  valeur  finie  de  x.  On  est  conduit  à  la  même  conclusion 
en  appliquant  à  chacune  des  deux  valeurs  comprises  dans  la 
formule  (lo)  la  transformation  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  le  numéro  précédent.  Lorsqu'on  fait  a  =  o,  &  =  o,  dans 

rexpression  ==  ?  qu'on  a  trouvée  pour  la  première 

valeur  de  x,  on  obtient '■'  Les  deux  valeurs  de  x  ne  dif- 

o 

férant,  dans  la  formule  (lo),  que  par  le  signe  du  radical,  la 
seconde  valeur  est  équivalente  à .  ;  et  en  faisant 

dans  cette  expression  a  =  o,  fc  =  o,  on  obtient  aussi  — • 

175.  Lorsque  l'on  a  en  même  temps  a=:o,  5  =  o,  c  =  o, 
l'équation  (9)  devient  une  identité  5  ainsi  les  valeurs  de  l'in* 
connue  sont  indéterminées.  Si  l'on  introduit  ces  suppositions 
dans  les  expressions  générales  des  valeurs  de  x  transformées 

comme  ci-dessus,  elles  donnent  l'une  et  l'autre  x  ==  — 

'  0 
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Calcul  numérique  des  deux  racines  de  l'équation 
àx^  H-  bx  +  c  =  o,  quand  a  est  très-petit. 

176.  Lorsque  le  produit  ac  est  un  nombre  très-petit,  le  ra* 
dical  y^é* 4 ac  diffère  très-peu  de  5,  et,  pour  obtenir  la  dif- 
férence   i  -H  v/^*  —  4^^  avec  un  nombre  suffisant  de  chîf-*- 

fres    il  faudrait  calculer  un  grand  nombre  de  chiffres  de  la 
valeur  du  radical.  Cet  inconvénient  n'existe  pas  pour  la  racine 

dont  l'expression  est  II ~ —  .  La  valeur  de  \/i* —  4^^ 

s' ajoutant  à  celle  de  J,  le  nombre  des  chiffres  exacts  de  la 
somme  est  égal  à  celui  des  chiffres  de  la  valeur  du  radical  ;  et 

l'erreur  relative  dans  l'évaluation  de  la  racine ^ — — ^^— 


2,a 


est  du  même  ordre  que  celle  qui  a  été  commise  sur  Vè*  —  4âc^ 

En  nommant  cette  racine  j:"  et  l'autre  x\  on  a  a/^x'  =  --; 

a 

on  conclura  de  là  la  racine  or',  au  degré  d'approximation  rela- 
tive de  la  racine  a/^  On  a  aussi,  suivant  cette  relation,  et  par 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  173, 


b  +  y/6'  —  4^^^ 

On  peut  calculer  x'  par  cette  formule,  en  employant  la  même 
valeur  de  ^b*  —  ac  que  pour  la  racine  o/^ 

177.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

o,oo6jc' +i3  a;  —  i  =  o, 
on  a 

,  _  —13  4-  y/ 169, 024         „       —  1 3  —  V'169,024 

0,012  0,012 

È 
La  racine  carrée  de  169,024  diffère  de  i3  de  moins  de     ^  ^    » 

20 

et  par  conséquent  de  moins  de  0,001 5  il  en  résulte  que,  si  l'on 
voulait  avoir,  d'après  la  formule  ci-dessus,  la  racine  a:',  avec 
cinq  chiffies  exacts,  il  faudrait  pousser  Textraction  de  la  ra* 


J 
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cine  carrée  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal.  Mais  en  calcu- 
lant d'abord  la  racine  od' ^  on  peut  prendre  1 3.  pour  la  valeur 
du  radical  5  il  est  ainsi  évalué  à  moins  de  0,001 ,  et  Ton  en  con- 
clut 0/'=  2166,7,  ^  moins  de  0,1.  On  a  x'  = 


9, 


C*)  Quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  abréger  les  calculs,  en  se  servant 

des  Tables  ordinaires ,  on  n'obtient  la  valeur  de  ^6*  —  4  ^^  qu'avec  six  chiffres 
senlement,  ou  sept  au  plus.  Il  peut  arriver,  si  le  produit  ac  est  très-petit,  qu'on 

ne  connaisse  ainsi  aucun  chiffre  de  la  différence  —  &  -h  ^6* —  l\ac. 

L'incertitade  est  la  même  par  l'emploi  des  logarithmes  pour  la  valeur  de 
^'^—  f\ac^  quand  cette  différence  est  très-petite.  On  a  un  exemple  de  ce  cas  dan» 
l'équation  suivante  : 

5,06277  «'—  357,829x  -H  6335;2i  =  o. 

Le  logarithme  de  fc'  ne  surpasse  celui  de  l\ac  que  de  7  unités  du  dernier  ordre ^ 
et  Ton  voit  par  les  Tables  que  cette  différence  des  logarithmes  correspond  à  une 

différence  des  nombres  égale  environ  à  ^-9  ou  à  0,20.  Si  Ton  admet  qu'en  rai- 
son de  l'inexactitude  des  logarithmes,  la  différence  de  ceux  des  nombres  &'  et 
f\ac  puisse  être  fautive  de  2,  suivant  que  l'erreur  sera  par  défaut  ou  par  excès, 
le  nombre  fr' —  l\ac  sera  plus  grand  que  0,26,  ou  il  sera  plus  petit  que  o,r5; 
la  racine  carrée  de  ce  nombre  pourra  donc  être  plus  grande  que  o,5,  ou  plus 
petite  queo,4>  Cette  incertitude  en  produira  une  de  0,01  sur  la  valeur  de  la  ra- 
cine cherchée  ;  et  comme  cette  racine  est  moindre  que  3C ,  on  ne  connaîtra  pa» 
plus  de  quatre  chiffres. 

Si  Ton  augmente  le  dernier  terme  de  Téquation  de  0,007,  le  logarithme  de 
4  «c  augmentera  de  5  unités  du  dernier  ordre  ;  et ,  à  cause  de  l'inexactitude  de» 
logarithmes,  on  ne  saura  pas  d'une  manière  certaine  si  les  racines  sont  réelles 
ou  si  elles  sont  imaginaires.  Pour  ne  conserver  aucun  doute  ,  il  faudra  faire  les 
opérations  directement. 


13+  V^l69,024 

et  en  prenant  encore  i3  pour  la  valeur  du  radical,  on  obtient 

a:' =  0,07692  à  moins  de  0,00001.  On  trouverait  la  même  i 

valeur  approchée  en  calculant  le  quotient  — ç^ ->  (*)•  \ 

2 1 00,T /^O^OOO  [ 

Pour  obtenir  une  approximation  plus  grande  par  les  mêmes 
moyens,  il  faudrait  calculer  une  valeur  plus  approchée  de  la 
racine  carrée  de  169,024.  Mais  il  est  préférable  de  recourir  à 
une  autre  méthode. 

178.  Si  Ton  applique  au  binôme  iH- m  Ja  règle  du  n*^  159, 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  polynômes ,  on  ob- 
tient les  termes  qui  suivent  : 

(i)  1  +  -.  tt  _  -  a»  -f.        a' 5  a*  H-  -^TT  v> 

2  o  10  120  200 


1 
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En  outre,  les  restes,  à  partir  de  celui  que  Ton  trouve  après 

avoir  obtenu  le  terme  -  u.  sont 

2 

h  n  5  25 

128  012  1024  io3o4 

512"^  T^  i6384  '^  ^  i6384  "       65536  **  * 

etc. 

Les  coefficients  des  termes  du  polynôme  (i)  vont  en  décrois- 
sant •,  par  conséquent ,  lorsque  m  <C  i ,  les  termes  eux-mêmes 
sont  de  plus  en  plus  petits,  et  lorsque  le  nombre  u  est  sensi- 
blement inférieur  à  l'unité,  les  termes  décroissent  très-rapide- 
ment. Dans  chacun  des  restes  successifs,  les  coefficients  des 
termes  vont  aussi  en  décroissant,  et  ces  termes  ont  alternati- 
vement le  signe  -f-  et  le  signe  —  \  il  résulte  de  là  qu'en  sup- 
posant toujours  ii<Ci)  les  restes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs.  Par  conséquent,  lorsqu'on  s'arrête,  dans  le  poly- 
nôme (i),  à  un  terme  négatif,  on  a  une  quantité  plus  petite 
que  la  racine  carrée  de  i  4-  'i  ;  et  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme 
positif,  on  a,  au  contraire,  une  quantité  plus  grande  que  cette 
racine  carrée. 

179.  Les  coefficients  des  termes  du  polynôme  (1)  peuvent  se 
former  d*une  manière  très -simple.    Si   l'on  considère,   par 

exemple,  le  terme  -^  w',  il  est  la  moitié  du  premier  terme  du 

'    s        ï 
-  a  *—  — 

8  64 

Il  suffit  donc  de  former  le  terme  en  m*  dans  ce  resle  ou  dans 

(  I  H —  u  —  5  "*  )  *•  or  ce  terme  (abstraction  faite  du  signe  qui 

doit  être  changé  pour   la  soustraction)    rsl   aX-wX^w*^. 

2  o 

On  reconnaît  de  même  que  le  cintjuièmc  terme  du  poly-»- 


reste  ^  a'  *—  7^  11*  ou  1  H-  u  —  (  1  -h  - 1/  —  «  "*  ) 
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nôme(i)  est  la  moitié  du  terme  en  m*  dans  le  carré  de  la  somme 
de  tous  ceux  qui  précèdent-,  de  sorte  que  son  coefficient  est 

1  I         I         I 

2  10        2        64 

Le  coefiScient  du  sî!!cième  terme  est  scmblabicment 

*         5         II 

180.  On  trouve  un  développement  semblable  au  poly- 
nôme (1)  pour  la  racine  carrée  de  i  —  m,  et  les  coefficients 
sont  les  mêmes;  mais  les  termes,  à  partir  du  second ,  ont  tous 
le  signe  — 5  et  ce  développement  ne  fournit  plus  des  valeurs 
approchées  alternativement  par  excès  et  par  défaut.  C'est 
pourquoi  il  convient  mieux  d'en  employer  un  autre.  On  a 

Quand  le  nombre  u  est  plus  pctîi  que  ->  est  moindre 


que  I .  On  peut  donc  calculer  1/  ï  H — ^jj-  au  moyen  de  la  for- 
mule (i),  en  mettant  au  lieu  de  u  la  valeur  de  la  fraction 
u 

181 .  Revenons  maintenant  à  la  formule  des  racines  de  Féqua- 
lion  du  second  degré.  Lorsque  l'équation  est  ax*-^  bx — c  =  o, 
on  a 

X  rr  • 

la 


(*)  Il  est  manifeste  que,  quelque  loin  que  Ton  pro1on{rc  Vcx  traction  delà 
racine  carrée  de  i  +  u»  les  termes  du  polynôme  que  Ton  obtiendra  se  formeront 
toujours  suivant  la  même  loi.  Mais  d'autres  explications  seraient  nécessaires 
pour  établir  que  les  coefficients  iront  continuellement  en  décroissant ,  et  que  les 
restes  représenteront  des  quantités  alternativement  positives  et  négatives.  Il  ne 
serait  pas  possible  de  donner  ici  ces  explications;  mais  l'emploi  du  polynôme  (1) 
n'est  avantageux  que  lorsqu'on  peut  se  borner  à  un  petit  nombre  des  premiers 
termes ,  et  sans  aller  au  delà  de  ceux  qui  sont  indiques  dans  le  texte.  Il  suffit 
donc  de  constater  comme  un  simple  fait  la  légitimité  de  l'emploi  de  ces  termes. 

9 
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Le    radical    sJb^-^-^ac   peut  être  écrit  sous   cette  forme 

b  \/^~t~\r'  ®'  ^*^  faisant  dans  le  polynôme  (i)  u  =  ^^, 

on  obtient 

7.ac       ia}c^       La^c^        \oa^c^ 
(2)  .+-^ W^-b^ î^«'*=- 

En  remplaçant  le  radical  par  ce  polynôme,  on  a  les  expres- 
sions suivantes  des  deux  racines  : 

,.,  „  b        c       ac*       2a^c^       5a^t* 

(4)  '  =-â.-6  +  -6^ — ¥-  +  -p-'''- 

Pour  l'équation  numérique  du  n**  177,  en  se  bornant  aux 
termes  qui  contiennent  la  première  puissance  de  «,  Terreur 

sur  chaque  racine  sera  moindre  que  le  terme  ■      '  >  et  elle 

n'influera  pas  sur  les  neuf  premières  décimales. 

182.  Dans  le  cas  de  l'équation  ax^ — bx -h  c  =  o,  pour 

laquelle  I^s  racines  sont  --^=^ —  ?  on  doit  faire  usage  de 

ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  180.  On  a 


(5)  ^^r:r4;rc  =  .y/.-^  =  .(.-^')y/.+  ^- 


Soit 

b^ — ^ac       b^  a  b^ 


Le  développement  du  radical  \/ i-H  ,^  r —  sera  le  poly- 
nôme (2),  en  y  écrivant  a  au  lieu  de  a.  On  en  conclura, 
d'après  (5), 

slb"^  —  Lac        b         c       ac'        2a'c*       5a^c* 

I !! —  r= h  T r-  H : i —  ^^c. 

ia  loi.       b        b^  b^  b'' 
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On  aura  en  ou  Ire 

b  b   b  [oi  —  a)       ^ac        ic 

2a       2«  2a<x  2ab        b 

b  b         b  la  -\-  ol)       2b^  —  Aac       b        2c 

2a       9.QL  2a Cf.  2ab  a         b  "^ 

par  suîle,  pour  les  deux  racines  de  l'équation , 

,    ,  ,,       b        c       CLC^       2aV^       5aV* 

Soit  Téquatiôn 

o,oo6.r' —  i3.r  -4-  I  =  G; 
on  a 

o,oo6  X  169 

168,976 

et,  en  se  bornant  à  la  première  puissance  de  a,  on  trouvera 
les  valeurs  des  racines  avec  neuf  chiffres  décimaux  exacts. 

183.  Il  est  à  remarquer  que  les  coefficients  numériques  des 
termes  du  polynôme  [2) ,  plus  simples  que  ceux  du  polynôme  (  1  ) , 
se  forment  suivant  la  même  loi ,  c  edt-à-dire  que  le  coefficient 
de  chaque  puissance  de  a  est  la  moitié  de  celui  de  la  même 
puissance  dans  le  carré  de  la  somme  de  tous  les  termes  précé- 
dents. Dans  les  formules  (3)  et  (6)  les  termes  sont  ceux  du 
polynôme  (i),  à  l'exception  du  terme  i,  divisés  par  a  a  et 
multipliés  par  b  ;  il  résulte  de  là  que  le  coefficient  numérique 
de  chaque  puissance  de  a  ou  de  a  est  égal  à  celui  de  la  puis- 
sance immédiatement  inférieure  dans  le  carré  de  la  somme  de 
tous  les  termes  précédents. 

Décomposition  du  trinôme  x^  -f-  px  4-  q  en  facteurs  du 
premier  degré,  —  Propositions  sur  les  racines  de 
V équation  x*  -+-  px  -f-  q  =  o. 

184.  Reprenons  l'équation 

(1)  x^  -h  px  -+-  <y  =  o. 

9- 


1 


1 1 


i32  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

Ajoutons  au  premier  membre  tP'?  pour  compléter  le  carré 

dont  les  deux  premiers  termes  sont  x*  -h  px ,  et  retranchons 
en  même  temps  cette  quantité;  nous  u^aurons  pas  changé 
Féquation ,  et  le  premier  membre  sera 

ou 

(2)  i^a:  +  lp^'-{lp^-qy 

Au  lieu  de  jp^  —  q^  on  peut  écrire    \\/  jP* — v)    ^   on 

a  alors  la  difTérence  de  deux  carrés  qui  est  égale  au  produit  de 
la  somme  des  deux  racines  par  leur  difTérence,  c'est-à-dire 


(3) 


y^+lp+ylp'-i)  \* +Ip  -  \\p^i)' 


Pour  qu'un  produit  devienne  nul,  il  suffit  et  il  faut  qu'un 
des  facteurs  soit  égal  à  zéro.  On  vérifiera  donc  Féquation  (i) 
en  vérifiant  l'une  de  celles-ci  : 


on  retrouve  ainsi  les  racines  qu'on  a  obtenues  précéden\ment 


La  formule  (3)  démontre  de  plus  la  proposition  suivante  : 
Le  trinôme  x'  -h  px  -h  q  est  le  produit  de  deux  facteurs 
du  premier  degré  par  rapport  ax,x  —  x'e^x  —  x'^,  x'  et  x'^ 
étàfit  les  racines  de  V équation  x'  -h  px  -j-  q  =  o. 

i85.  Pour  que  le  trinôme  x^-^px  +  q  puisse  être  consi- 
déré comme  la  différence  de  deux  carrés,  il  faut  que  la  quantité 

7  p' —  q  soit  positive.  Lorsque  cette  quantité  est  nulle,  on  a 
Ç  =  tP*\  le  trinôme  est  a?*-h  px-h^;>',    ou   ix-h-p)   5 
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la  proposition  ci-dessus  est  encore  vérifiée ,  puisque  les  deux 
racines   de  l'équation    a'  -h  px  -h  ^  =  o    sont  égales  Tune 

et  l'autre  à  — i--y?  (n°171).  Lorsque  la  quantité  yp^ — q  est 

négative,  le  trinôme  a?*  -h  px  -h  (]  peut  être  mis  sous  la  forme 

fx-j--pj-hr,    r  étant    une    quantité    positive    égale    à 

q  —  7/^*5  s^  ^*^^  voulait  décomposer  le  trinôme  en  facteurs, 

comme  on  le  voit  dans  l'expression  (3),  on  n'obtiendrait  que 
des  facteurs  imaginaires, 

186.  Voici  des  exemples  des  diverses  transformations  des 
iriuômes  du  second  degré, 

1*'  Exemple.  x' —  ^x  -H  lo. 

En  posant  l'équation  x^  —  7X-f-io  =  o,  on  trouve  les  ra- 
cines a:  =  5  et  a:  =  2.  On  en  conclut  l'égalité 

X*—  7^  -h  io  =  (x  —  a)  (x  —  5). 
2*  Exemple.  3x'  —  5x  —  2. 

En  égalant  ce  trinôme  à  zéro ,  après  l'avoir  divisé  par  3  ,  on 

5  2 

obtient  Féquatîon  x*  —  ^x  —  ^  =  o 5  les  racines  sont  :c  =  2 

et  X  =  —  «  >  et  l'on  en  conclut 
3 


3x»—  5x  —  2  =  3(x  —  2)  f  X  -f-  4  )  =  (^  —  ^)  (^-^  "+" 


i). 


3*  Exemple.  x'  -h  5  x  -H  3. 

En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple,  on  trouve 

4*  Exemple.  ^x*  —  ^x  -f-  i . 

tes  racines  de  F  équation  a:*  —  a:  -+-  t  =  o  sont  toutes  deux    ( 
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égales  à  -  ?  et  Ton  en  conclut 


4^:*—  ^x  -h  iz=z^  (ûc j  =(iix —  i)». 


5°  Exemple.  x^ —  5x  -{-  7. 

Les  racines  de  l'équation  x^  —  ^x  -\-  y  =  o  sont 


On  a 

x'—5x-\-']=[x^-^j   -i-^. 

On  peut  aisément  vérifier  à  posteriori  les  égalités  que  nous 
avons  obtenues  dans  ces  exemples.  On  parviendrait  aussi,  di- 
rectement, à  ces  égalités,  par  des  opérations  semblables  à 
celles  qui  ont  été  exécutées  dans  le  n°  i84. 

187.  Les  transformations  dont  nous  venons  de  nous  occu- 
per sont  principalement  utiles  pour  reconnaître  les  signes  des 
yaleurs  que  prend  un  trinôme  du  second  degré  en  x ,  quand 
on  donne  différentes  valeurs  à  x.  Soit,  par  exemple^  le  tri- 
nôme X*  —  70:  H-  10.  Il  est  égal  au  produit  (x  —  2)  ( x  —  5  ) . 
Or  ce  produit  est  positif  quand  les  deux  facteurs  ont  le  même 
signe ,  c'est-à-dire ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  grandes 
que  5,  Qu  plus  petites  que  2.  Il  est,  au  contraire,  négatif,  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  2  et  5  ^  puisque  les  deux  fac- 
teurs ont  des  signes  différents.  Lorsque  le  trinôme  proposé  est 
un  carré,  il  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  né- 
galîves  de  a:,  et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
entre  zéro  et  l'infini.  Lorsque  le  trinôme  peut  être  mis  sous  la 

forme  Ix-] — p\  -f- /',  la  quantité  r  étant  positive,  ce  tri- 
nôme est  encore  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  né- 
gatives de  ^,  et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
compris;  entre  r  et  l'infini  ;  mais  il  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  plus  petite  que  r. 

188.  En  effectuant  la  multiplicalion  de  x  —  x'  par  x  —  a/'. 
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on  a,  par  la  proposition  du  n**  184, 

x'  H-  px  -^  q  rzz  x^  —  [x'  -\-  X*' )  X  '\-  x'  x" , 

Comme  cette  dernière  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  x,  il  s'eqsuit  que  l'on  doit  avoir 

« 

"  a/  -h  j?"  =  -—  /? ,       X*  x"  zziq. 

Donc,  Dans  une  équation  du  second  degré,  ramenée  à  la 
forme  x*  +  px  -h  q  =  o ,  /a  somme  des  deux  racines  est  égale 
au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  pris  en  signe 
contraire  y  et  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme  indé- 
pendant  de  x. 

On  est  conduit  aux  mêmes  conclusions  en  fi^isant  la  somme 
et  le  produit  des  expressions  des  deux  racines. 

Au  moyen  de  ces  propositions,  on  reconnaît,  à  l'inspection 
d'une  équation  du  second  degré ,  quels  sont  les  signes  des  ra- 
cines. Si  le  terme  indépendant  de  l'inconnue,  qui  est  le  pro- 
duit des  racines ,  est  négatif,  les  racines  ont  des  signes  con- 
traires ;  et  puisque  leur  somme  est  égale  au  coefficient  de  la 
première  puissance  dfi  x  pris  en  signe  contraire,  le  signe  de 
ce  coefficient  est  celui  de  la  racine  qui  a  la  plus  petite  valeur 
numérique.  Quand  le  terme  indépendant  de  l'inconnue  est 
positif,  si  les  racines  sont  réelles,  elles  ont  le  même  signe; 
elles  sont  positives  si  le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  X  est  négatif;  négatives  si  ce  coefficient  est  positif.  Ces 
conclusions  sont  celles  que  l'on  a  obtenues  dans  le  n^  171. 

189.  Proposons-nous  maintenant  cette  question  :  Tromper 
deux  nombres  dont  la  somme  soit  égale  à  un  nombre  donné  p, 
et  dont  le  produit  soit  égal  à  un  autre  nombre  donné  q. 

D'après  les  propositions  qui  viennent  d'être  établies ,  les 
nombres  demandés  sont  les  deux  racines  de  l'équation 
oc^  —  px-hcj  =  o. 

L'énoncé  de  la  question  conduit  directement  à  celte  équa- 
tion ;  car  si  l'on  représente  l'un  des  deux  nombres  par  j:,  l'autre 
çera  p  —  jc,  et  l'on  devra  avoir 

x(p — x)z=qf     d*oii     x^  —  px-\-q=o. 
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Cette  équation  donne 


X 

par  suite, 


y/: 


2 

sera 


Ou  voit  que  les  deux  valeurs  de  x  donnent  les  deux  nombres 
demandés.  On  pouvait  d'ailleurs  prévoir  qu'il  en  serait  ainsi, 
puisque  x  ne  désigne  pas  l'un  de  ces  nombres  plutôt  que 
l'autre. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  l'on 

ait  <l<^jp^  ou  ^=  j.^'.  Si  q^jp^^  les  valeurs  de  j:  sont 

imaginaires. 

Il  suit  de  là  que  Le  plus  grand  produit  quon  puisse  former 
ai^ec  deux  nombres  qui  doivent  donner  une  somme  connue  p, 
est  le  carré  de  la  moitié  de  cette  somme, 

La  dénionstrs^tion  de  ce  théorème  peut  encore  être  faite 
comme  il  suit.  En  représentant  l'un  des  deux  nombres  par 

-p  +  z,  l'autre  sera  -p  —  z,  et  le  produit  de  ces  nombres 

jp^< — z^\  or  la  quantité  jp^-r-z^  ne  peut  jamais  être 

plus  grande  que  -r.p',  et  elle  n'est  éga,le  à  -y  p'  que  lorsqu'on 
suppose  z=o;  dans  ce  cas,  les  deux  nombres  sont  égaux  l'un 
et  l'autre  à  -p.  Cette  explication  démontre,  en  outre,  que, 
lorsque  les  facteurs  sont  inégaux ,  plus  leur  diflerence  est  pe- 
tite, plus  le  produit  approche  de  jP^* 

Des  équations  trinômes  réductibles  au  second  degré. 

—  Réduction  de  l'expression  \2l  -+-  y^b. 

i90.  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  ne  contient 
ni  la  troisième  puissance  de  l'inconnue,  ni  la  première,  elle 
peut  être  ramenée  à  cette  forme 

(i)  z*  -h pz^  -j-  ^=  o. 
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Eu  posant  z*  =y,  on  obtient 

(2)  j^4-/>J-+-7  =  o. 
On  tire  de  cette  dernière  équation 

(3)  r  =  -f±\/f^; 

et,  puisque  z*  =  J"?  toutes  les  racines  de  Téquation  (i)  sont 
comprises  dans  la  formule 


(4) 


=±y^-i/>±y/i„'-,. 


On  obtient  ainsi  pour  Tinconnue  z  quatre  valeurs,  qui  sont 
deux  à  deux  égales  en  valeur  absolue,  et  de  signes  con- 
traires. 

Quand  les  deux  valeurs  de  y  sont  réelles  et  positives,  les 
quatre  valeurs  de  z  sont  réelles.  Quand  une  des  valeurs  de  jr 
est  négative,  l'autre  étant  positive,  deux  des  valeurs  de  z  sont 
imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles.  Enfin,  lorsque  les 
deux  valeurs  de  j^  sont  négatives  ou  imaginaires,  les  quatre 
valeurs  de  z  sont  imaginaires. 

191 .  Considérons  plus  généralement  Téquation  trinôme 

(5)  «"" -H /?«* -î- ^  =  o , 

m  désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 
Si  Ton  pose  z""  ==JK>  ^^  vient  j^'  -h  ^  +  ^  =  o  ;  d'où 


I 


\/r'-^' 


2 
On  vérifiera  donc  Téquation  (5)  en  posant 


(6) 


=\/--.p^\/r'-^- 


Quand  m  est  un  nombre  pair,  chaque  valeur  positive  de  jr 
donne  deux  valeurs  réelles  de  z,  de  signes  contraires-,  les  va- 
leurs négatives  de  y  ne  donnent  aucune  valeur  réelle  de  z. 
Quand  m  est  un  nombre  impair,  chaque  valeur  réelle  de  j^,  po- 
sitive ou  négative,  donne  une  seule  valeur  réelle  de  z  (n**  1  48). 


I 
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I 


192.  Lorsque  la  quantité  -j  p^  —  q  n*est  pas  un  carré,  on 
obtient  pour  les  racines  de  l'équation  (i)  des  expressions  de  la 

forme  V^adi  sjh^  a  et  b  étant  des  nombres  commen  su  râbles, 

et  ^b  étant  incommensurable.  Or  une  semblable  expression 
peut  être  équivalente  à  une  autre  plus  simple;  car  le  carré  de 

^m  db  ^n  étant  m-\-  n±2,  sjmn^  la  première  quantité  est  la 
racine  carrée  de  la  seconde  :  ce  qtii  montre  qu'une  quantité 
composée  d'une  partie  rationnelle  et  d'une  partie  irrationnelle 
du  second  degré  peut  avoir  uue  racine  carrée  exprimée  par 
la  somme  de  deux  radicaux  du  second  degré. 

Pour  reconnaître  dans  quel  cas  cette  réduction  de  sja  -h  sjb 
est  possible,  et  quelle  est  alors  l'expression  équivalente  plus 
simple,  posons 

(7)  ^  v/«  .^slbz=zsjx  +  s[xy 

X  Cl  y  étant  des  quantités  inconnues  pour  lesquelles  il  s'agit 
d'obtenir  des  valeurs  commensurables. 

« 

En  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  obtient 
n'\'slb=zx-{-y-{-i  Spcy,     d'où     1  sjxf  =  a  —  x  —  X  -h  ^à; 

et  en  élevant  une  seconde  fois  au  carré, 

^xx=  (a  —  x-^xY-^b-h  7.{a  —  x  —  y)sfb, 

Le  premier  membre  de  la  dernière  équation  étant  une  quan- 
tité commensurable,  puisque  x  Qi y  doivent  être  commensu- 
rables, il  faut  que  le  second  membre  soit  aussi  commensurable, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 

a — X  —  ^=0;     d*oii     X -\- y  =z  a. 

L'équation  ci-dessus  se  réduit  alors  à 

4  a:/  =  b\     d'oii     xf  =:  j  b. 

On  conclut  de  là  que  les  valeurs  de  a:  et  de  j^  sont  les  racines 
de  Téquation  z^  —  az-\'jb  =  o  (n^  i89)  •,  donc 

a  4-  slà"  —  b  a  —  Jà'  —  b 
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et  par  suite,  en  meltaDt  les  valeurs  de  a:  el  de  j^  dans  l'équa- 
tion (7), 

/o\  /  7t       k  I*^  -^  v^a'  —  b        4  /«  —  v^rt'  —  b 

(8)      v«-f-V^  =  y — ~ H  y — ~ 

Il  résulte  de  ce  calcul  que  la  réduction  que  l'on  s'était  pro- 
posée est  possible  toutes  les  fois  que  la  diflerence  a*  —  b  est 
un  carré.  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie ,  la  réduc- 
tion est  impossible. 

Les  valeurs  de  x  et  de  /  ne  changeront  pas,  si ,  au  lieu  de 

Vû-f- v'^,    on   considère    l'expression    \ja  —  VA,    en   posant 

Vu —  sJh-=  s]x —  sly\  par  conséquent , 


(9) 


y/irry^ = y/'' + v^;' -  ^  _  y/ï=^iE*. 


Prenons  pour  exemple  l'expression  Va  -h  V^3.  On  a  «=  2, 
t=3,  a*  —  i  =  i,  et  en  mettant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule (8),  on  en  conclut 


\/2-+ 


'v'î  =  \/l  +  \J-, 


Soit  encore  l'expression  sj ii  —  Gsji,  On  a 

a  =11,      6  =  6'X2  =  'j2,      a'—  ^  =  49=7% 
et  en  mettant  ces  valeurs  dans  la  formule  (9),  on  obtient 


V  1 1  —  6  Va  =  3  —  Va. 

193.  Les  formules  (8)  et  {9)  ne  cessent  pas  de  subsister 
quels  que  soient  les  signes  des  deux  quantités  a  et  i.  Mais  le 
cas  où  b  est  négatif  appartient  au  calcul  des  radicaux  imagi- 
naires, dont  nous  nous  occuperons  plus  loin.  Lorsque  a  est 
négatif  et  b  positif,  il  faut  que  l'on  ait  a^  <^b  pour  que  l'ex- 
pression Va -h  sjb  soit  réelle 5  dans  ce  cas,  V^*  —  *  ^^^  ^^^^ 
ginaire;  de  sorte  que  l'équation  (7)  ne  peut  pas  être  vérifiée 
par  des  valeurs  rationnelles  de  x  et  de  y. 


\ 
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Elimination  cVune  inconnue  entre  deux  équations  du 

second  degré. 

\  94.  Lorque  l'on  a  un  système  d'équations  composé  de  plu-? 
sieurs  équations  du  premier  degré  et  d'une  seule  équation  du 
second  degré,  on  peut  déterminer,  au  moyen  des  équations  du 
premier  degré,  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  hors  une, 
exprimées  en  fonction  de  celle-ci.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  l'équation  du  second  degré,  on  en  obtient  une  du  mémo 
degré,  à  une  seule  inconnue,  qui  fait  connaître  les  valeurs  de 
cette  inconnue;  et  l'on  en  conclut  les  valeurs  de  toutes  les 
autres  inconnues.  Le  système  admet  généralement  deux  solu- 
tions, et  il  ne  peut  en  admettre  plus  de  deux. 

195.  Une  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues  ne 
peut  contenir  que  des  termes  dépendants  du  carré  de  l'une 
des  inconnues,  du  produit  de  ces  inconnues,  de  leurs  pre- 
mières puissances  \  et  des  termes  connus.  Elle  est  donc  de  cett^ 
forme, 

(i)  €iy^  H-  bxy  -^  cx^  -^  dy  -^  ex  4-/=  o. 

En  considérant  x^  dans  cettç  équation,  comme  une  quantité 
connue,  pour  la  résoudre  par  rapport  à  j^  on  peut  l'écrire 

ainsi  : 

bx  -{-  d           cx^^-+-  ex  -\-f 
r'  -I-  j Y  -h  =  o. 

On  en  conclut  alors,  d'après  la  règle  du  n**  i69, 

/[bx-^-dy       cx^  -H  e 
V        4rt^  a 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués  sous  le  radical , 


bx  -^-d   ,       /(bx-^dy       cx^  -+•  ex  +/ 

X  = ±  i  /  ^ r-r-^ ? 

2a 


bx  -f-  d±  sjib"  —  ^ac)x^-\'^{bd  —  2 oe)  x  -^  d^  ^  ^af 

Si  le  trinôme  (6*  —  ^ac)x^'^2.[bd  —  ^ae)  x  +  d^  —  ^af 
est  un  carré,  les  valeurs  àe  y  sont  rationnelles  par  rapport  à  t^ 
et  elles  ne  contiennent  cette  inconnue  qu'au  premier  degré. 
Supposons  cette  condition  remplie,  et  représentons  les  deux 
valeurs  de  y^  après  toutes  les  réductions,  par  mx-h  n   et 
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px-\-q.  Suivant  la  proposition  du  n^  184^  i'équalîon  propo- 
sée pourra  être  mise  sous  cette  forme, 

{X  —  fffx  ^  n)[x  —  px-—  q)  =  o. 

Si,  au  lîeu  de  résoudre  l'équation  par  i  apport  à  y^  on  la  ré- 
solvait par  rapport  à  x^  on  obtiendrait  également  pour  celte 
inconnue  des  valeurs  rationnelles;  car  ces  valeurs  seraient 
celles  qu'on  trouverait  en  résolvant  séparément  les  deux  équa- 
tions du  premier  degré 

y — mx  —  /î  =  o,       y — px  —  q -=:  o, 

196.  Supposo'hs  maintenant  que  l'on  ait  une  autre  équa- 
tion du  second  degré,  entre  les  mêmes  inconnues  x  et  j^,  et 
représentons-la  par 

(2)  ay  -h  b'xy  4-  c'x»  H-  <f/  +  c' x -\' f  =  o. 

Si  les  valeurs  de  l'une  des  inconnues  en  fonction  de  l'autre, 
qu'on  déduira  de  cette  équation,  sont  rationnelles,  en  les  re- 
présentant par  in' X  -\-n!  et  p'x-h  ç\  l'équation  sera 

(/  .—  m^x  —  w')  (x  — p'x  —  q^)  =  o. 

Dans  ce  cas,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  du  système  des 
équations  (i)  et  (a)  en  résolvant  les  quatre  systèmes  d'équa- 
tions du  premier  degré  : 


,0  -      — -      — '-       -' 


1^  X  —  mx  —  /î  =  o,  X  —  m'x  —  /i'  =  o; 

2^  X  —  '^'-^  —  71=0,  x  —  P''^  —  ç'=^o; 

3°.  X  —  P^  —  7^=0,  ^— m'x  —  /î'  =  o; 

40^  X^  px  —  q=:o,  ^-— jd'x  — 7'  =  o. 

Si  une  seule  des  deux  équations  donne  des  valeurs  de  l'une 
des  inconnues  rationnelles  par  rapport  à  l'autre,  en  suppo- 
sant que  ce  soit  la  première,  on  pourra  substituer  successi- 
vement dans  l'autre  équation  les  deux  valeurs  y=.  mx  +  n^ 
J=px+g.  Chacune  de  ces  substitutions  conduira  à  une 
équation  du  second  degré  en  x,  par  laquelle  on  obtiendra  deux 
valeurs  de  J?  •,  et  de  chaque  valeur  de  a:,  on  conclura  ime  va- 
leur correspondante  de  y. 

i«^  Exemple.         \  -^  Z 

X*  —  x'^  —  o^  —  9=0. 
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Sans  effectuer  la  résolution  de  ces  équations  par  rapport  a 
Tune  des  inconnues,  on  voit  que  la  première  est 

(x  —  j)'  — 1  =  0,     ou     (x  —  X -h  i)  {x — jr — i)  =  o. 

L'autre  équation  revient  à 

X^ — (x-\-3Y=Oj     ou     (7  — a:  —  3)  (/  + arH- 3)  =  o. 

On  aura  donc  toutes  les  solutions  du  syslèmç  proposé  par 
quatre  systèmes  d'équations  du  premier  degré.  Deux  de  ces 
systèmes  présentent  des  équations  incompatibles  5  les  deu-x 
autres  donnent  les  deux  solutions 

(^zz:  — 2,    j=  — i);       (ar  =  —  I,    j=:  — 2). 
2e  Exemple.        j  J' -  3xj  +  2x^4- 2/ -  4^  =  o,  . 

On  déduit  de  la  première  équation 

y  z=:  2  X     et      y  z=  X  —  2. 

En  remplaçante^  par  2X  dans  la  seconde  équation ,  on  par- 
vient à 

x^  —  4=^o>     d'oil     d?  =  2     et     x  =2  —  2. 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  y  =  4  et  j'=  —  4* 

En  remplaçant,  dans  la  seconde  équation ,  y  par  x  —  2,  on 
obtient 

x^  —  2x  —  8  =  0;     d'oii     X=z  ^     et     Xz=:  —  2. 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  y=  '2  et  y=z  —  4* 

Le  système  proposé  admet  donc  trois  solutions  diffé- 
rientes  : 

{.r=:2,  7  =  4);     (a:  =  —  2,  j  =  —  4);      (a:  =  4,  7=2). 

197.  Quand  chacune  des  deux  équations  fait  trouver  des 
valeurs  de  Tune  des  inconnues  qui  ne  se  réduisent  pas  à  des 
fonctions  rationnelles  de  l'autre  inconnue,  on  peut  effectuer 
l'élimination  de  a:  ou  de  y  autrement  que  par  la  substîtiition 
de  ces  valeurs ,  et  de  manière  à  éviter  les  radicaux. 
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En  multipliant  les  deux  membres  de  Téquation  (i)  par  a', 
ceux  de  l'équation  (2)  par  a,  et  retranchant  ensuite  la  seconde 
équation  de  la  première,  on  obtient  une  équation  qui  ne  con- 
tient plus  que  la  première  puissance  de  y,  et  que  nous  repré- 
senterons, pour  abréger,  par 

(3)  myx  -f-  nx^  4-  /?/  -f-  ^jc  +  r  =  o. 

On  peut  alors  considérer,  au  lieu^du  système  des  équations  (i) 
et  (2),  celui  des  équations  (1)  et  (3). 
L'équation  (3)  donne 

(^)]  n.'  +  ,.  +  r 

mx  -\-  p 

en  substituant  cette  valeur  de  j  dans  Téquation  (i),  on  obtient 
celle-ci  : 

(nx^  H-  ^x  -h  r)'        ,  ,  nx^  ^  qx -^  r 

[mx -^  PY  '        mx -^  p  ^         > 

et  en  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

.f..  [  a(nx^  +*qx-i-  ry  —  {bx -h  d)  (mx  -i- p)  (/?jc'+  qx  ■+-  r) 

4-  (cx^  4-  ex  -h/)  [mx  -|-  /?)*  =  o. 

Cette  dernière  équation  contient  généralement  la  quatrième 
puissance  de  l'inconnue  et  toutes  les  puissances  inférieures. 

On  a  déjà  vu  qu'une  équation  du  quatrième  degré  peut  avoir 
quatre  racines  (n**  190)  -,  on  verra  dans  la  suite  qu'elle  en  a 
toujours  quatre,  réelles  ou  imaginaires,  et  qu'elle  n'en  a  pas 
un  plus  grand  nombre.  D'ailleurs,  pour  chaque  valeur  de  x^ 
l'équation  (4)  donne  une  valeur  correspondante  àe  y^  et  elle 
n'en  donne  qu'une.  Le  système  des  équations  (i)  et  (2)  admet 
donc  généralement  quatre  solutions ,  et  il  ne  peut  pas  en  ad- 
mettre plus  de  quatre. 

198.  Quand  on  fait  usage  de  la  méthode  qui  vient  d'être 
indiquée  en  dernier  lieu,  il  peut  arriver  que  la  quantité 
f^x^-hçx  4-  r  soit  divisible  par  mx  4-  p  ;  dans  ce  cas,  en  re- 
présentant le  quotient  par  hx  -\-  k^  on  a 

nx'^-h  qx  -h  r=:  {mx -\' p)  {hx  4-  ^)> 
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et  réquatîon  (3)  est 

(mx  H-  /?)  (/  4-  àx  -i-  A-)  =  o. 
On  satisfait  donc  à  cette  équation  en  posant 

X  =:  —  —  ?      ou     r  =  —  A»r  —  A*. 
m 

En  portant  la  valeur  —  —  de  a:  dans  l'une  des  équations  (i) 

et  (a),  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  y,  dont  les 

racines  sont  les  valeurs  dey  correspondantes  k  x=  —  —•  En 

substituant  dans  la  même  équation  la  valeur  — hx — k  de  jj 
on  parvient  à  une  équation  du  second  degré  en  a:,  par  laquelle 
on  trouve  deux  autres  solutions  du  système  proposé. 

3-  Exemple.     I  r^  +  x»- 3^- 3x  =  o. 

I  2 j'  -h  ^'  —  ^xf  —  HX  —  9  =  <>• 

La  première  revient  à  (x — 3)  (j-4-x)  =  o;  ainsi,  on  y 
satisfait  en  posant  a:  =  3  ouj^= — x.  En  remplaçant  a:  par  3 
dans  la  seconde  équation,  on  trouve  2j^  —  i^y  =  o'^  d'où 
y  =  Oj  y=y.  En  remplaçant  jr  par  — x  dans  la  même 
équation,  on   trouve   7a;' -h  aar-^-g  =o,    d'où   x  =  i    et 

x=z  —  2.  Les  valeurs  correspondantes  de  jr  sont  y  =  —  i 

et  y  =  ^»  Le  système  proposé  admet  donc  ces  quatre  solu- 
tions : 

(X=3,   J=0);      (x=:3,   ^=7);      (^=1,^  =  — i); 


(-=-?-=?) 


PROBLEMES. 

4®  Problème.  —  Partager  un  nombre  donné  a  en  deux 
parties  telles,  que  leurs  carrés  soient  dans  le  rappojt  de  m 
à  I. 

Désignons  par  x  l'une  des  parties^  l'équation  du  problème 


CHAPITRE  CINQUIÈME.  145 

sera 


x^ 


(i)  / n— *"• 

On  déduit  successivement  de  cette  équation 

(i  —  m)x^  +  iiamx  zrzma^^     x^ -\ x  z=z , 

^  I  —  m  I  —  m 


m 
m 


am  s! a} m^  -f-  a'//i  (  1  —  m) 


1  —  m  I  —  m  * 


,    .                                              —  ftm  rb  a  Jm 
[1)  j:  =  — V-, 


ï  —  w 


On  peut  résoudre  l'équation  (i)  d'une  autre  manière,  plus 
simple.  En  prenant  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  on 
trouve 

si  m. 


a  —  X 
On  conclut  de  là 


(3)  X  =  ±f^. 

I  ±\/m 

Les  formules  (a)  et  (3)  ne  sont  pas  identiques;  mais,  en  ré- 
duisant les  expressions  des  deux  valeurs  de  x  données  par  la 
formule  (2),  on  retrouve  celles  qui  résultent  de  la  formule  (3). 
On  a 

m:=z\jm  Xsjm^     et     i  —  w  =  i  — (v''m)'==  (i  -\-\frn)  (1  — y/^); 
par  conséquent,  la  formule  (2)  peut  s'écrire  ainsi  : 

—  a  sfm  X  s] m  ± a  \m  —  a  ^m  {^m  ini ) 

X  r=  — !■ y       OU      X  =  ■ ■ '  ■_:-» 

(i4-v//w)(i— V//<i  {\-\-slm)  [\—\lm) 

Quand  on  prend  le  signe  inférieur,  on  peut  diviser  les  deux 
termes  de  la  valeur  de  x  par  i  -h  slm^  et  l'on  obtient 

(4)  x=z p.. 

I  —  s]  m 

10 
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Quand  on  prend  le  signe  supérieur,  on  peut  diviser  les  deux 
termes  de  la  valeur  de  x  par  i  —  v^  5  et  en  observant  que  le 
quotient  de  V^ — i  par  1 — ^7n  est  — i,  on  trouve 

(5)  x= — . 

I  H-  y/// 

Lorsque  l'on  prend  la  valeur  (5)  de  X,  les  deux  parties 

sont 

aJm                                    asJm               a 
xz=z p::)     a  —  X  =^  a — — • — 7=       r^ ^ 

elles  sont  donc  toutes  deux  positives  et  plus  petites  que  le 

nombre  proposé.  Quand  on  suppose  m  =  i ,  les  valeurs  de  oc 

et  de  a  —  x  deviennent  égales;  c'est  ce  qu'on  pouvait  prévoir 

d'après  l'énoncé. 

Lorsque  l'on   prend  la  valeur  (4)  de  x,  les  deux  parties 

sont 

—  a  ^~m  a  sfm  a 

xz=z --=.^     et    a — jr  =  «-f-  — 


comme  elles  ont  des  signes  contraires,  le  nombre  a  est  la  dif- 
férence de  leurs  valeurs  absolues.  Quand  on  suppose  m  =  i , 
ces  deux  parties  deviennent  infinies  ;  et,  en  effet ,  il  est  impos- 
sible de  trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  différence  soit 
égale  au  nombre  donné  a ,  et  que  le  rapport  de  leurs  carrés  soit 
égal  à  l'unité. 

En  introduisant  l'hypothèse  w  =  i  dans  la  valeur  de  x  ex- 

.     ,             —  am  -\-  a  sfiîi  , 

primée  par »  on  trouve  que  cette  valeur  se  ré- 
duit à  la  forme  indéterminée  -•  Ce  résultat  est  dû  au  facteur 

o 

1  —  ^m ,  qui  est  contenu  dans  les  deux  termes,  et  qu'on  a  sup- 
primé pour  arriver  à  la  formule  (5). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  correspond  à  cette 
question  qui  a  été  traitée  par  Clairaut  :  Trouver  y  sur  la  ligne 
qui  joint  deux  lumières  d'intensités  inégales,  le  point  où  ces 
deux  lumières  éclairent  également.  H  correspond  encore  à 
cette  autre  question  :  Trouver^  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres 
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Je  deux  masses  inégales,  le  point  qui  est  également  attiré  par 
ces  masses.  Le  nombre  m  est  alors  le  rapport  des  intensités  des 
lumières  ou  celui  des  masses. 

5*  Problème.  —  Trout^er  deux  nombres  tels,  que  la  dif- 
férence de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a  et  b  soit 
égale  à  un  nombre  donné  s,  et  que  la  différence  de  leurs  car* 
rés  soit  égale  à  un  autre  nombre  donné  q. 

Soient  x  et  y  les  nombres  cherchés ,  les  équations  du  pro- 
blème seront 

ax  —  bjr  :=  Sy     x*  —  y"*  z=:  q. 


ax — s 


La  première  équation  donne  y  =  —7 —  ;  la  substitution  de 
cette  valeur  dans  la  seconde  ë<}uation  conduit  i 

on  lire  de  là 

_^as±:b  s/s'—gia^—  h^) 


a' 


et  en  reportant  celte  valeur  x  dans  la  valeur  de  y  tirée  de  la 
première  équation ,  on  trouve 


_  hs±:asls^'-'q{a^'-'  b') 
^—  a»  -.  b' 


La  question  admet  donc  les  deux  solutions  suivantes  : 
0        __as  '{'  b  s/s' ^q[a^^F)  _  bs-h  as/s^— q{a^— b^) 


^  as  —  b  s/s^  — q(a^ —  b^)  bs  —  a^s"^  —  q(a'^ — b'^) 

2       ,  JP       -  Il  11    IL  I      II    I         I  .    •  V  -  ■  —  I  -  I     I  I  ■      > 

Discussion*  Nous  distinguerons  trois  cas  : 

a^  by     a:=by     a<^b^ 

1"  Cas,  a'^b.  Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  soient 
réelles,  jl  faut  que  l'on  ait  5*>y  (a*  — &'). 

Dans  la  première  solution,  les  valeurs  de  :c  et  de  j^  sont  po- 
sitives. Dans  la  seconde  solution,  la  valeur  de  xest  aussi  posi- 
tive, car  on  a  as^bs,  et  par  conséquent  as^b  \/s* — q  (a* — i*)  5 

10. 
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mais,  pour  que  la  valeur  dey  soit  positive,  il  faut  que  l'on  ait 

bs^a  sjs^ — q  (a* — &') ,  ce  qui  revient  à  b^s^^a^s^ — a^q  (a* — t') , 
dW  (a}  —  b^)s^<io}q(a^  —  b^),  el  enfin  5«<a'^. 

Si,  avec  les  deux  conditions  a^b^  s^^q{a* — i*),  on 
a  i^zzza^q^  la  valeur  de  j^,  dans  la  seconde  solution,  est  nulle; 
et  si  l'on  a  s^^a^q^  la  valeur  de  y  est  négative. 

Quand  on  a  a^b  et  5*  =  ^(rt' — i'),  les  deux  solutions  ne 
diffèrent  pas,  et  les  valeurs  des  inconnues  sont  positives. 

Quand  on  a  s*<^q[a* — i*),  les  valeurs  des  inconnues  sont 
imaginaires. 

a®  Cas,  a<^b,  La  quantité  a*  —  i'  étant  négative,  les  va- 
leurs de  X  et  de  y  sont  réelles.  Pour  examiner  dans  quels  cas 
elles  sont  positives  ou  négatives,  on  peut  les  écrire  comme  il 
suit  : 

—  as'^hsjs^'^q  (b^  —  a^)  __  ^  bs -- a  sjs^'^q(b^~-  «») 


^  ^as-\'  b^s^-^q  (b*  —  a^)  ^-^  bs -{- asls''\-'q{b^^  a^) 

On  voit  alors  que,  dans  la  première  solution,  x  et  y  sont 
négatifs.  Dans  la  seconde  solution,  x  est  toujours  positif,  car 

on  a  b^s*-hq{b*  —  à*)'^bs'^as.  Quant  à  la  valeur  de  y^ 
on  trouve  qu'elle  est  positive,  nulle,  ou  négative,  suivant  que 
l'on  a  3*<^a}qj  s^=ia^q^  s^^a^q. 

i^  Cas.  a  =  b.  La  première  solution  donne  pour  a:  et  ^  des 
valeurs  infinies  qui  ne  peuvent  pas  convenir  au  problème.  Dans 
la  seconde  solution,  les  valeurs  des  inconnues  se  présentent  sous 

la  forme  —  Pour  obtenir  la  véritable  solution  de  la  question, 

il  suflSt  d'introduire  dans  les  équations  proposées  l'hypothèse 
a  =  i  ;  elles  deviennent 

s 
X  —  /  =  -  5     et     x^  —  /•'  =  ^  ; 

on  en  déduit  j:-+-j^  =  -Ï,  et,  par  suite, 

s 

a}q  4-4'                  a^q  —  s^ 
x=  — ,       r= — 

2  as  "•■  2  as 
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Ces  valeurs  sont  toujours  réelles.  La  valeur  de  x  est  positive; 
celle  de  j^  est  positive,  nulle,  ou  négative,  suivant  que  Ton  a 
s^<^a*q^  s^=a^q^  s^^a^q. 

On  aurait  pu  tirer  les  valeurs  de  x  et  de  ^  relatives  au  cas 
de  fl  =  J  des  formules  générales  du  problème ,  en  exécutant 
des  transformations  semblables  à  celle  qui  a  été  employée 
dans  le  n**  173;  mais  il  est  plus  simple  de  remonter  aux  équa- 
tions. 

Toute  la  discussion  que  nous  venons  d^établir  est  résumée 
dans  tableau  suivant  ; 

II'*  solution.  X  etx  sont  positifs. 
/,«<  a' ^,r  est  positif. 
2*  solution.  X  est  positif s'  =.  a}q^  y  est  nul. 
*'  ">  a*^,  y  est  négatif. 
s*  =  q  (a* —  b*)     Une  seule  solution,  xetjr  sont  positifs. 
s*  <,q  (a*  —  b*)    Pas  de  solution, 

i'*  solution.  X  eiy  sont  négatifs. 

..  /  5*  <  a*  ^,  ^  est  positif. 

a*  solution,  x  est  positif ls*=a*q,  r  est  nul. 

w"  >  a*  ^,  y  est  négatif. 

ls*<,a*q,y  est  positif. 

a  =  6^ Une  seule salution,  x  est  positif.  <  5'  =.  a'^,  ^  est  nul. 

V  ^">  a*  g,  X  est  négatif. 

6*  Problème.  —  Tromper  les  termes  d'une  proportion  par 
quotient,  connaissant  la  somme  a  des  extrêmes,  la  somme  h 
des  moyens,  et  la  différence  s'  entre  la  somme  des  carrés  des 
deux  premiers  termes  et  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres: 

Désignons  par  x  et  y  les  deux  termes  du  premier  rapport; 
les  termes  du  second  rapport  seront  b — y  et  a — a:,  et  Ton 
devra  avoir  les  deux  équations 

Ces  équations  se  réduisent  à 

x»  —  jr^  —  ax  -j-  bf  =z  o,     2ax  -}-  2  ^/  =  5*  -h  <»'  H-  ^'  5 

la  dernière  donne 

.ç'  -h  «'  -h  Z>'  —  2nx 

y= ^b '■ 

en  subsiituaut  celte  valeur  de  y  dans  la  première  équation  ^  on 
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trouve,  après  quelques  réductions, 

(a^  ^  b^)x^  '-'  a  (s^ -h  a^—  b^)jif  -h  y  (s*  -h  2fl'^^-h  fl*  —  b*)  =  Ot. 

On  déduit  de  cette  équation 

_  g  (5'  -f-  <»'  —  b^)  ^ibs/s'  —  (a^  —  b^y 

et  l'on  trouve  ensuite 

^^  2  («'  —  b') 

Ces  valeurs  de  x  et  ^  fournissent  les  deux  solutions  ci-après  : 

_  a  (i*H-a*-  ^*)  -  h  y/s*—  (a*—  ft*)'  _  b  (a*~  &*.^  j «)  H-  a  }/s*^  (a«~  6^ 

*  a(a*— 6«)  *  -^^  2(a*— ft»)  * 

Discussion.  Supposons  a^  b.  Pour  que  les  valeurs  des  in- 
connues soient  réelles ,  il  faut  que  Ton  ait  5'  >  a'  —  i*,  le 
signe  >>  n'excluant  pas  l'égalité. 

La  première  solution  donne  des  y^leurs  positives  pour  .r  et 
b  — yi  mais  la  valeur  de  y  et  cçHe  de  a  —  x  sont  négatives, 
car  chacune  d'elles  est  formée  de  deux  parties  négatives. 

Dans  la  seconde  solution ,  les  valeurs  de  x  et  de j^  sont  tou- 
jours positives.  En  effet,  le  radical  v^^* —  (a* — i')*  étant 

équivalent  à  V(5*+a*— A')  [^*— («*  —  **)]  q«i  est  la 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  quantités  5'+ a* — i* 
et  s^ —  (a* — i*),  la  valeur  de  ce  radical  est  plus  petite  que 
s*  -4-  (a*  —  i*),  et  plus  grande  que  5*  —  (a*  —  i*)  5  et  puisque 
a  est  plus  grand  que  & ,  on  a 

et 

Quant  aux  valeurs  de  a  —  x  et  de  i  — y,  pour  qu'elles  soient 
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positives,  il  faut  que  Ton  ait 


et 


asjs'—  («'—  6'j»<;^(j»_j-a»—  b')\ 


ces  deux  conditions  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  ^*  <^  n^  -h  ft*. 

Si  l'on  a  5*=  a'  -+-  i*,  les  valeurs  àe  a  —  x  et  de  h  — y 
dans  la  seconde  solution  sont  nulles;  par  suite,  la  valeur  de  x 
se  réduit  à  a,  et  celle  àej  se  réduit  à  h. 

Quand  on  a  5*  =  a*— i',  les  deux  solutions  ne  diffèrent 
pas5onaa:=:a,j'  =  o,  a  —  x  =  o,  b  — y  =  b, 

Quaud  on  a  5*  <[  a*  —  i*,  le  problème  est  impossible. 

L'hypothèse  a<C^b  conduit  à  des  conclusions  semblables  à 
celles  que  nous  avons  obtenues  en  supposant  a^b^  si  ce 
n'est  que  tout  ce  que  nous  avons  dît  de  x  et  de  a  —  x  s'ap- 
plique alors  ky  elkb  — j-,  et  vice  versa. 

Quand  on  suppose  a  =  £ ,  les  valeurs  des  inconnues  dans  le 
premier  système  sont  infinies ,  et  dans  le  second  système  elles 
deviennent  indéterminées.  En  introduisant  celte  hypothèse 
dans  les  équations,  on  trouve  qu'elles  se  réduisent  à 


2rt 


La  seconde  équation  exige  que  x  -f-/  —  ci  ne  soit  pas  zéro  : 
on  ne  peut  donc  satisfaire  à  la  première  qu  en  posant 
X  — y  =  G ,  ou  a:  =:y  \  on  en  conclut 

x=: y r>      a  —  xz^i — 

Il  resterait  à  chercher  quelle  inierpréiation  on  doit  donner 
aux  valeurs  négatives  des  inconnues  x^  y^  a  —  jc,  b — y. 
Mais  cette  recherche  est  sans  difficulté,  et  elle  n'offre  que  peu 
d'intérêt-,  elle  acquerrait  plus  d'importance  si,  à  la  question 
que  nous  nous  sommes  proposée ,  on  substituait  celle-ci ,  qui 
donne  les  mêmes  équations  :  Inscrire  dans  un  rectangle 
donné  y  dont  les  côtés  sont  a  e^  b,  un  second  rectangle  tel^ 
que  la  différence  des  carrés  de  ses  côtés  soit  égale  à  un  carré 
donné  s*. 
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7*  Paoblèmb.  —  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle,  connaissant  son  périmètre  ^^  et  sa  surface  m*. 

Soient  X  et  y  les  côtés  de  Fangle  droit,  et  z  l'hypoténuse  5 
on  a  les  trois  équations 

x -hj-h  z  =  2/7,     xjrz=^m^y     j:»H-j»=:«». 

Pour  résoudre  ces  équations,  on  prend  la  valeur  de  z  dan»  la 
première  et  on  ^  pprte  dans  la  troisième,  ce  qui  donnç 

2/?»—  2p(x  -\-x)-^xxz=  0-y 
en  remplaçant  j[>y  par  2 m*,  on  a 

/^'  —  /?  (x  4-  r )  H-  iw»  =  o  ; 
d'où 

or  -H  r  =  • 

P 

On  conclut  de  là ,  d'après  Téquation  x-hj-hz=i2py^ 

et,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  x-hy  et  l'équation  a?y  =  2  r/i% 
les  deux  autres  côtés  x  et  j  sont  les  deux  racines  de  l'équa-: 
tion 


p5  -l_  m^ 


ce  qui  doi^ne. 


/?'  -h  /w'  H-  s/  p*-^  m"  —  6p'/w* 
X  = i-i- £^ , 

2/; 

• 

p^-{-  m^  —  ^  p*  -i-  fft*  —  6p^m^ 

Discussion.  La  yaleur  de  z  est  toujours  réelle  5  pour  qu'elhe 
soit  positive,  il  faut  que  p^^m*.  Pour  que  les  valeurs  de  x 
et  dejr  soient  réelles ,  il  faut  que  l'on  ait 

p*  -h  ni*  —  6/?' m*  ]>  o, 

le  signç  ]>  n*)exchiant  pas  l'égalité.  Ges  valeurs  ne  sont  jamais 
n^atives;  car,  dans  l'équation  d'où  elles  ont  été  tirées,  le 
terme  connu  est  positif,  et  le  coefficient  du  second  terme  est 
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négatif.  Les  deux  inégalités  ci-dessus  expriment  donc  toutes  les 
conditions  nécessairçis  pour  la  possibilité  du  problème. 

Le  polynôme  p''  —  6 p* m* -\- m^  est  un  trinôme  du  second 
degré  par  rapport  à  /?•,  que  l'on  peut  décomposer  en  deux  fac- 
teurs. La  seconde  inégalité  devient  ainsi 

[/?'— w'(3^-  2  v^)]  [y^'— ^'(3  — 2  v/2)]>o. 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie ,  il  faut  que  les  deux 
facteurs  aient  le  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

/;'>/?!»  (3  +  2  y/â),     ou  bien    /?' < ///»(3  —  2  y^). 

Mais,  d'après  la  condition  p*  ^  m*,  on  ne  peut  admettre  quç 
l'inégalité 

/?»>//i'(3  H-  2  v^)} 

d'où  l'on  conclut 


/?>/// V3 -h  2  v'2,     ou    /;>'w(i  + Va)  (n*»  1951). 

Lorsqu'on  a  ^  =  m  (i  -f-  y/a),  les  valeurs  de  x,  y  et  z  de- 
yiennent 

/w(2-f-^)  r  r 

i-h  v^ 

La  relation  p  =.  m  [i -{-  sj ^)  détermine,  pour  chaque  valeur 
de  m,  la  plus  petite  valeur  possible  de  p\  d'où  il  suit  qiie, 
parmi  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont  une  surface  don- 
née ira',  celui  dont  le  périmètre  est  le  plus  petit  est  celui  qui 
satisfait  à  cette  relation  :  et  puisque  l'on  a  x  =  r,  ce  triangle 
est  isocèle. 

La  condition  /;  ^  m  (i  -f-  sJt.)  peut  s'écrire 

f  -h  V  2 

On  en  conclut  alors  que,  parmi  tous  les  triangles  rectangles 
de  même  périmètre  2/>,  celui  qui  a  la  plus  grande  surface  est 
le  triangle  isocèle,  lequel  est  équivalent  au  carré  dont  le  côté 

est  p(v/2  — 1). 

8*  Problème. —  Trouv^ev  deux  nombres  x  et  y,  continissant 
leur  produit  h  et  la  somme  ^  de  leurs  carrés. 
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Les  équations  du  problème  sont 

On  peut  éliminer  y  entre  ces  deux  équations,  en  prenant 
la  valeur  de  y  dans  la  seconde  et  la  substituant  dans  la  pre- 
mière. On  peut  aussi  remarquer  que  l'équation  xy  =  b  don- 
nant x^j*  =  i*,  on  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux 
quantités  û9*  6t  j^*,  de  sorte  qu'on  pourrait  former  immédia- 
tement une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  don- 
neraient les  valeurs  de  ces  quantités;  mais  les  calculs  sont 
plus  simples  par  le  procédé  suivant. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  les  deux  équations,  membre 
à  membre ,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  se- 
conde par  2 ,  on  obtient 

donc 

x-^Xzzzzh^a-^^b-y     X  —  xz=±s]a  —  26. 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 


ziz  sJa-\-ib  ±sja  —  2.b 
X  =z y 

2 

zhJa-h^b'nzs/a  —  nb 
•^  2 

Chaque  radical  doit  avoir  à  la  fois,  dans  les  valeurs  des 
deux  inconnues,  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur;  de 

sorte  qu'en  désignant  le  premier  radical  par  2  V A  et  le  second 

par  2  V^B,  on  a  ces  quatre  solutions  : 

x  =  -hv''Â-i-\/B,  (  ^=:  — VA  — V^, 

_  2",    J 

Les  deux  dernières  solutions  ne  diffèrent  pas  des  deux  pre- 
mières. On  pouvait  d'ailleurs  prévoir,  d'après  la  forme  des 
équations,  que  l'on  aurait  deux  solutions,  dont  l'une  se  dédui- 
rait de  l'autre  en  changeant  les  signes  des  valeurs  de  x  et  dej>^. 
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puisque  ces  équations  restent  les  mêmes  quand  on  change  x 
en  —  x  et  y  en  — 'y. 

Quand  on  emploie ,  pour  résoudre  ce  problème ,  Tune  des 
deux  méthodes  que  nous  avons  d'abord  indiquées ,  il  y  a  des 
radicaux  superposés  dans  les  valeurs  de  x  et  de  y  ;  et  il  faut 
appliquer  la  réduction  qui  a  été  enseignée  dans  le  n^  192. 

9*  Problème.  —  On  donne  la  somme  a  de  deux  nombres 
et  la  somme  b  de  leurs  quatrièmes  puissances ^  troui^er  ces 
nombres* 

Les  équations  du  problème  sont 

.(0  ar-f-r  =  «; 

(2)  .r*-f-r*  =  ^. 

En  prenant  dans  la  première  équation  la  valeur  Aey  en  fonc- 
tion de  X,  et  la  substituant  dans  la  seconde  équation ,  on  par- 
vient à  une  équation  complète  du  quatrième  degré,  mais  on 
peut  obtenir  une  équation  plus  simple.  A  cet  effet,  on  élève  à 
la  quatrième  puissance  les  deux  membres  de  l'équation  (i),  ce 
qui  donne 

x^  •+•  I^a^y  ■+■  6^'j'  -i-  4*^J^  +  ^^  =  ^^ 

Remplaçant  a:*-f-j*  par  i,  et  mettant  xy  en  facteur  com- 
mun, il  vient 

(3)  jr/(4x^  +  6j?7  +  4r')=«*— ^- 

L'équation  (1)  donne  aussi,  en  élevant  les  deux  membres  2|u 
carré , 

et  en  remplaçant^  dans  l'équation  (3),  ^x'^-^-^y*  par 
4a* — ^ocy^  on  parvient  à 

x/(4«' — 2ary)  =  aV— è,     d'où     j:/ =  a*dbi /-(a*4- ^). 
tes  valeurs  de  a?  et  de  j-  sont  donc  les  racines  de  l'équation 


«'±y/iôi 


X»—  aX-hfl'±i/-(a*-h  ^)  =  o. 


En  prenant  le  signe  4-  devant  le  radical  v/-  («*-i-  0) 


5  on 
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n'obtient  que  des  racines  imaginaires.  Quand  on  prend  le 
signe  — ,  la  nalure  des  racines  dépend  des  valeurs  de  a  et  de  J. 

La  résolution  de  ce  problème  peut  aussi  être  effectuée 
comme  il  suit. 

Si  l'on  considère  le  produit  xy  comme  une  inconnue  auxi- 
liaire représentée  par  z ,  les  valeurs  de  x  ^lA^  y  seront  les 
racines  de  l'équation 

de  sorte  que  Ton  aura 


a  la}  (i  la} 


z. 


En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  j^  dans  l'équation  (2) , 
on  obtient  une  équation  semblable  à  celle  qu'on  a  précédem- 
ment résolue,  si  ce  n'est  que  xj  est  remplacé  par  z. 

On,  peut  encore  poser  x  — y  =z  t^on  tire  de  cette  relation , 
jointe  à  Véquation  x  -i-y  =  a, 

a  -\-  t  a  —  t 

0?  =  ——-,    r  =  -— — . 

En  substituant  ces  valeurs  de  :t:  et  de  y  dî^ns  l'équalioi^ 
x* -hy^  =  6,  et  réduisant,  on  obtient  l'équation 

2t*"h  I2a'f»-h  2«*=  16^; 

cette  équation  se  résout  par  les  règles  qui  ont  été  précédem-r 
ment  expliquées  (n**  190). 

10®  Problème.  — Sîau  produit  de  deux  nombres  on  ajoute 
m  fois  leur  somme ,  on  obtient  un  nombre  donné  a;  et  si  à  la 
somme  des  carrés  de  ces  mêmes  nombres  on  ajoute  n  fois 
leur  somme,  on  obtient  un  autre  nombre  donné  b.  Trouv^er 
ces  deux  nombres. 

Soient  X  et  y  les  nombres  demandés,  on  a  les  deux  équa- 
tions 

En  ajoutant  ces  équations,  après  avoir  multiplié  les  deuj^ 
membres  de  la  première  par  2 ,  on  obtient 

(^4-/)' -h  {2m  -f-  «)  (a?  -f- j)  =  2rt  4-  b. 
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Cette  équation  fait  connaître  la  valeur  de  x  -f- j"  •,  on  en  con- 
clut celle  de  xy^  et  l'on  trouve  celles  de  x  et  de  j  par  une  équa- 
tion du  second  degré. 

On  voit  dans  ce  problème  et  dans  le  précédent  comment  on 
peut  quelquefois  réussir  à  ramener  au  second  degré ,  par  des 
artifices  de  calcul,  ou  par  un  choix  convenable  d'inconnues, 
une  question  qui ,  par  les  méthodes  ordinaires ,  conduit  à  une 
équation  de  degré  plus  élevé. 

Il®  Problème.  —  Une  personne  possède  i3ooo  francs , 
quelle  partage  en  deux  parties  inégales  ,  dont  elle  tire  des 
revenus  égaux;  si  elle  faisait  valoir  la  première  partie  au 
taux  de  la  seconde  ^  elle  en  retirerait  un  rei^enu  de  36o  francs  ; 
et  si  la  seconde  partie  était  placée  au  taux  de  la  première , 
elle  produirait  un  retenu  de  490  francs.  Trouv^er  les  deux 
taux,  (Réponse  :  7  pour  100  et  6  pour  100.) 

12®  Problème.  —  Les  trois  arêtes  d'un  parallélipipède  rec^ 
tangle  sont  proportionnelles  aux  nombres  2,3,4'?  et  si  ces 
arêtes  augmentaient  respectii^ement  de  i  mètre j  a  mètres, 
3  mètres  y  le  volume  du  corps  augmenterait  de  i5i  mètres 
cubes.  Déterminer  les  longueurs  des  arêtes,  (Réponse:  3  mè- 
tres, 4  mètres {,  6  mètres.) 

i3®  Problème.  —  Trousser  trois  nombres  tels,  que  les  pro^ 
duits  de  chacun  d'eux  par  la  somme  des  deux  autres  soient 
20,  18  et  14.  (Réponse  :  4*  3,  2.) 

i4®  Problème.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres. 
Le  carré  du  chiffre  des  dizaines  est  égal  au  produit  des  chif- 
fres extrêmes  augmenté  de  ^\  la  différence  entre  le  double 
du  chiffre  des  dizaines  et  celui  des  unités  est  égale  au  chiffre 
"des  centaines  ;  et  quand  on  écrit  les  chiffres  de  ce  nombre 
dans  un  ordre  im^erse,  on  obtient  un  second  nombre  qui, 
retranché  du  premier,  donne  pour  reste  390  augmenté  du 
chiffre  des  dizaines  commun  à  ces  deux  nombres.  Troui>er  ce 
nombre.  (Réponse  :  864.  ) 

i5*  Problème.  —  Quatre  nombres  sont  en  proportion  par 
quotient;  la  somme  des  extrêmes  est  14,  celle  des  moyens 
est  II,  et  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  quatre 
termes  est  24929.  Troui^er  ces  quatre  nombres.  (Réponse  : 
12,  85  3,  2.) 
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Des  questions  de  maximum  et  de  minimum  que  l 'on  peut 
faire  dépendre  des  équations  du  second  degré. 

199.  On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  maximum, 
quand  elle  atteint  une  valeur  au  delà  de  laquelle  elle  ne  peut 
pas  croître;  et  qu'elle  est  minimum,  quand  elle  atteint  une 
valeur  au-dessous  de  laquelle  elle  ne  peut  pas  décroître.  Ainsi, 
suivant  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n**  189,  le  produit  de  deux 
nombres  dont  la  somme  est  constante,  est  maximum  quand 
les  deux  nombres  sont  égaux. 

Cette  proposition  peut  être  étendue  à  un  produit  d'un  nom- 
bre quelconque  de  facteurs  ;  c'est-à-dire  que  le  produit  de  m 
nombres  a,  b^  c,  d,  etc.,  dont  la  somme  doit  rester  constante, 
est  maximum  quand  ces  nombres  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  formé  le  pro- 
duit maximum;  si  deux  des  facteurs,  a  et  6,  sont  inégaux, 
on  n'altérera  pas  la  somme  en  remplaçant  chacun  de  ces 


deux  facteurs  par  leur  demi-somme •,    mais,  puisque 


C-^)  (- 


*  >  «6 ,  on  aura  aussi 


r-T-')  (- 


^  cd  , .  .^  abcd. 


Le  produit  maximum  ne  peut  donc  être  que  celui  dont  tous 
les  facteurs  sont  égaux. 

SOO.  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  conduit  à  cette 
autre  :  La  somme  de  m  nombres  a,  b,  c,  d,  etc.,  qui  doii^nt 
donner  un  produit  constant ,  est  minimum  quand  ces  nontbres 
sont  égaux.  Car,  en  nommant  P  la  valeur  constante  du  pro- 
duit des  m  nombres ,  S  la  somme  de  ces  nombi^es  quand  ils 
sont  égaux,  et  S^  un  nombre  moindre  que  S,  le  plus  grand 
produit  de  m  nombres  donnant  une  somme  égale  à  S^,  sera 
celui  qu'on  obtiendra  quand  les  facteurs  seront  égaux,  et  il 
sera  moindre  que  le  produit  P  des  m  nombres  égaux  dont  la 
somme  est  S  :  il  est  donc  impossible  d'obtenir  une  somme 
S'  <;  S  avec  m  nombres  dont  le  produit  est  P. 
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201 .  Considérons  le  trinôme  du  second  degré 

x^  -^  px  -{-  q. 

On  a  vu  que ,  lorsque  les  racines  de  l'équation  x*-h/;xH-  y  =  o 
^ont  imaginaires,    le  trinôme  proposé  est   minimum  pour 

x=_ip(nM87). 

Supposons  que  l'équation  x*  -h  />a:  -h  ^  =  o  ait  deux  racines 
réelles  et  inégales;  nommons-les  x'  et  x^^  et  soit  x' <^x"*^ 
on  a  alors 

^' -+-  /?J?  H-  7  =  ( X  —  x^){x  —  x^'). 

Pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  x'',  la  valeur  du  tri- 
nôme x^-^-  px  +  q  est  positive  5  et  lorsque  x  augmente  depuis 
x"  jusqu'à  -h  00  ,  la  valeur  du  trinôme  augmente  depuis  zéro 
jusqu'à  4-  00  .  Pour  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  x',  les 
deux  facteurs  x  —  x'  et  x  —  x"  sont  négatifs ,  donc  leur  pro- 
duit est  positif.  Si  l'on  change  les  signes  de  ces  facteurs,  ils 
sont  x'  —  X  et  x"  —  x^  et  quand  x  décroît  depuis  x'  jusqu'à 
—  00  ,  leurs  valeurs  augmentent  jusqu'à  +  oo  .  Donc  la  valeur 
du  trinôme  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  -f-  00  . 

Quand  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  oc'  et  x'\  le  pre- 
mier facteur  est  positif  et  l'autre  est  négatif;  donc  le  produit 
est  négatif.  On  peut  écrire  ce  produit  ainsi  : 

—  [x  —  x')  {x"  —  .r ). 

La  valeur  de  x  restant  comprise  entre  x'  et  x",  les  deux  fac- 
teurs X  —  x'  et  x" —  X  sont  positifs ,  et  leur  somme  est  con- 
stante et  égale  à  x" — x'-^  la  valeur  absolue  du  produit  est 
donc  maximum  quand  les  deux  facteurs  sont  égaux.  On  a  alors 

La  valeur  — ji,^" — ^'Y  ^st  un  minimum,  puisqu'elle  est 

négative ,  et  elle  surpasse  en  valeur  absolue  toutes  les  autres 
Valeurs  négatives  du  trinôme. 
On  parvient  à  la  même  conclusion  en  écrivant  le  trinôme 
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.r*  -f-  px  -h  <7  de  cette  manière  : 

Lorsque  la  valeur  de  oî -+--/?  est  comprise  entre  —  \/  jP* —  7 

et  +  1/7  P*  —  7^  ^^  quantité  ci-dessus  est  négative,  et  elle 
a  la  plus  grande  valeur  absolue  quand  la  partie  positive 
ix-\ — p\     est  nulle,  c'est-à-dire  quand  x=z p-^  elle 

est  alors  — \7P^ — ^j*  ^^^  résultais  ne  diflèrent  pas  des 
précédents  ;  car ;?  est  la  demi-somme  des  racines  x'  et  x"^ 

et  7  »*  —  a  est  le  carré  de  la  moitié  de  leur  différence. 
4 

202.  On  peut  résoudre  plusieurs  autres  questions  de  maxi- 
mum ou  de  minimum  à  l'aide  des  principes  qui  ont  été  ex- 
posés dans  ce  chapitre.  A  cet  effet,  on  suppose  que  lexpres- 
sion  dont  on  veut  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  doive 
prendre  une  valeur  déterminée,  et  Ton  cherche  les  conditions 
nécessaires  pour  que  cette  supposition  conduise  à  des  valeurs 
réelles  de  l'inconnue,  ou  des  inconnues  Contenues  dans  l'ex- 
pression proposée,  et  pour  que  ces  valeurs  soient  positives,  si 
la  question  l'exige  ;  le  maximum  ou  le  minimum  demandé 
résulte  de  ces  conditions.  Si  l'on  demande,  par  exemple,  quel 
est,  parmi  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont  une  surface 
donnée  m*,  celui  dont  le  périmètre  est  minimum,  on  suppo*» 
sera  que  le  périmètre  soit  donné;  la  question  deviendra  le  pro- 
blème 7®  (page  i5q),  par  lequel  on  a  vu  que  le  périmètre 
minimimi  est  celui  du  triangle  isocèle,  et  que  sa  valeur  est 

m  (v^  — 1)« 


203.  On  parvient  de  cette  manière  à  trouver  les  valeurs 
maximum  et  minimum  de  toutes  les  fonctions  de  cette  forme 

,  .  rtx^  -f-  ^jc  4-  c 

(0 


a'  x^  -\-  b' X  -h  c^ 
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Si  Ton  pose 

4  ax^  -h  bx  -^  c    

celte  équation  fera  connaître  les  valeurs  de  à:  polir  chaque 
valeur  dey^  et  il  faudra  que  la  valeur  de  y  soit  telle,  que  Ton 
obtienne  des  valeurs  réelles  de  x.  En  chassant  les  dénomina- 
teurs et  réduisant ,  on  a 

(3)  {a  —  ay)  x^-i-  {b  -^  b'f)  a:  +  c  —  c'j  =  o. 
La  condition  de  réalité  des  valeurs  de  x  est 

(4)  {à  -  b'xY  -  ^(a-a'x){c- c'y)  >0i 

le  signe  ^  n'excluant  pas  l'égalité. 

En  réduisant  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  on  a 
une  quantité  de  cette  forme,  nj^-^py-\-q^  n  pouvant  être 
positif,  négatif  ou  nul^  et  il  peut  arriver  que  l'inégalité  soit 
satisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  y^  ou  qu'elle  ne  comporte 
que  des  valeurs  dey  comprises  dans  de  certaines  limites.  Dans 
le  premier  cas ,  la  fraction  proposée  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles;  dans  le  second  cas,  cette  fraction  aura  pour 
maximum  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  y^  et  elle  aura 
pour  minimum  la  limite  inférieure  de  ces  valeurs.  Quand  le 
coefiCcient  n  de  j^*  n'est  pas  nul,  on  détermine  les  limites  des 
valeurs  de  j^  qui  vérifient  l'inégalité  (4)  tomme  cela  a  été 
expliqué  dans  le  n^  187. 

On  ne  tirerait  aucune  utilité  de  l'examen  général  des  diffé- 
rents cas  de  la  question  par  rapport  aux  valeurs  des  coefficients 
a,  i,  c,  a'^b'^c'.  On  doit  faire  les  opérations  directement 
pour  chaque  exemple. 

i&  Problème.  —  Partager  un  nombre  donné  a  a.  en  deux 
parties  telles  y  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  minimum. 

En  désignant  les  deux  parties  par  x  et  y,  on  a 

ar'  H-  j'  =  [x  -{-  xY  —  ixy  =  /^a^  —  2 j?j. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  j;*  -f-J^^  ^ra  minimum  quand  le 
produit  xy  sera  maximum  -,  par  conséquent ,  pour  x  =  y. 
Cette  somme  sera  d'autant  plus  grande  que  le  produit  xy  sera 
plus  petit,  et  elle  sera  la  plus  grande  possible ,  en  n'admettant 

1 1 
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point  de  valeurs  négatives  pour  x  et  y,  quand  une  des  parties 
sera  zéro. 

17®  Problème.  —  Partager  un  nombre  donné  en  deux 
parties^  de  telle  sorte  que  la  somme  des  deux  quotients  quon 
obtiendra  en  d'msant  chacune  des  deux  parties  par  Vautre 
soit  minimum. 

Nommons  x  et  y  les  deux  parties.  On  aura  à  chercher  le 

minimum  de 

X       y 

Or,  le  produit  des  deux  parties  de  cette  somme  étant  constant, 
la  somme  est  minimum  quand  les  deux  parties  sont  égales  \ 
d'où  Ton  conclut  x  =j^.  D  faudra  donc  partager  le  nombre 
donné  en  deux  parties  égales. 

La  somme  proposée  peut  être  rendue  aussi  grande  qu'on  le 
veut,  puisqu'on  peut  prendre  une  des  parties  x  et  y  aussi 
petite  qu'on  le  veut. 

18®  Problème.  —  Troui^er  le  maximum  et  le  minimum  cfe 

la  fraction 5 5» 

En  représentant  par  j^  une  valeur  quelconque  de  la  fraction 
proposée ,  ou  a  l'équation 

-— î — ^=jj     d'eu     /x'— (3/-hi)ar-- 3j-h4  =  o. 

x'  —  Sx  —  o 

Pour  qu'elle  donne  des  valeurs  réelles  de  x,  il  faut  que 
(3jr  ■+-  ly  —  4/  (4  —  3r)  >  o,     ou    21/2  —  ,0^  _j_ ,  ;>  o , 

et ,  en  décomposant  le  premier  membre  de  l'inégalité  en  fac- 
teurs, 

d'où  l'on  conclut 

^  7 

le  signe  d'inégalité  n'excluant  pas  d'ailleurs  l'égalité. 

Il  résulte  de  là  que  la  fraction  proposée  peut  prendre  toutes 

les  valeurs  comprises  entre  -oc  et  1,  et  toutes  celles  qui  sont 


21 
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comprises  entre  -  et  -h  oo  ;  mais  elle  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  comprise  entre  -  et  x»  -  est  le  maximum  des  valeurs 

comprises  entre  cette  limite  et  —  oo  ,  et  ^  est  le  minimimi  des 

valeurs  comprises  entre  celte  limite  et  -h-oo  . 
Si  l'on  veut  obtenir  les  valeurs  de  x  correspondantes  à  ces 

deux  limites,  on  remarquera  que,  pour  j)^  =  -  et  pour  jr  =  -5» 

les  racines  de  l'équation  entre  x  elj  sont  égales^  d'où  il  suit 

que  chacune  d'elles  est  la  moitié  de  leur  somme,  ou  — • 

En  faisant,  dans  cette  expression ,  j*  =  - ,  on  trouve  .r  =  5,  et 

en  faisant  j^  =  -  ?  on  trouve  a:  =  3. 

19®  Problème.  —  Quel  est  y  parmi  tous  les  rectangles  que 
fon  peut  inscrire  dans  un  triangle  donné j  celui  dont  la  sur- 
face  est  maximum  ?  (Celui  dont  la  hauteur  est  la  moitié  de  la 
hauteur  du  triangle.) 

20*  Problème.  — Quel  est  y  parmi  tous  les  triangles  rectan- 
gles de  même  périmètre,  celui  qui  jouit  de  cette  propriété  que 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  Vangle  droit  sur 
^hypoténuse  est  maximum?  (Celui  qui  est  isocèle.) 

21®  Problème.  —  Déterminer  le  maximum  et  le  minimum 
de  la  fraction  — ^ ,  et  les  valeurs  correspondantes 

j        li^it     '  9—  2  v^i5  I  -h  \/i5        .   . 

de  X.     Maximum    -9  pour  a:  = ;    minimum 

\  21  ^  7 

9-4-2i/75              ^__  1  — y/TS 
^ 1 — î  pour  x  = ' — 

21  ^  7 


^ 


1  * 
I 


I 


I 


I    I 
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des  expressions  imaginaires.  résolution  générale  de 
l'équation  du  troisième  degré. 


Réduction  des  expressions  imaginaires  du  second  degré 

à  la  forme    ce -^  ê\/—  r.    Module.    Addition^  sous- 
traction^ multiplication  y  division  des  expressions  de 

la  jorme  a  -h  S  v^—  i. 

204.  Quoique  l'indication  de  la  racine  carrée  d'une  quan- 
tité négative  ne  soit  que  le  symbole  d'une  opération  impossible, 
cependant  les  algébristes  mettent  ces  sortes  de  racines  au  rang 
des  quantités,  et  ils  les  emploient  dans  leurs  calculs  au  moyeu 
d'un  petit  nombre  de  conventions.  » 

Soit  6  une  quantité  réelle;  les  racines  carrées  de  — 6*  seront 

exprimées  par  le  symbole  ii=  sj —  ê*.  Mais  la  quantité  — 6'  étant 
le  produit  de  6'  par  — i,  si  l'on  suppose  que  les  racines  car- 
rées de  ce  produit  peuvent  être  formées,  comme  dans  le  cas  où 
les  facteurs  sont  positifs,  en  multipliant  entre  elles  les  racines 
carrées  des  facteurs,  on  représentera  les  racines  carrées  de  — 6* 

par  ih  6  y^ — i.  On  peut  donc  convenir  que  les  expressions 

±\l — 6'  et  ±6  ^ — 1  seront  regardées  comme  équivalentes  ; 
de  celte  manière,  ou  n'a  plus  à  considérer  dans  les  calculs 

d'autre  radical  imaginaire  que  y/--ri. 

Lorsque  les  racines  d'une  équation  complète  du  second  degré 
sont  imaginaires,  elles  sont  de  cette  forme 

a;  =  ait  y — 6%     ou     ^=a±6v/ — i. 

On  nomme  généralement  expression  imaginaire  toute  ex- 
pression qui  n'est  susceptible  d'aucune  valeur  réelle  positive  ou 

négative.  Maisles  expressions  imaginaires  telles  que  oi±S\J — i 
sont  les  seules  qu'on  emploie  dans  les  calculs  algébriques  ;  et 
lorsque  nous  nous  servirons  de  la  dénomination  d'expression 
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imaginaire,  on  devra  entendre  qu'il  s'agit  d'une  expression  de 
celle  forme. 

Lorque  le  coefficient  6  de  ^ — i  devient  nul,  le  terme  6j/ —  i 
est  regardé  comme  réduit  à  zéro.  Par  cette  convention,  l'ex- 
pression a  dzS^ — I  se  réduit  à  la  quantité  réelle  a  ;  de  sorte 
que  les  expressions  imaginaires  comprennent  comme  cas  par- 
ticulier les  quantités  réelles. 

Il  est  évident  que,  pour  que  deux  expressions  imaginaires 
soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  égalité  entre  les  par- 
ties réelles  de  ces  expressions  et  entre  les  coefficients  de  v^ — i. 
Ainsi ,  une  équation  entre  des  quantités  imaginaires  est  la  re- 
présentation symbolique  de  deux  équations  entre  des  quantités 
réelles.  Par  exemple,  Téquation 

représente  à  la  fois  les  deux  équations  réelles 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées, 

quand  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  coefficient  de  s/ —  i, 

comme 

a-l-  g  y/ —  I     et     a  —  6  ^ —  i. 

205.  On  applique  aux  expressions  imaginaires  les  règles 
^ordinaires  du  calcul,  en  observant  que,  lorsque  l'on  a  à  mul- 
tiplier le  symbole  v^ — i  par  lui-même,  il  faut  admettre,  d'après 

la  signification  du  signe  \/       ,  que  le  produit  est  —  i. 

En  considérant  seulement  deux  expressions  imaginaires^  la 
somme,  la  différence  et  le  produit  de  ces  expressions  se  forme- 
ront comme  on  le  voit  dans  les  égalités  ci-dessous  : 

(a  H-  6  sfll)  —  (7  -H  (î  {^\)  =  a  -  7  +  (6  -  ^)  V~, 
(«4-6^/117)  (y  4-5vCr7)=ra7--6^-f-(a5H-ê7)v/^. 
En  ajoutant  les  expressions  conjuguées 

a-4-gy/— I,      a  —  g  y/ —  1 , 

on  obtient  une  quantité  réelle,  aa^  le  produit  des  mêmes  e^c- 
pressions  est  aussi  une  quantité  réelle,  a*  -i-  ê*. 
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La  valeur  absolue  de  la  racine  carrée  de  la  quantité  a'  4-  6* 

est  appelée  module  de  chacune  des  expressions  a  -H  6  yj —  i , 

a  —  6^/ — I.  Il  suit  de  cette  définition  que  le  module  d'une 
quantité  réelle  est  la  valeur  absolue  de  cette  quantité. 

Pour  que  le  module  \/a'  -H  6'  soit  nul ,  il  faut  qu'on  ait  en 

même  temps  a  =  o,  6  =  o  ;  dans  ce  cas,  l'expression  a  -f-  S  ^ — i 

devient  zéro.  Réciproquement,  pour  que  l'expression  CL+Zsf^i 
soit  nulle,  il  faut  que  son  module  soit  nul,  puisque  l'on  doit 
avoir  a  =  o  et  6  =  o. 

L'égalilé  de  deux  expressions  imaginaires  entraine  l'égalité 
de  leurs  modules;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

206.  Le  module  de  l'expression  imaginaire  qu'on  a  obtenue 
en  multipliant  a-f-6\/^^  par  y-H^v/— î,  est 

\/(a7  — 6a^)»-^(a^-4-67)^ 
Or 

(av  —  6J)'.H-  (a^  ^-  67)'  =  (a'  -f-  V)  (f  -f-  tî»). 

Le  module  ci-dessus  est  donc  égal  à  \/(a'-H6')  (7'-+-^*),  ce 
qui  revient  à 

11  suit  de  là  que  Le  module  du  produit  de  deux  facteurs 
imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules  des  deux  fac^ 
feiirj;  d'où  l'on  conclut  que Zemo^^ei/e  du  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  imaginaires  est  égal  au  produit  des 
modules  des  facteurs  (*). 


(  *  )  D'après  l'égalité  (a'  -t-  6*;  (-/«  +  $*)  =  (ay  -  6<î)«  -4-  (a  J  4-  6y)*,  le  produit 
de  deux  nombres  qui  sont  chacun  la  somme  de  deux  carrés,  est  'aussi  la  somme  de 
deux  carrés.  La  manière  dont  on  parvient  ici  à  ce  théorème  est  un  exemple  re- 
marquable de  la  liaison  qui  peut  souvent  exister  entre  des  propriétés  en  appa- 
rence très-éloignées  les  unes  des  autres. 

En  échangeant  entre  elles  les  lettres  y  et  $f  dans  l'égalité  ci-dessus,  on  obtient 
la  suivante:  (a*H-  6«)(/4-  (y*)  =  (a^  —  6y)>-h  (ay  H-6^)'.  Ainsi,  ilya  tou- 
jours deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le  produit  de  deux  nombres  dont 
chacun  est  la  somme  de  deux  carrés. 

Ce  théorème  conduit  à  un  autre  plus  général,  savoir,  que  le  produit  des  fac- 
teurs a*-l-n6*  et  y'-t-nj*  peut  être  exprimé  de  deux  manières  différentes, 
par  une  somme  de  la  forme  A'  -+-  nB^  Pour  démontrer  ce  dernier  théorème  ,  il 
suffit  de  remplacer  dans  les  égalités  ci-dessus  6  par  6  0î  et  ^  par  $  ^. 
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Pour  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  soit  ^ 

nul,  il  faut  et  il  suffit  que  le  module  de  ce  produit  soit  nul 
(n°205).  Or  ce  module  étant  le  produit  des  modules  des  fac- 
teurs imaginaires,  qui  sont  des  quantités  réelles,  il  ne  peut  être  j 
nul  qu'autant  que  le  module  de  l'un  des  facteurs  est  zéro,  ce 
qui  exige  que  l'un  des  facteurs  imaginaires  soit  nul.  Donc, 
Pour  qu'un  produit  de  facteurs  imaginaires  soit  nul,  il  faut 
et  il  suffit  que  Vun  des  facteurs  soit  nul. 

207.    En   formant  par  des  multiplications  successives  les 
puissances  de  V —  i  ?  on  trouve  d'abord 


(v/-.)'=      vCZ7,     (y/— )'=-.,  î] 

La  puissance  quatrième  étant  -f-i,  sî  l'on  formait  les  puis- 
sances supérieures,  on  retrouverait  périodiquement  les  quatre 

résultats 

Si  l'on  représente  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  tous 
les  nombres  entiers  seront  compris  dans  les  quatre  expressions 
^n^  4^*  +  *  î  4'*  -I-  2,  4^*  "i~  3,  et  l'on  aura  toutes  les  puis- 
sances de  \J — T  par  les  formules 

208.  Soit  à  diviser  l'expression  imaginaire  a-f-Sy— i  par 
une  quantité  réelle  y.  Si  l'on  suppose  que  le  quotient  soit 

P-^  q  y/ — I,  il  faudra  que  l'on  ait 

ou  bien 

py  -h  qy  s/ — I  =  a  -f-  6  V  —  !• 

La  dernière  égalité  exige  que  py=  «^  qy  =  ê,  d'où  p  =  ~  j 

^  =  -.  Le  quotient  esi;  donc  -  -h  -  y  —  ^* 

Soit    à    diviser   l'expression  imaginaire   et  -+-  ë  y —  i    par 
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y-f-^V^ — I.  Supposons  que  le  quotient  puisse  être  exprimé 
par  p-h  ç  v'—  1 9  on  devra  avoir 

ce  qui  revient  à 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autres 

py  —  ç^  =  a,     p^ -H  ^7  =  §. 

On  tire  de  celles-ci  : 

a7  4-  65  67  —  a^  ^ 

'^  ""  7'  -H  <î'  ^     ^'~7*-h  5**' 

le  quotient  demandé  est  donc 

a7  -h  65       67  —  aS  I 

7»  -+-  5'  "^7^  -i-  5^  ^""'* 

On  parvient  au  même  résultat  en  indiquant  le  quotient  par 
une  fraction,  et  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  fraction 

par  y  —  à  >J —  1 5  car  on  trouve  ainsi  : 

«4-6  sf^  __  (g  ~4-  6  V^^)  (7  —  ^  Sp^) 
y-h^sf^       (74-5^—1  )(7  —  5\/— 1) 

_  gy  -|.  6^  -j,  (6y  —  aS)  yCTT  ^  a74-65       67  — a5/— 
""  tM^"^'  7»  4-  5»       7»  4-  5» 

Il  résulte  du  principe  qui  a  été  établi  dans  le  n*^  206 ,  que 
Le  module  du  quotient  de  deux  expressions  imaginaires  est  le 
quotient  de  leurs  modules^  et  Ton  peut  le  vérifier  au  moyen  de 
l'expression  ci-dessus  du  quotient 


Racines  carrées  rfe  a  4-  ê  v—i .  —  Considérations  sur 
les  valeurs  algébriques  des  racines  de  tous  les  degrés. 

209.  On  peut  obtenir  les  racines  carrées  de  l'expression 

a  zh  6  v^T— I  par  les  formules  (8)  et  (9)  du  n**  192',  il  suffit   de 
remplacer  dans  ces  formules,  a  par  a  et  i  par  — 6*  ;  on  trouve 


' 
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ainsi    * 


(i)  Va4.6v'-i=y — \       +  y  - — v'--!^, 

/    \  J 77=        4  /a  -^slot}  -4-  6'        4  /v^ÔM^— a    i 

(2)  Va-6v^-ï  =  y — ^~-^^= — y  ^^ ; v-i- 

Il  suit  de  là  qu'une  expression  imaginaire  ^  0L  +  &  si — i?  ^^ 
comme  une  quantité  réelle,  deux  racines  carrées  de  la  même 
forme;  car,  dans  chacune  des  formules  (i)  et  (2),  le  carré  du 
second  membre  ne  changera  pas,  si  l'on  change  à  la  fois  le  signe 

de  la  partie  réelle  et  celui  du  coefficient  de  \l — i. 

Pour  reconnaître  si  l'expression  a  -f-  6  ^ —  i  a  d'autres  ra- 
cines carrées  que  celles  qui  sont  données  par  la  formule  (i), 
il  faut  chercher  tous  les  couples  de  valeurs  réelles  de  a:  et  dey 
qui  vérifient  l'équation 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autres  : 

On  conclut  de  celles-ci,  en  les  élevant  au  carré  et  les  ajoutant , 


(^2  -H y-'Y  =  a» -h  6%     d'où     a:» 4- /'  =  VoM-ë» ; 
par  suite  on  a 


y/g» -4- 6^  4- g        ,,   .  .    .  /v/a^+6'-l-a 

x^  =2 ,     d  où     .r  =  it:  \/ 5 

2  Va 

^>  =  ï ^ ,     d'où     y=z±.y^ ^ 

Les  valeurs  de  j:  et  de  j^  devant  être  réelles,  la  somme 
îï^*4-j"*  doit  être  une  quantité  positive,  en  sorte  qu'il  faut  ne 

prendre  pour  cette  somme  que  la  valeur  absolue  de  ya'  -h  6'  ; 
de  plus ,  les  valeurs  de  a:  et  de  j^  devant  vérifier  l'équation 
"^xj  ==  6 ,  il  faut  qu'elles  aient  le  même  signe  lorsque  6  est 
une  quantité  positive,  et  des  signes  contraires  lorsque  S  est 
une  quantité  négative. 
On  conclut  de  là  que  l'expression  a  -h  ê  si — i  a  seulement 
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deux  racines  carrées  de  la  forme  x  -{-y  si —  i  ?  ®t  qui  sont 
égales  et  de  signes  contraires.  En  exprimant ,  suivant  les  nota- 
tions ordinaires,  ces  deux  racines  carrées  par  zh  y  a  -I-  6  sj — i  ^ 
on  aura,  si  6  est  positif, 


(3) 


±  V«~Ti7=T = ±  {i^€±ï±l  +  y/v^-'  v/:^) . 


Si  6  est  négatif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'expression 

proposée  est  a  —  S^ — i,   6  étant  positif,  les  deux  racines 
carrées  de  cette  expression  seront  données  par  la  formule 


(4) 


±v/;rii737==t:(v/v^°'-^/^°-\/v^''^/-°'v/=T) . 


On  peut  remplacer  les  formules  (3)  et  (4)  par  d'autres  qui 
s'appliquent  à  la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives  deê. 
Pour  cela,  après  avoir  déterminé  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues xetjr  comme  ci-dessus,  il  faut  déterminer  la  valeur  de 
l'autre  inconnue  au  moyen  de  l'équation  2.xy=  6.  On  trouve 


ainsi 


x=±v/^ 


6»+a  .  6 


ou,  ce  qui  revient  au  mêjne. 


=±y/5!^Ef,    .=±^ 


6 


v/2  s/s/oL^  +  6»  —  a 


On  a  donc 


(5) 


\  ^  V^Vv/ÔM^  +  a  / 


OU,  ce  qui  revient  au  même. 


(6)  ±v;Ti7^=±f,    -J ^k/^.^±I!:zi^ 

210.   Si  Ton  veut  avoir  les  racines  carrées  de  -f-  ^ —  i  et  de 
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—  ^ —  I,  il  faudra  faire  dans  les  formules  (3)  et  (4) ,  a  =  o 
et  6  =  1 5  on  trouvera  ainsi 


±Vh-v/— I  =± 


14-  V--1 


^ 


Les  racines  carrées  de  ■+-  ^ —  i  et  de  —  y^ —  i  sont  les  va- 
leurs qu'on  obtiendrait  pour  z  en  considérant  l'équation 
z^=z  — 15  car  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  :  (z*)*  =  — i , 

d'où  z^=:±sl — I.  D'un  autre  côté,  l'équation  ^*  =  — i  ex- 
prime que  z  est  une  racine  quatrième  de  — i.  On  voit  donc 
qu'il  y  a  quatre  racines  quatrièmes  de  — i,  qui  sont  : 

1  -f.  ^—  j       _  1+  ^— I        I  —  y/^^  I— v^—i 

21 1 .  Pour  obtenir  les  racines  quatrièmes  d'une  quantité 
quelconque  A ,  il  faut  résoudre  l'équation 

z«  =  A. 

Supposons  d'abord  que  la  quantité  A  soit  positive.  Désignons 
par  a  le  nombre  dont  la  quatrième  puissance  est  égale  à  A,  et 
posons  z  =  af\  l'équation  ^*  =  A  deviendra 

a*y^  =  a%     d'où      y^  -=1^     ou  bien     y^  —  1  =  0. 

J* — I  étant  le  produit  de  y*  —  i  par  j'-hi>  l'équation 
j*  — 1  =  0  peut  être  remplacée  par  les  suivantes  : 

j*  —  1  =  0     et     j^*  +  I  =  o. 

La  première  donne  j'  =  ±1,  et  la  seconde  donne  y=  de  ^ — i. 
En  multipliant  les  quatre  valeurs  de  y  par  a ,  on  a  quatre 

racines  quatrièmes  de  A ,  qui  sont  :  +a^  —  a ,   -ha y  —  i > 

— asj — I. 

Si  la  quantité  dont  on  veut  avoir  les  racines  quatrièmes  est 
négative,  en  la  représentant  par  — A,  il  faudra  résoudre  l'é- 
quation 

«^  =  —  A. 


17a  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

Représentons  encore  par  a  le  nombre  dont  la  quatrième 
puissance  est  égale  à  A,  et  posons  z=^ay\  l'équation  ^*  =  — A 
se  changera  dans  la  suivante  :  ^ 

a*  j<  =  —  a%     ou     y^  ^=-  —  I . 

D  suit  de  là  que  l'on  aura  toutes  les  racines  quatrièmes  de  — A 
en  multipliant  par  a  les  racines  quatrièmes  de  — i,  que  nous 
avons  obtenues  dans  le  numéro  précédent. 

2i2.  Soient  h  un  nombre  entier  quelconque  et  A  une  quan- 
tité réelle  ou  même  une  expression  imaginaire  :  si  Ton  pose 
l'équation 

(7)  ^'*=  A, 

les  valeurs  de  z  qui  satisferont  à  cette  équation  seront  les  ra- 
cines de  A,  du  degré  2*.  Or,  z^  étant  le  carré  de  2'  ~',  les 
valeurs  de  -z*  "  seront  les  deux  racines  carrées  de  A.  Chacune 
de  ces  deux  valeurs  de  z^  ""*  conduira  de  même  à  deux  valeurs 
de  ^*  '.  Chacune  de  celles-ci  donnera  pareillement  deux  va- 
leurs de  -3*  ~  .  En  continuant  ainsi,  on  obtiendra,  par  des  ex- 
tractions successives  de  racines  carrées,  un  nombre  de  valeurs 
de  z  égal  à  2*  -,  toutes  ces  valeurs  étant  des  expressions  de  la 

forme  p-hq  V^ — 19  puisque  les  racines  carrées  d'une  telle  ex- 
pression sont  des  expressions  de  la  même  forme. 

Il  est  facile  de  prouver  que  toutes  les  valeurs  de  z  que  l'on 
obtiendra  par  ces  calculs  seront  diflerentes  ;  il  suffit  pour  cela 
de  faire  voir  que,  si  cette  proposition  est  vraie  pour  l'équa- 
tion 2*  "*  =  A ,  elle  sera  vraie  aussi  pour  l'équation  z*  =  A. 
Or,  soient  m-{-nsl — i  et  m'+n'\f—i  deux  valeurs  diffé- 
rentes de  z  qui  satisfont  à  l'équation  z^^  =  A5  les  valeurs 

correspondantes  de  z  pour  Téquation  .z*  =  A  seront  les  ra- 
cines carrées  de  ces  deux  expressions  imaginaires.  Mais, 
d'après  les  formules  du  n°  209,  les  deux  racines  carrées  de 

m  +  n  V —  I   seront  différentes  l'une  de   l'autre.    Celles   de 

m'-^-n  si — I  seront  aussi  différentes  l'une  de  l'autre;  de  plus^ 
chacune   d'elles  sera  différente  des  deux  racines   carrées  de 
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la  première  expression 5    autrement,    les    deux   expressions 

m-hn  ^ —  I  et  m'  -f-  /^'  ^ —  i  ne  seraient  pas  différentes,  puis- 
qu'elles seraient  les  carrés  de  deux  expressions  identiques. 

213.  Si  Ton  considère  Téquation 

(8)  a'»=A, 

m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs  de  z 
qu'on  déduira  de  cette  équation  seront  les  racines  du  degré  m 
de  A.  Lorsque  m  est  un  nombre  pair,  il  est  de  la  forme  /*  X  a*, 

n  désignant  un  nombre  impair  5  si  Ton  pose  alors  z'  =y, 
l'équation  (8)  devient 

(9)  r*  =  A. 

Quand  on  pourra  déterminer  les  valeurs  dej^  qui  vérifieront 
la  dernière  équation,  on  déduira  de  chaque  valeur  de  j^,  par 
des  extractions  successives  de  racines  carrées,  un  nombre  de 
valeurs  de  z  égal  à  2*. 

Considérons  le  cas  particulier  où  A  est  une  quantité  réelle, 
positive  ou  n^égative,  et  ^  =  3^  l'équation  (9)  est  alors 

(10)  J^=A. 

Supposons  qu'on  ait  çxtrait,  parles  procédés  de  l'arithmétique, 
la  racine  cubique  de  la  valeur  absolue  de  A ,  et  désignons  par  a 
cette  racine  cubique  prise  avec  le  signe  de  A  ;  on  aura  A  =  a', 
et  si  l'on  pose  y  =  ax^  l'équation  (10)  deviendra 

a^x^  =  a^',     d'où     x^  =  i,     ou  bien     a^  —  1  =  p. 

x^ — I  est  divisible  par  x  —  i  (n**  49),  et  le  quotient  est 
z'  -I-  0:4-  I  •  de  sorte  que  l'équation  x*  — 1  =  0  peut  s'écrire 
ainsi  : 

(x  —  1)  (a;'  -h  ^  -+■  1)==  o. 

Or,  pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  soit 
nul,  il  suffit  et  il  faut  que  l'un  des  facteurs  soit  nul  (n°206). 
On  obtiendra  donc  toutes  les  racines  de  l'équation  x^ — 1=0 
en  résolvant  séparément  les  deux  équations 

X  —  I  =  o     et     jc^  ■■\-  X  -^  i  =  o. 


L 
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La  première  donne  a:  =  i ,  et  l'on  déduit  de  la  seconde 

X  Z=i  ou       X  =z ■" 


Il  suit  de  là  que  l'unité  a  trois  racines  cubiques  qui  sont 


i> 


En  multipliant  ces  trois  racines  cubiques  de  l'unité  par  a^ 
on  aura  toutes  les  racines  cubiques  de  A. 

Si  l'on  veut  reconnaître  à  posteriori  comment  l'expression 

-( — i-f-  sj'i  sj — i)  est  une  racine  cubique  de  l'unité,  il  fau- 

dra  élever  cette  expression  au  cube^  en  l'élevant  d'abord  au 

carré,  on  obtient  -  ( —  i  —  v^3  sj —  i),  et  en  multipliant  ce  ré- 

sultat  par  -( —  1 4-  v^3  sj —  i  ),  on  a  pour  produit  l'unité.  On 

s'assurera  de  même   que  le  cube  de  -( — i  —  v^y' — i)   est 

l'unité. 

Ces  derniers  calculs  montrent  que  chacune  des  deux  racines 
cubiques  imaginaires  de  l'unité  est  le  carré  de  l'autre;  de  sorte 
que  si  l'on  représente,  pour  abréger,  l'une  de  ces  racines  par  a, 
l'autre  sera  a*  5  et  si  l'on  continue  de  désigner  par  a  la  racine 
cubique  réelle  de  A,  les  trois  racines  cubiques  de  A  seront 
a,  aa,  acx}. 

2i4.  Pour  obtenir  les  racines  sixièmes  d'une  quantité  quel- 
conque, il  suffit  de  prendre  les  racines  carrées  de  chacune  des 
trois  racines  cubiques  de  cette  quantité. 

Supposons  la  quantité  proposée  positive;  représentons-la 
par  -H  A*,  et  désignons  par  a'  le  nombre  dont  le  cube  est  A*  ; 
les  trois  racines  cubiques  de  A*  seront  a',  à^a^  a* a*.  Les  ra- 
cines carrées  de  a*  sont  zha,  et  celles  de  a^a}  sont  àzact^ 
Pour  trouver  les  racines  carrées  de  a* a,  on  remarque  que  la 
relation  a®=  i  donne  a''=zoL\  d'où  il  suit  que  les  racines  car- 
rées de  a'«  sont  ifc  acf}.  Les  racines  sixièmes  de  A'  sont  donc 
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On  peut  obtenir  ces  racines  d'une  autre  manière  ^  en  repré- 
sentant Tune  quelconque  d'entre  elles  par  z,  on  doit  avoir 


««=  A'. 


Désignons  encore  par  a}  le  nombre  dont  le  cube  est  -f- A';  on  \ 

aura  A'  =  a*^  et  si  l'on  pose  z  =  aj^,  l'équation  ci-dessus  de-  ^' 

viendra 


a^y^  __  ^e .     ^^Q^     j*  =  I ,     ou  bien     j*  —  1  =  0. 


« 
t" 

s 


J*  —  I  étant  le    produit  de  y^  —  i   par  )^*-hi,    l'équation 

j*  —  1  =  0  peut  être  remplacée  par  les  deux  suivantes  :  i 

X^  —  1  =  0     et    /'  4- 1  =  o. 

Les  racines  de  l'équation  j^  — 1  =  0  étant  i,  a,  a*,  celles  de 
l'équation  j^*  +  i  =  o   sont  — i,  — a  et  — a*.  En  multi-  i 

pliant  ces  six  valeurs  de  y  par  a ,  on  trouve,  comme  ci-dessus,  * 

que  les  racines  sixièmes  de  A' sont  -ha,  -t-aa,  -haa*,  — a,  | 

—  ûa,  — aoL*, 

215.  Les  considérations  que  nous  venons  de  préseuter  mon^ 
trent  que  les  racines  dont  le  degré  est  une  puissai^ce  de  2 ,  ou 

le  produit  de  3  par  une  puissance  de  2,  ont  autant  de  valeurs  ; 

qu'il  y  a  d'unités  dans  leur  degré.  On  verra  par  la  suite  que  / 

cette  proposition  s'étend  aux  racines  de  tous  les  degrés  5  de  ♦ 

sorte  qu'en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque,  j 

une  quantité  réelle,  ou  même  une  expression  de  la  forme  j 

P  "^^sl —  ^9  ^  toujours  m  racines  du  degré  m,  toutes  les  dé-  | 

termina tions  imaginaires  de  ces  racines  étant  de  la   forme 

Résolution  générale  de  V équation  du  troisième  degré. 

216.  Une  équation  du  troisième  degré  à  une  inconnue  peu! 
contenir,  avec  la  troisième  puissance  de  l'inconnue,  les  puis- 
sances inférieures,,  et  un  terme  indépendant  de  l'inconnue 5 
mais,  comme  il  sera  démontré  dans  la  suite  que  l'on  peut  tou- 
jours ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle  d'une  autre 
qui  ne  renferme  pas  la  puissance  de  l'inconnue  immédiate- 
ment inférieure  au  degré  de  l'équation,  nous  supposerons  que 
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cette  réduction  a  été  opérée  ;  et ,  pour  éviter  les  fractions,  nous 
présenterons  l'équation  du  troisième  degré  sous  cette  forme 

Nous  supposerons  d'ailleurs  que  p  et  (f   sont  des  quantités 
réelles. 
Si  l'on  fait 

on  pourra  écrire  l'équation  résultante  comme  il  suit  : 

Cette  dernière  équation  est  évidemment  vérifiée  quand  on 

pose 

yz  -hp  =0     et     j^  -f-  z^  -H  2  y  =  o. 

Celles-ci  donnent 

yz^  =  —  p\     ^-3  4-  z»  =  —  2  ^  ; 

on  conclut  de  ces  deux  équations  que  y^  et  z^  sont  les  deux 
racines  de  l'équation 

/'  -H  2  ^f  —  /?*  =  o  j 
donc  ' 

f=z--q+^q'  -H/?%      Z^  =  ^q^  V^M^, 

et  puisque  x  =y  •+•  z^ 

(2)  x=\/—q-h)/q'  -f-jo'  -f-  Y  —  y  —  s/q'  +/?'. 

Si  Ton  n'avait  point  égard  aux  valeurs  algébriques  des  ra- 
dicaux, la  formule  (2)  ne  donnerait  qu'une  seule  valeur  de  0:5 
mais  chaque  radical  cubique  ayant  trois  déterminations,  la 
somme  des  deux  radicaux  fournira  pour  x  neuf  expressions 
différentes.  Ces  neuf  valeurs  de  x  ne  conviennent  pas  toutes  à 
l'équation  proposée  5  car  les  valeurs  de  y  et  de  z  doivent  véri- 
fier les  deux  équations  yz  =  —  p,  j^  -f-  ^^  =  —  2^;  or,  la 
première  équation  a  été  remplacée  pary'^'=  — p^^  et  toute 
quantité  ayant  trois  racines  cubiques,  l'équation  y^z^  =  —  p* 
comporte,  pour  le  produit  yz^  trois  déterminations  différentes. 
Si  Ton  représente,  comme  dans  le  n**213,  les  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité  par  a  et  a*,  les  trois  valeurs  de  ^^'•^  cor- 
respondantes h  y^z^  =  — p^  sont  yz  =  — /?,    yz  z=: — pcx.^ 
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yz=:  —  pcc*]  la  formule  (2)  doit  donc  donner  k  la  fois  les 
racines  de  Téquation  (i),  et  celles  des  équations  qu'on  obtien- 
drait en  remplaçant  p,  soit  par  pa^  soit  par  pa}.  Or,  p  étant 
une  quantité  réelle,  on  devra  rejeter  dans  la  formule  (3)  toutes 
les  combinaisons  des  valeurs  des  deux  radicaux  cubiques  dont 
le  produit  sera  imaginaire. 

2i7.  Lorsque  la  quantité^*  4-^'  est  positive,  chaque  radical 
cubique  a  une  valeur  réelle.  Représentons,  pour  abréger,  la  >. 

valeur  réelle  du  premier  radical  par  A ,  et  celle  du  second  par  B; 
les  trois  valeurs  du  premier  radical  seront  A,  «A,  a' A,  et 
celles  du  second  seront  B,  «B,  a'B.  Or,  en  multipliant  suc- 
cessivement les  trois  premières  quantités  par  les  trois  der- 
nières, et  en  observant  que  a  et  a'  sont  des  expressions  imagi- 
naires, que  a'  =  I ,  et  que  a*  est  imaginaire,  puisque,  à  cause  \ 
de  a*  =  I,  on  a  a^  =  a^  on  voit  que  l'on  n'obtient  que  trois                      j. 
produits  réels,  savoir,  AxB,  aAxa'B,  a'AxaB.  Il  suit                     j 
de  là  que  l'on  doit  seulement  admettre  pour  x  les  trois  valeurs 

A-f-B,      aA-f-a»B,     a«A-haB. 

La  première  valeur  est  réelle,  et  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires. On  verra  d'ailleurs,  dans  la  suite,  que  l'équation  ne 
peut  pas  admettre  un  plus  grand  nombre  de  racines. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

^  —  6.r  —  g  =  o. 

On  a   P  =  —  2,    g=i  —  2,  d'où   vV*  "^  P^  =     '1  ^^  1^^  ' 

donne 

Les^trois  racines  sont  donc 

X = 3, 

2  2 

*=  - ,  -  v^y— T -4- i(- .  + v^  vT::!)  =  l(-3- v^nP7). 

12 
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On  s'assurera  aisëmail  que  ces  trois  râleurs  de  x  vérifient 
l'équation  proposée. 

Lorsque  la  quantité  ^*-f-p'  est  négative,  ce  qui  exige  que 
p  soit  négatif,  les  radicaux  cubiques  compris  dans  la  for- 
mule (2)  n'ont  plus  de  valeur  réelle;  cependant  toutes  les  ra- 
cines sont  réelles  (*).  Mais,  pour  déduire  ces  racines  de  la 
formule  (2),  il  faudrait  la  débarrasser  des  imaginaires;  et  l'on 
ne  peut  y  parvenir  qu'en  exprimant  chaque  radical  cubique 
par  une  suite  composée  d'un  nombre  infini  de  termes.  C'est 
ce  qu'on  appelle  le  cas  irréductible  de  l'équation  de  troisième 
degré. 

On  a  un  exemple  de  ce  cas  dans  l'équation 

a^  —  mx  -I-  20  r=  o; 
il  faut  faire  dans  la  formule  (2)  p  =i- — 7,  ^  =  10;  on  trouve 

X  =  V  — io-f-9i/-^^H- V  — 10  — 9v/—  3. 

L'équation  a  trois  racines  réelles;  car  elle  est  vérifiée  quand 
on  remplace  x  par  chacun  des  nombres  i,  4  et  —  5. 

218.  Lorsque  la  quantité  9*  -f-^'*  est  positive,  la  formule  (2) 


(*)  Lorsque  deux  nombres  substitués  dans  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion dont  le  second  membre  est  zéro,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
ils  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  Téquation.  En  admettant  cette 
proposition,  qui  sera  démontrée  dans  la  suite,  il  est  facile  de  prouver  que 
Féquation  (i)  a  trois  racines  réelles  lorsque  (f*-hp*<.  0.  En  effet,  supposons  tf 
positif,  et  puisque  p  doit  être  négatif,  remplaçons-le  par  — p;  on  aura  /'*>>  f*, 
et  l'équation  pourra  s'écrire  ainsi 

jr(x*— 3;;)h- a^  =  0. 

On  peut  donner  à  x  une  valeur  négative  telle,  que  x^  soit  plus  grand  que  3p,  et 
telle  aussi,  que  la  valeur  absolue  de  x  {x*  —  3;e;)  soit  plus  grande  que  2q;  alors 
le  premier  membre  de  l'équation  aura  une  valeur  négative ,  puisque  x  étant 
négatif  et  a:*  —  ^p  étant  positif,  le  produit  x{x*  —  3;;)  sera  négatif.  Pour  or  =  o, 

on  a  un  résultat  positif.  Pour  xz=:\fp^  le  premier  membre  de  l'équation  devient 
—  2p^-h2q,  donc  il  est  négatif;  car  de  p*  >  ^',  on  conclut  pyfp'>  (J'  Enfin, 
peur  x'^yJTpt  on  a  un  résultat  positif.  Il  suit  de  là  que  l'équation  a  une  racine 
négative,  une  racine  positive  moindre  que  ^,  et  une  autre  racine  positive  com- 
prise entre  sjp  et  ^3^.  Si  Ton  changeait  9  en  ~  9  dans  l'équation ,  le  résultat 
serait  le  même  que  si  Ton  changeait  x  en  —  x  ;  par  conséquent  les  racines  chan- 
geraient seulement  de  signes,  et  l'équation  aurait  encore  trois  racines  réelles. 
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présente  encore  une  imperfection,  qui  consiste  en  ce  qu'elle 
peut  ne  donner  pour  la  radne  réelle  qu'une  expression  embar- 
rassée de  radicaux,  quoique  cette  racine  soit  rationnelle.  On 
en  a  un  exemple  dans  l'équation 

X*  —  6x  —  4^  =  0. 

Il  faut  faire  dans  la  formule  (a)  p  =  — 2^  9  =  —  20,  ce  qui 
conduit  à 

X  =  V20  -f- 14  V^  +  V^o  —  i4  ^. 

La  racine  se  trouve  ainsi  exprimée  sous  une  forme  irration- 
nelle; cependant  elle  est  commensurable ,  car  l'équation  est 
vérifiée  quand  on  fait  j:  =:  4* 

Pour  déduire  de  la  formule  (  a)  la  valeur  exacte  de  la  racine^ 
lorsqu'elle  est  rationnelle,  il  faudrait  exécuter  sur  chacun  des 
radicaux  cubiques  compris  dans  la  formule  une  transformation 
analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  au  sujet  de  Texpres- 

sion  sja-^sfb^  mais  cette  transformation  dépend  elle-même 
de  la  recherche  d^une  racine  rationnelle  d'une  équation  du 
troisième  degré. 
Dans  le  cas  où  l'on  a  ^*  -f-  ^'  =  o,  les  quantités  A  et  B  sont 

égales  Tune  et  l'autre  à  la  valeur  réelle  de  sj — q\  et  comme 
a  -I-  a*  =  —  I  >  on  trouve 

A-f.B  =  aV^,     Aa-|-Ba'  =  — V'— ^>     Aa'-f-Ba=:  — V--?. 

Les  trois  racines  sont  donc  réelles^  et  deux  d'entre  elles  sont 
égales. 


t 


1  , 
t 
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PR0P0SITI0I7S    SUR    LES    NOMBRES.     FRACTIONS    CONTINUES. 


Propositions  sur  les  diviseurs  des  nombres  ^  sur  les  frac  - 
tions  et  sur  les  racines  des  nombres  entiers  et  frac- 
tionnaires. 

219,  THÉORkME  1**'.  —  Si  un  nombre  p  divise  un  produit 
ab  fie  deux  facteurs  y  et  s*il  est  premier  avec  a ,  il  diwe  b  (*) . 

Soit  a^p,  et  supposons  qu'on  opère  sur  les  nombres  a 
et  p  comme  si  Ton  voulait  trouver  leur  plus  grand  commun 
diviseur;  nommons  q^  ç\  etc.,  les  quotients  des  divisions  suc- 
cessives, et  r,  r',  etc.,  les  restes,  on  aura 

a  =  pq  -\-  r^     p  =:  rq' -{-  r',  etc. 

En  multipliant  ces  égalités  par  b^  et  les  divisant  ensuite  par  p, 

il  vient 

ab        ,  rb        ,        hr         ,       r'b 

—  =  6^  H )      ^  =  —  X^H >  etc. 

P  P  P  P 

Diaprés  la  première  égalité,  puisque  —  est  un  nombre  entier, 

br     .  , 

il  faut  que  —  soit  aussi  im  nombre  entier;  d'après  la  deuxième 

br  ,  .         br'       , 

égalité ,  —  étant  un  nombre  entier,  —  doit  être  aussi  un 

nombre  entier;  ainsi  de  suite.  Or  a  et  ^  étant  premiers  en- 
tre eux,  Fun  des  restes  r,  r',  etc.,  est  égal  à  Tunité.   Donc 

ou  -  doit  être  un  nombre  entier. 

P  P 


m 

{*)  Cette  proposition  et  quelques-unes  de  celles  qui  suivent  sont  démontrées 
dams  les  Traités  d'Arithmétique  ;  mais  j'ai  jugé  à  propos  de  les  reproduire  dans 
ce  chapitre ,  afin  de  rendre  sensible  la  liaison  des  principes ,  et  de  faire  appré- 
cier Tavantage  que  l'on  trouve,  pour  la  simplicité  dos  démonstrations,  dan» 
remploi  des  notations  et  des  règles  de  Talgèbre. 
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La  démonstration  ne  changerait  pas  si  l'on  avait  a<^p. 

Corollaire  î®'.  —  Tout  nombre  premier  p  qui  divise  un 
produit  abcd^  divise  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Car,  si  p  ne 
divise  pas  a,  il  est  premier  avec  a,  donc  il  doit  diviser  bcd. 
De  même,  si  p  ne  divise  pas  i,  il  est  premier  avec  i,  donc  il 
doit  diviser  cd.  Enfin ,  si  ^  ne  divise  pas  c ,  il  doit  diviser  d. 

Corollaire  ii.  —  Tout  nombre  premier  qui  divise  a"*  divise 
aussi  a ,  puisque  a'"  =  a  X  «  X  a  X  etc. 

Corollaire  m.  —  Lorsqu'un  nombre  n  est  divisible  par 
plusieurs  nombres  d^  d\  d"^  etc.,  tels  que  chacun  d'eux  est 
premier  avec  tous  les  autres,  le  nombre  n  est  divisible  parle 
produit  dd'd"...\  En  effet,  n  étant  divisible  par  //,  on  a 
n  =  dq^  et  q  est  un  nombre  entier.  Puisque  d' divise  /i,  il  doit 
diviser  dq'^  or  d' est  premier  avec  rf,  donc  il  doit  diviser  q.  Il 
suit  de  là  que  l'on  a  q  =  d^q\  q'  étant  un  nombre  entier  5 
par  conséquent  n  =  dd^q'\  le  nombre  n  est  donc  divisible 
par  dd^.  En  continuant  ces  raisonnements ,  on  prouvera  que  n 
est  divisible  par  dd' d", ... 

220.  Théorème  11.  —  Un  nombre  N  ne  peut  être  décom- 
posé en  facteurs  premiers  que  d'une  seule  manière. 

Soit  N  =  abcd, . . ,  les  lettres  a,  i ,  c,  d^  etc.,  désignant 
des  facteurs  premiers  légaux  ou  inégaux.  Si  l'on  avait  au^si 
N  =  aSycî. . . ,  en  désignant  par  or ,  6,  y,  cî,  etc.,  d'autres  fac- 
teurs premiers ,  il  en  résulterait  abcd, . .  =  aêyj. . . .  Diaprés 
cette  égalité,  a  divise  le  produit  abcdj  donc  il  divise  un  des 
facteurs:  or  tous  ces  facteurs  sont  premiers  15  par  conséquent  il 
faut  que  l'un  d'eux  soit  égal  à  a.  Supposons  a=zoL]  en  sup- 
primant ces  facteurs  égaux,  on  obtiendra  une  nouvelle  égalité 
au  moyen  de  laquelle  on  prouvera  que  6  doit  être  égal  à  l'un 
des  facteurs  i ,  c,  <i,  etc.  -,  ainsi  de  suite.  Les  facteurs  des  deux 
produits  sont  donc  égaux  chacun  à  chacun. 

Corollaire  i*"^.  —  Supposons  N  =  a^b^c'^,  les  facteurs  a, 
fc,  c  étant  premiers ,  et  les  exposants  n ,  p ,  q  étant  des  nom- 
bres entiers  positifs ,  il  est  évident  que  le  nombre  N  aura  pour 
diviseurs  tous  les  produits  qu'on  pourra  former  avec  les  puis- 
sances des  facteurs  premiers  a ,  i ,  c ,  marquées  par  les  expo- 
sants depuis  o  jusqu'à  n  pour  le  premier  facteur,  depuis  0 
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jusqu'à  p  pour  le  deuxième^  depuis  o  jusqu'à  q  pour  le  troi- 
sième ;  de  plus ,  le  nombre  N  n'aura  pas  d'autres  diviseurs  que 
ces  produits,  car,  s'il  en  avait  d'autres,  il  se  décomposerait  de 
plusieurs  manières  en  facteurs  premiers.  Il  suit  de  là  que  les 
diviseurs  de  N  sont  les  termes  qu'on  obtiendra  en  formant  le 
produit 

(i-f- û-f- «'-♦-... -f-«")(i-f-^  4- ^'-f-...-+-^0(^  +  ^+^'^-- ••"+"^)- 

Ces  termes  sont  tous  différents ,  car  il  ne  s'en  trouve  pas 
deux  qui  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers  avec 
les  mêmes  exposants.  Le  nombre  des  diviseurs  de  N,  en  y 
comprenant  l'unité  et  le  nombre  N,  est  donc 

(/i-hi)(/>-+-i)(^+i). 

Corollaire  ii.  —  La  somme  des  diviseurs  du  nombre  N  est 
la  valeur  du  produit  ci-dessus  ;  or  i  -+-  a  4-  «*...•+-  û"  est  le 
quotient  de  a""*"*  —  i  par  a  —  i  (n**  49)  5  la  somme  des  divi- 
seurs de  N  est  donc 

X-7 X 

a  —  I  o  —  I  c  —  I 

Corollaire  m.  — Lorsque  le  nombre  N  est  un  carré,  le 
nombre  de  ses  diviseurs  est  impair;  car  les  exposants  n^p, 
•9,  etc. ,  sont  pairs  ;  donc  les  nombres  n-f-i,^-f-i,^-f-i,  etc. , 
sont  impairs.  Lorsque  N  n'est  pas  un  carré  ,^  le  nombre  des 
diviseurs  est  impair;  car  un  des  exposants  n^p^  q^  etc.,  est 
impair;  donc  un  des  facteurs  «  +•  i,  ^  -f- 1,  etc.,  est  pair.  On 
parvient  aux  mêmes  conclusions  en  remarquant  que,  si  d  est 

un  diviseur  de  N  plus  petit  que  ^ ,  le  quotient  de  la  division 
de  N  par  d  sera  aussi  un  diviseur  de  N ,  et  sera  plus  grand  que 

vN.  Il  suit  de  là  que ,  si  la  racine  carrée  de  N  n'est  pas  exacte  , 
les  diviseurs  de  N  sont  en  nombre  pair,  puisque  le  nombre  des 

diviseurs  plus  grands  que  v^  est  égal  à  celui  des  diviseurs 

plus  petits  que  ^.  Si  sf^  est  un  nombre  entier,  ce  nombre 
fait  partie  des  diviseurs  de  N  ;  par  conséquent  ils  sont  en  nom- 
bre impair. 

CoaoLLAiRE  IV.  —  Si  l'on  voulait  décomposer  le  nombre  N 
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en  deux  facteurs,  on  pourrait  prendre  successivement,  pour 
Fan  des  deux  facteurs 9  chacun  des  diviseurs  de  N.  Mais,  si 
N  =  dd'^  les  deux  diviseurs  d  et  d^  ne  donnent  qu^une  seule 
décomposition;  donc,  lorsque  le  nombre  N  n*est  pas  un 
carré,  le  nombre  des  décompositions  difiërentes  de  N  en  deux 
facteurs  est  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs,  c'est-à-dii*e 

"  («  4- 1)  (p  4- 1)  (74-1)....  Quand  N  est  un  carré,  on  peut 

former  ce  nombre  en  multipliant  sa  racine  par  elle-même,  et 
le  nombre  des  décompositions  est  la  moitié  du  nombre  des  di- 
viseurs augmenté  de  i  « 

Si  les  deux  facteurs  devaient  être  premiers  entre  eux,  le  nom- 
bre des  décompositions  ne  dépendrait  pas  des  exposants  n,  p^ 
q,  etc.,  et  il  serait  le  même  que  si  Ton  avait  N  =  abc, .  •  ;  il 
serait  donc  la  moitié  du  produit  (i4-i)  (i-+"i)  ('-f-i)«««9 

c'est-à-dire  -  X  2*,  ou  a*""*,  en  nommant  k  le  nombre  des 

facteurs  premiers  différents  de  N. 

Corollaihe  v. — D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  corollaire  i***, 
les  diviseurs  communs  à  plusieurs  nombres  ne  peuvent  conte- 
nir que  des  facteurs  premiers  communs  à  ces  nombres.  Par 
conséquent,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nom- 
bres est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers ,  égaux  ou  iné- 
gaux, conununs  à  ces  nombres. 

Corollaire  vi.  —  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par 
plusieurs  autres,  il  faut  qu'il  renferme  tous  les  facteurs  pre- 
miers égaux  ou  inégaux  contenus  dans  chacun  d'eux.  Par  con- 
séquent,  le  plus  petit  nombre  divisible  par  des  nombres  don- 
nés est  le  produit  des  plus  hautes  puissances  de  tous  les  facteurs 
premiers  différents  qu'ils  contiennent. 

221  •  On  peut  obtenir  le  plus  petit  nombre  entier  divisible 
par  des  nombres  donnés  sans  chercher  leurs  facteurs  pre- 
miers. Soient  aetb  deux  nombres ,  et  d  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur;  on  aura  a  =  a' d^  h  =  V d^  et  les  quotients  a} 
et  h*  seront  premiers  entre  eux.  Soit  A  un  nombre  divisible 

par  a;  on  aura  k^=^  a! dq^  d'où  t-  =  ^5   donc,  pour  que 

A  soit  aussi  divisible  par  è,  il  faudra  que  indivise  a'q\  et 
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puisque  les  nombres  h'  et  a  sont  premiers  entre  eux,  b'  devra 
diviser  q.  Il  suit  de  là  que  A  sera  le  plus  petit  nombre  divisible 
par  a  et  par  ft,  si  l'on  pose  q  =  i',  d'où  A  =  a'b'd. 

Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  divisible  par  trois  nom- 
bres a,  b^  c,  on  cherchera  d'abord  le  plus  petit  nombre  A  di- 
visible par  a  et  &,  et  ensuite  le  plus  petit  nombre  divisible  par 
A  et  c.  S'il  y  a  plus  de  trois  nombres ,  on  agira  de  la  même 
manière. 

222.  Théorème  m.  — Pour  qu  une  fraction  soit  égale  à 

une  autre  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux,  il 

faut  que  les  deux  termes  de  la  première  soient  respectit^e-- 

ment  égaux  à  ceux  de  la  seconde  multipliés  par  un  même 

nombre  entier. 

Soit  T  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre 

eux.  Si  l'on  a  -  =  -=•>  il  en  résultera  A  =  -r-;  donc  b  divisera 

h       b  b  ' 

aB,  et  puisque  b  est  premier  avec  a,  il  divisera  B;  on  aura 

donc  B  :=  bm ,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  ;  on  en 

conclut  A  =  am. 

Corollaire  i*"^.  —  Une  fraction  dont  les  deux  tennes  sont 
premiers  entre  eux  est  irréductible  ^  car,  d'après  le  théorème 
précédent ,  elle  ne  peut  être  égale  à  aucun  fraction  exprimée 
avec  des  termes  plus  simples. 

Corollaire  ii.  —  Pour  que  deux  fractions  irréductibles 
soient  égales^  il  faut  que  les  numérateurs  soient  égaux,  ainsi 
que  les  dénominateurs. 

223.  Théorème  iv.  —  Les  puissances  d'un  nombre  frac- 
tionnaire ne  peuvent  être  des  nombres  entiers. 

Soit  1  une  fraction  ou  un  nombre  fractionnaire  irréductible. 
b 

La  puissance  /ii**'"*  de  ce  nombre  est  -j--  Or  a  et  è  étant  pre- 
miers entre  eux,  a"  et  b""  sont  aussi  des  nombres  premiers  entre 
eux;  car,  si  un  facteur  premier  divisait  a'"  et  fr",  il  devrait  diviser 

a  et  6.  Il  est  donc  impossible  que  -r-  soit  un  nombre  entier. 
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224.  Théorème  v.  —  Pour  qu'une  fraction  irréductible 
soit  une  puissance  exacte  du  degré  m ,  il  faut  que  ses  deux 
termes  soient  des  puissances  exactes  de  ce  degré. 

Supposons  qu'une  fraction  irréductible  t  soit  la  puissance 

c  a        c"* 

jj^ième  d'iijje  autre  fraction  irréductible  -;  on  aura  y  =  --.  Or 

c  eX  d  étant  premiers  entre  eux ,  les  nombres  c^  et  rf"  sont 

aussi  premiers  entre  eux  5  la  fraction  ~  est  donc  irréductible , 

et  puisque  t  est  pareillement  irréductible,  il  faut  que  Ton  ait 
a  =  c^  et  i  r=  rf"»  5  ce  qui  démontre  le  tbéorème. 

225.  Les  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances  exactes 
ont  des  racines  aussi  approchées  quon  le  veut.  Car,  si  un 
nombre  A  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  degré  m ,  en  con- 
sidérant une  fraction  -  de  l'unité,  aussi  petite  que  l'on  vou- 
dra ,  il  existera  deux  multiples  consécutifs  de  cette  fraction , 

^    ^"*-^     .1         '      r                 (^\^^ii    */^-+"»\'"-^    A 
-î 9  tels  y  que  1  on  aura  (  -  j    <^  A  et  ( J    >  A  5 

chacun  de  ces  nombres  -?  >  sera  la  racine  w'^"»*  de  A  à 

P       P 

moins  de  — 


Notions  sur  les  nombres  incommensurables.  —  Propo- 
sitioTis  sur  les  puissances  et  les  racines  dont  les  degrés 
augmentent  au  delà  de  toute  limite. 

226.  Quand  deux  grandeurs  de  la  même  espèce  contiennent 
chacune  exactement  une  troisième  grandeur  de  cette  espèce, 
celle-ci  se  nomme  leur  commune  mesure.  On  dit,  en  outre, 
que  deux  grandeurs  sont  commensurables  ou  qu'elles  sont 
incommensurables ^  suivant  qu'elles  ont  ou  qu'elles  n'ont  pas 
une  commune  mesure. 

Si  la  commune  mesure  de  deux  grandeurs  A  et  B  est  con- 
tenue m  fois  dans  A  et  n  fois  dans  B,  le  rapport  de  A  àB 
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est  le  nombre  —  Si  la  grandeur  A  esl  un  multiple  de  Tauire 

grandeur  B,  et  si  elle  la  contient  m  fois,  B  est  la  commune 
mesure;  et  le  rapport  de  Â  à  B  est  le  nombre  entier  m. 

A  défaut  d'une  commune  mesure  exacte ,  le  rapport  peut 
être  connu  approximativement,  au  moyen  d'une  partie  alî- 
quote  quelconque  de  l'une  des  deux  grandeurs,  et  en  négli- 
geant seulement  i^ne  partie  plus  petite  de  l'autre.  On  obtiendra 
une  approximation  aussi  grande  que  l'on  voudra ,  en  considé- 
rant des  parties  suffisamment  petites .  * 

227.  Lorsque  le  rapport  de  deux  grandeurs  est  déterminé 
par  des  conditions  numériques,  d'après  lesquelles  il  ne  peut 
être  exprimé  exactement  par  aucun  nombre  entier  ou  fraction- 
naire, comme  lorsqu'il  est  y/a,  par  exemple ,  les  deux  grandeurs 
sont  incommensurables  ;  puisque,  si  elles  avaient  une  commune 
mesure ,  il  en  résulterait  une  expression  numérique  exacte  du 
rapport. 

On  évalue  toutes  les  grandeurs  en  les  comparant  à  d'autres 
grandeurs  déterminées ,  qui  sont  prises  pour  unités.  Celles  qui 
ont  une  commune  mesure  avec  l'unité  sont  représentées  par 
les  nombres  entiers  et  les  fractions.  Les  autres  donnent  lieu 
aux  nombres  qu'on  appelle  incommensurables  ou  irrationnels 
(n'^  150);  ceux-ci  comprennent,  entre  autres,  toutes  les  racines 
des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances  exactes. 

228.  Toutes  les  opérations  qui  se  font  avec  des  nombres 
commensurables  quelconques ,  s'étendent  aux  nombres  incom- 
mensurables ,  sans  exiger  de  nouvelles  définitions  ;  puisque  les 
nombres  incommensurables  peuvent  être  remplacés  par  d'au- 
tres, commensurables,  qui  n'ont  avec  eux  que  des  différences 
aussi  petites  qu'on  le  veut.  Les  théorèmes  relatifs  à  ces  opéra- 
tions, qui  sont  employés  pour  établir  les  règles  du  calcul  des 
monômes  et  des  polynômes,  subsistent  également,  et  par  la 
même  raison,  dans  le  cas  de  l'incommensurabilité  des  nom- 
bres. Ils  peuvent  donc  être  appliqués  aux  radicaux ,  comme  on 
le  voit  dans  le  chapitre  IV,  pour  ceux  qui  se  rapportent  aux 
puissances  des  produits  et  des  quotients  (n°  153). 

229.  Lemme  1*"^.  —  Les  puissances  successwes  d'un  nom- 
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bre  A  plus  grand  que  l'unité  sont  de  plus  en  plus  grandes  y 
et  elles  croissent  au  delà  de  toute  limite^ 

De  ce  que  Ton  a  A  >  1 ,  on  conclut  A*  >  A ,  A*  >  A* , . . . , 
A'"+*>A'". 

En  outre,  si  l'on  pose  A  —  i  =  B,  on  aura  A*  —  A>  B  et 
à  fortiori  A'  —  A'  >>  B , . . . ,  A*  —  A"»"*  >  B.  En  ajoutant 
toutes  ces  relations  on  obtient  A"* —  i  ]>  nhR  ou  A*"  >  i-f-  mB. 
Donc,  pour  que  A"*  surpasse  une  quantité  donnée  H,  il 
suffira  de  prendre  m  de  telle  sorte  que  Ton  ait  i  -f-  mB]>  H, 
.     H  — I 

ou    m^  — :g • 

230.  Lemme  II.  —  Les  puissances  successi\^es  d'un  nom- 
bre a  plus  petit  que  F  unité  sont  de  plus  en  plus  petites,  et 
elles  s'approchent  indéfiniment  de  zéro. 

De  ce  que  l'on  a  a  <^  i ,  on  conclut  a'  <ia ,  a'  <^a* , . . . , 

En  outre,  si  l'on  pose  A  =  -»  A  sera  plus  grand  que  l'u- 
nité 5  on  aura  a  =  — »  d'où  «**  =  —  ;  donc,  en  désignant  par  A 

A.  A 

une  quantité  donnée  aussi  petite  que  l'on  voudra,  on 
satisfera  à  la  condition  a"*<C^h^  si  Ton  satisfait  à  celle-ci, 

t;j<^&,  ou  A'^^T-  Or,  d'après  la  proposition  précédente, 

on  peut  toujours  assigner  une  valeur  de  m  qui  satisfasse  à  la 
dernière  condition. 

231 .  Théorème  ix.  —  La  racine  du  degré  m  d'un  nombre 
diffère  d'autant  moins  de  l'unité  que  le  degré  m  est  plus 
grand ^  et  Von  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  cette 
racine  dijffere  de  r unité  d^une  quantité  aussi  petite  qui! on  le 
veut. 

Considérons  d'abord  un  nombre  A  plus  grand  que  l'unité. 
Soient  A  la  racine  du  degré  m  de  A ,  et  6  la  racine  du  degré 
m-^-n  AvL  même  nombre  \  les  nombres  a  et  6  seront  nécessai- 
rement plus  grands  que  i ,  et  l'on  aura  a"*  =  6"*+"  =  6"*  X  6"  5 
donc  «"*]>  6'"  ;  par  conséquent  a  >  6. 

Soit  e  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le  voudra  5 
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si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ait  (i-f-e)'"^A 
(n^  229) ,  la  racine  du  degré  m  de  A  sera  moindre  que  i  -f-  e. 

Considérons  maintenant  un  nombre  a  moindre  que  l'unité. 
Soient  a  la  racine  du  degré  m  de  a ,  et  S  la  racine  du  degré 
m-i-n  du  même  nombre  ;  les  nombres  0e  et  6  seront  plus  petits 
cpie  I ,  et  l'on  aura  a"»  =  6'"+'*  =  6"»  x  6"  ;  donc  «*"  <  6"*  -,  par 
conséquent  «<^  6.    • 

Soit  encore  s  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le 
voudra;  si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ait 
(1  —  e)"'<^a  (u?  230),  la  racine  du  degré  m  de  a  sera  plus 
grande  que  i  — e. 

Continuation  des  propositions  relatives  aux  diviseurs 

des  nombres  entiers, 

232.  Problème.  —  Trouver  la  plus  grande  puissance  d^un 
nombre  premier  6 ,  gui  divise  le  produit  i .  2 . 3 .  » .  /z. 

Soit  n'  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  n 
par  0.  Le  produit  i.2.3...7ï  contient  les  facteurs  6,  aO, 
3ô, . . . ,  /i'ô,  et  ces  facteurs  sont  les  seuls  qui  soient  divisibles  , 
par  0,  La  plus  haute  puissance  de  6  qui  divise  le  produit 
proposé,  est  donc  la  même  que  celle  qui  divise  le  produit 
i.a.3. .  ./i'6"';  on  obtiendra  donc  l'exposant  de  cette  puis- 
sance en  ajoutant  n'  à  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance 
de  0  qui  divisera  le  produit  i  •  2 . 3 . . .  n'.  Si  n'  est  plus  grand 
que  6 ,  soit  n^'  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  /*' 
pard;  on  aura  la  plus  haute  puissance  de  0  qui  divisera  le  pro- 
duit 1.2.3.  •  ./ï^,  en  multipliant  6""  par  la  plus  haute  puis- 
sance de  9  qui  divisera  le  produit  i.2.3...n".  Supposons 
qu'en  nommant  w'"  la  partie  entière  du  quotient  de  /i^^par  0, 
on  ait  n"' <^Q*^  le  produit  1 .2.3. .  .w'''  ne  sera  pas  divisible 
par  0,  et  la  puissance  demandée  sera  0»'+»''+'»"'. 

Si  l'on  avait  n  =  ô"*,  les  nombres  n\  /i", . . . ,  seraient  ô*"-*, 

0^-'. . .  I,  et  lieur  somme  serait >   ou 


e— I  G—  I 


233.  Théorème  iv.  —  Soit  m==ou^n-f-p-f-q-h  etc., 
le  produit  i.2.3...  nXi.2...pXi.2...qX  etc. ,  e^^  un 
diviseur  /fc  i .  2. 3. . . m. 
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Il  suffit  de  démontrer  qu'un  facteur  premier  quelconque  6, 
qui  ne  surpasse  pas  m,  n^est  pas  contenu  dans  le  premier  pro- 
duit à  une  puissance  plus  élevée  que  celle  à  laquelle  il  se 
trouve  dans  le  second  produit.  Or  soient  m',  n\  p\  q\  etc., 
les  parties  entières  des  quotients  de  m,  n,  p^  q^  etc.,  divisés 
par  Q\  soient  m"^  n"^  p"^  q"^  etc.,  les  parties  entières  des 
quotients  de  m',  n\  p\  q'^  etc.,  divisés  par  0*,  et  ainsi  de  suite, 
^exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  9 qui  divise  1 . 2. 3. . .  m 
est  m'  -f-  m"  -+-  m'"  -+-  etc.  5  l'exposant  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  9  contenue  dans  le  produit 

i.2.../îXi»2../>Xï«24..7...  Xetc, 

est 

/î'  -4-  n" . . .  -+-/>'  -+-/?". . .  4-  y'  -+-  ^". . .  4-  etc. 

Mais,  puisque  i7i=:ou>nH-p-|-^H-  etc.,  en  divisant  par  0, 
on  a 

-=    ou     >-+-  +  !+ etc., 

el  à  fortiori ,  en  ne  prenant  que  les  parties  entières  des  quo- 
tients, 

m'  =     ou     ]>  /i'  -h  /?'-+-  ^'  -f-  etc. 

On  conclut  pareillement,  de  cette  inégalité, 

m''  =     ou     >  n!'  4-  p"  +  q"  4-  etc., 

ainsi  de  suite.  Donc,  en  ajoutant, 

w'4-  m"...  =  ou>/î'  4- w". ..  4-//4-/>". . .  4- ^'4-^"...  4-etc. 

234.  Théorème  v.  —  Soit  p  un  nombre  premier  ai^ec  a  ^  si 
ton  dii^iseparf  les  multiples  successifs  de  sl  jusquà  (p — i)  a, 
les  restes  de  ces  dis^isions  sont  tous  différents. 

Supposons  que  deux  multiples  ma  et  raa,  moindres  que^a, 
divisés  par  /?,  donnent  le  même  reste.  En  désignant  les  par- 
ties entières  des  quotients  par  q  et  q'^  on  aura 

ma  =  pq  -+- r^     naz=pq*-^r'\     d'où      [m  —  n)a=p(q  —  q'). 

On  conclut  de  là  que  p  devrait  diviser  (m — n)  a,  et  conmie 
p  est  premier  avec  a,  il  faudrait  que  p  divisât  m — w,  ce  qui 
est  impossible^  puisque  m  eln  sont  moindres  que  p. 


igo  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

Remarque.  Si  l'on  divise  par  p  les  multiples  pa^  (p  -^  '  )  ^> 
(p  H-  2)  a,  etc.,  le  premier  pa  donnera  le  reste  zéro;  et  les 
suivants  donneront  les  restes  qu'on  aura  obtenus  en  divisant 
a,  2  a,  etc.,  par  p;  de  sorte  que  les  restes  se  reproduiront 
périodiquement. 

235.  Théorème  vi.  —  p  étant  un  nombre  premier  gui  ne 
dii^isepas  a,  a?""*  —  i  est  dwisible  par  p. 

D'après  la  proposition  précédente,  si  l'on  divise  par  p  les 
nombres  a,  2  a,  3  a. . .  [p  —  i)  a,  les  Vestes  sont  tous  diffé- 
rents; ils  sont  moindres  que  p^  et  aucun  d'eux  n'est  zéro, 
puisque  p  est  premier  avec  a,  et  le  multiplicateur  de  a  est 
moindre  que  p.  Donc  ces  restes  sont  tous  les  nombres  de- 
puis I  jusqu'à  p  —  I . 

Considérons  maintenant  les  égalités 

a  =pqi  -H  r„  2a  =pq7  4-  r^,. ..,(/?—  i  )  fl  =  pqp^t  -+-  r^_,. 

Si  l'on  multiplie  ces  égalités  mwnbre  à  membre,  le  produit  des 
seconds  membres  sera  un  multiple  de  p-,  augmenté  du  pro^ 
duit  de  tous  les  restes  Or  ce  produit  est  celui  des  nombres  de 

I  kp — I.  Donc 

1 .  2. 3. . .  (/>  —  I  )  aP-*  =  M/7  -H  1 .  2. 3. . .  (/?  —  i), 
ou 

1.  2.  3. . .  (p  —  i)  (aP-^  —  i)  =  M/>. 

II  suit  de  la  dernière  égalité  que  p  divise  le  produit 
i.2.3...(p  —  i)  (aP^^  —  i) .  Mais  puisque  ;?  est  premier,  il  est 
aussi  premier  avec  chacun  des  nombres  de  i  k  p  —  i .  Donc 
il  divise  a''~^—i. 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
Fermât. 

Lorsque  p  est  premier  avec  a,  sans  être  premier  absolu, 
le  théorème  précédent  doit  être  remplacé  par  celui-ci  : 

Si  s  est  le  nombre  des  entiers  plus  petits  que  p  et  premiers 
avec  lui,  p  dit^ise  a'  —  i. 

On  démontre  ce  théorème  de  la  même  manière  que  le  pré- 
cédent, en  ne  considérant  que  les  multiples  de  a  moindres  que 
pa^  et  premiers  avec  p,  et  en  remarquant  que  ces  multiples 
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divises  par  p  donnent  des  restes  qui  sont  aussi  premiers  avec 
p  ;  car,  d'après  régalité  ma  =  pq  -^  r^  s\  p  eir  avaient  un 
facteur  commun,  ce  facteur  diviserait  ma^  donc  p  ne  serait 
pas  premier  à  la  fois  avec  a  et  avec  m.  Il  suit  de  cette  obser- 
vation que  le  produit  des  multiples  de  a  moindres  que  pa^  et 
premiers  avec  /?,  est  un  multiple  dep,  augmenté  du  produit 
de  tous  les  multiplicateurs  de  a  ;  puisque  les  restes,  tous  diffé- 
rents et  premiers  avec  /?,  sont  en  même  nombre  que  les  mul- 
tiplicateurs. Donc,  en  nommant  R  le  produit  des  nombres  pre- 
miers avec  p  et  plus  petits  que  p,  on  a  Ra'  =  M/?  -h  R  ou 
R  (a*  —  I  )  =  Mp  5  d'où  il  résulte  que  p  divise  a'  —  i ,  puisqu'il 
est  premier  avec  R,  et  il  divise  R  (a'  —  i).  Ce  dernier  théo- 
rème comprend  le  précédent,  comme  cas  particulier  ;  car, 
lorsque  p  est  premier,  on  a  5  =  /?  —  i . 

Il  résulte  aussi  du  second  théorème  que,  lorsque  a'^*  est  la 
plus  faible  puissance  de  a  dont  la  division  par  p  donne  le 
reste  i ,  /?  est  premier. 

Quand  p  n'est  pas  premier  avec  a,  il  n'existe  aucune  puis^ 
sancede  a  qui,  divisée  par  /?,  donne  le  reste  i  •,  car,  en  suppo- 
sant a""  =  pg  +  I,  il  s'ensuivrait  que  le  facteur  commun  à  a 
et  p  diviserait  l'unité. 

Remarque.  Soit  s^  l'exposant  de  la  plus  faible  puissance  de 
a  qui,  divisée  par  p,  donne  le  reste  i . 

Les  puissances  de  a  inférieures  à  a''  donneront  toutes  des 
restes  différents  ;  car,  en  supposant  a"*  =:pq  +  r^  a''=pq'-h  /'» 
on  en  conclut  o^ — a'^^zp  (q—  q')  ou  a"  (a*""" — i)  =^p  {(]  — 9'); 
p  diviserait  donc  a"  (a"*"" —  i).  Mais  puisque  p  est  premier 
avec  a,  il  est  aussi  premier  avce  a"  ^  donc  p  diviserait  «'""•"—  1 . 
Donc ,  si  m  et  7ï  étaient  moindres  que  y,  cf'  ne  serait  pas  la 
plus  faible  puissance  de  a  conduisant  au  reste  i . 

L'égalité  a''  =  pq  +  1  donne  a' '^^ *  =  pqa  -h  a,  par  consé- 
quent le  reste  de  la  division  de  a''+*  par  p  est  le  même  que 
celui  de  la  division  de  a  parp,  a'"*"*  donne  le  même  reste  que 
a*  5  ainsi  de  suite.  Donc,  si  l'on  divise  par  p  les  puissances  con- 
sécutives de  a ,  les  restes  se  reproduiront  périodiquement. 

Si  s  est  plus  petit  que  s  y  en  désignant,  comme  ci-dessus, 
par  5,  le  nombre  des  entiers  moindres  que  p  et  premiers  avec 
p,  s  sera  un  diviseur  de  s  ;  car,  d'après  la  périodicité  des  restes, 
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les  seules  puissances  de  a  qui  donneront  le  reste  i,  seront 
a'',  a*'\  «"',  etc. 

236.  Problème.  —  Trouver  combien  il  y  a  de  nombres  en^ 
tiers  premiers  avec  un  nombre  donné  N,  et  plus  petits  que  ce 
nombre. 

Soit  N  =  aN',  a  étant  un  nombre  premier,  et  N'  un  nom- 
bre qui  peut  être  divisible  par  une  puissance  quelconque  de  a. 
Les  nombres  divisibles  par  a,  dans  la  suite  i ,  2 , 3 ,  • . . ,  N, 
sont  a,  ska^  3a, • . .,  N^a.  Si  on  les  exclut,  les  nombres  qui 
restent  sont  premiers  avec  a,  et  il  y  en  a  un  nombre  égal  à 
N  — N'ouN'(a— i). 

SoitN  =  ab  Wy  aelb  étant  des  facteurs  premiers  différents. 
La  suite  i ,  2 , 3 , . . . ,  N  contient  des  nombres  qui  sont  pre- 
miers avec  a  sans  être  premiers  avec  i,  d'autres  qui  sont  pre- 
miers avec  b  sans  être  premiers  avec  a,  et  d'autres  qui  sont  pre- 
miers avec  ab.  Suivant  la  formule  précédente,  les  nombres 
premiers  avec  a  sont  en  nombre  égal  à  N^'  i  (a  —  i).  Cherchons 
combien  il  se  trouve  dans  ces  nombres  de  multiples  de  b.  Avant 
l'exclusion  des  multiples  de  a  de  la  suite  i ,  2 , 3  ^ . .  . ,  N, 
les  multiples  de  b  étaient  i,  26,  3  i,. . .,  W ab.  Dans  cette 
dernière  suite,  il  y  a  autant  de  nombres  premiers  avec  a  qu'il 
s'en  trouve  dans  la  suite  1,2^3,...,  N'^a  \  donc  il  y  en  a  un 
nombre  égal  à  N^'  [a  —  i).  En  retranchant  ce  nombre  de 
N^i  [a — i),  on  aura  celui  des  nombres  premiers  avec  le 
produit  ab  dans  la  suite  i,  2,3, . . .,  N,  lequel  sera,  par  con- 
séquent, W  {a  —  1  )  {b —  I ). 

Si  N=aicN'",  ou  trouvera,  par  un  raisonnement  sem- 
blable, que  le  nombre  des  termes  premiers  avec  abc^  dans 
la  suite  i,  2,  3,...,  N,  sera  N''^  («  —  1)  [b  —  i)  (c  —  i). 
En  effet,  d'après  la  formule  précédente,  les  nombres  pre- 
miers avec  ab ,  dans  cette  suite ,  sont  en  nombre  égal  à 
Wc  [a  —  i)  [b  —  i).  Les  multiples  de  c  dans  cette  même  suite 
sont  c,  2c,  3c,...,  Wabc  \  et  ceux  de  ces  multiples  qui  sont 
premiers  avec  ai,  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  nombres 
premiers  avec  ab  dans  la  suite  i ,  2 ,  3  , . . . ,  "i^^'ab ,  lequel  est 
N"'  (a  —  i)  (b  —  i).  On  obtiendra  donc  le  nombre  des  termes 
premiers  avec  abc  de  la  suite  1 ,  2 ,  3 , . . . ,  N ,  en  retranchant 


I 
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N'''  (^  —  1)  (b  —  i)  de  N'^'c  (a  —  i)  (b  —  i)-,  ce  qui  donne 
W"(a  —  i)(b  —  i)(c  —  i). 

S'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  premiers ,  on 
obtiendrait  une  expression  semblable  aux  précédentes. 

Maintenant,  supposons  le  nombre  N  décomposé  en  fac^ 
leurs  premiers,  et  soit  N  =  a'*i''c^. . . ,  le  quotient  de  N  par 
abc. . .  sera  a"~*  bP~^c^'^.. .  •  D'ailleurs  les  nombres  premiers 
avec  N  seront  aussi  premiers  avec  abc .  . . ,  et  les  nombres  pre- 
miers avec  abc, . .  seront  premiers  avec  N.  Donc  le  nombre 
des  entiers  premiers  avec  N ,  et  moindres  que  N ,  sera  , 

I 

^n-i^/»-i^-i  (^a  —  l){lf  —  l)  (c—  l). 

Caractères  de  divisibilité  des  nombres  par  des  diviseurs 

quelconques. 

237.  Soit  N  un  nombre  en  lier,  écrit  dans  le  système  de 
numération  dont  la  base  est  b.  Concevons  qu'on  ait  partagé 
ce  nombre ,  en  allant  de  droite  à  gauche  j  en  tranchée  de  m 
chiffres  chacune ,  sauf  la  dernière  qui  pourra  en  avoir  moins  5 
et  soient,  en  allant  aussi  de  droite  à  gauche,  A,  B,  C,  D, . . . , 
ces  tranches  considérées  comme  autant  de  nombres  isolés  ;  on 
aura 


On  peut  mettre  cette  expression  du  nombre  N  sous  les  irois 
formes  suivanies  : 

N=:  ^'»(B-4-C^'"-HD^»^H-.  ..)-4- a, 

N  =  [B(^»«  —  1)  -f-C(ô"»—  i)-HD(^^«—  1)4-...] 

-f-(A4-B-4-C-}-D+...), 
N=[B  (^«-h  i)  +  C(6""—  i)H-D(^^'-f-  1)-+-...] 

-f-(A-hC-{-.    .)-*  (B-hD-i-...). 

Les  premières  parties  de  ces  trois  expressions  de  N  sont  res- 
pectivement divisibles  par  i'",  5'"  —  i,  6"*  -i-  i  (n**  49)  \  et  de 
là  résultent  les  conséquences  ci-après  : 

\^.  Dans  tout  système  de  numération,  le  reste  de  la  divi-- 
sion  d'un  nombre  par  un  div^iseur  quelconque  de  la  m**^*"" 
puissance  de  la  base  du  système,  est  le  même  que  celui qu  on 

i3 


194  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

obtient  en  dmsant  sa  première  tranche  de  m  chiffres  à  droite 
par  ce  di\^iseur. 

1^,  Dans  tout  système  de  numération ,  le  reste  de  la  div^i- 
sion  d^un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m*^™* 
puissance  de  la  base^  diminuée  d'une  unité,  est  le  même  que 
celui  quon  obtient  en  dis^isant  la  somme  des  tranches  de  m 
chiffres  par  ce  diviseur. 

3**.  Dans  tout  système  de  numération,  le  reste  de  la  divi^ 
sion  d'un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m*^™® 
puissance  de  la  base ,  augmentée  d!une  unité ,  est  le  même 
que  celui  quon  obtient  en  divisant  par  le  même  diviseur  la 
somme  des  tranches  de  m  chiffres,  de  rang  impair,  moins  la 
somme  des  tranches  de  m  chiffres ,  de  rang  pair. 

Par  conséquent,  pour  que  la  première  division  soit  possi- 
ble, il  suffit,  dans  chaque  cas,  que  la  seconde,  plus  simple, 
se  fasse  exactement. 

Lorsqu'on  veut  reconnaître,  au  moyen  de  ces  règles,  si  uu 
nombre  N  est  divisible  par  un  autre  nombre^,  il  faut  d'abord 
chercher  quelle  est  la  puissance  de  la  base  qui,  divisée  par  ^, 
donne  pour  reste  o,  i  ou  —  i . 

Si  le  nombre  p  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  de  la 
base  &,  il  y  a  une  puissance  de  b  exactement  divisible  par  p*^ 
et  l'on  doit  appliquer  la  première  règle. 

Lorsque  le  nombre  p  est  premier  avec  la  base ,  il  existe  une 
puissance  de  b  qui ,  diminuée  de  i ,  donne  un  nombre  di- 
visible par  p  (n^  235)  -,  de  sorte  qu'on  peut  appliquer  la  se- 
conde règle. 

Supposons  que  p  soit  un  nombre  premier,  et  soit  b""  la  plus 
faible  puissance  de  b  qui,  diminuée  de  i,  donne  un  nom- 
bre divisible  par  p.  Si  m  est  un  nombre  pair  2n^  p  divisera 
A"  H-  15  car,  puisque  Ton  ai*"  —  i  =  (&'*  —  i)  (i"  H-  i) ,  il 
faudra  que  p  divise  i"  —  i  ou  t"  -H-  i ,  et ,  d'après  l'hypothèse, 
il  ne  peut  pas  diviser  6"  —  i . 

Soit/>  =  37.  En  divisant  les  puissances  successives  de  10 
par  37,  on  trouve  que  la  troisième  puissance,  qui  est  1000, 
donne  le  reste  -f-  1 5  il  en  résulte  que  la  divisibilité  d'un  nom- 
bre par  37  dépend  de  la  divisibilité  par  37  de  la  somme  des 
tranches  de  trois  chiffres. 
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Soit  encore  p  r=zfj,  La  plus  faible  puissance  de  lo  qui^ 
divisée  par  7,  donne  pour  reste  H-  i,  est  1000000*,  ainsi  la 
divisibilité  d'un  nombre  par  7  dépend  de  la  divisibilité  par  7 
de  la  somme  des  tranebes  de  six  chiffres.  Mais  1000  divisé  par 
7  donne  pour  reste  —  i  ^  et  il  en  résulte  qu'on  reconnaît  aussi 
qu'un  nombre  est  divisible  par  7,  quand  la  somme  des  tran- 
ches de  trois  chiilres,  de  rang  impair,  diminuée  de  la 
somme  des  tranches  de  trois  chiffres,  de  rang  pair,  est  divisi- 
ble par  7. 

Des  fractions  continues, 

238.  On  appelle  fraction  continue  une  expression  de  celte 
forme  : 


a 


b-h 


£/-+-etc. 


En  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  une  semblable 
expression,  on  obtient  pour  résultat  une  fraction  ordinaire 
qui  est  la  valeur  de  la  fraction  continue.  Soit ,  par  exemple , 


5h 


3 


on  trouve  successivement 

,^1  —  1,    __L_-1,    5  I       '      _5   ,  4_39 
'■^4-4'  3-7'    ^^         3-^  +  7-T' 

4  4 

a       _  i4     -i  .       ^         _o,  '4_»3i 

3  ^'^  3 

'+4  '+4 

Nous  ne  considérerons  que  les  fractions  continues  dans  les- 
quelles les  numérateurs  6,  7,  (î,  etc.,  sont  égaux  à  l'unité,  et 

i3. 


1 


1^ 
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qui  sont  par  conséquent  de  cette  forme  ; 

I 


a  -j- 


b  +  —L 


d  -H  etc. 


Nous  supposerons,  de  plus,  que  a^  i,  c,  d^  etc.,  sont  des 
nombres  entiers  positifs. 

239.  Les  fractions  continues  de  cette  dernière  forme  se  pré- 
sentent toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d'exprimer  en  nombres  des 
quantités  fractionnaires,  ou  des  quantités  irrationnelles, 
dont  on  peut  avoir  la  valeur  approchée  à  moins  d'une  unité. 
Supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une  quantité  quelconque  x,  qui 
ne  soit  pas  exprimable  par  un  nombre  entier.  Si  l'on  cherche 
d'abord  le  nombre  entier  a  qui  approche  le  plus  de  la  valeur 
de  a:  5  la  différence  x  —  a  sera  une  fraction  plus  petite  que 

l'unité,  qu'on  pourra  représenter  par  -,  y  étant  un  nombre 

plus  grand  que  l'unité.  Si  l'on  cherche  de  même  le  nom- 
bre entier  b  qui  approche  le  plus  de  la  valeur  de  j^,  la  diffé- 

rencey  —  b  pourra  être  représentée  par  -  >  z  étant  un  nombre 

plus  grand  que  l'unité.  En  continuant  ainsi,  on  aura 

1  ,1  I  ,1 

jp=fl-h-j     r=:ô-f-->     z  =  c-h->     a  =  £/-!--?  etc.; 

y  z  il  V 

d'où  l'on  conclut 

I 


j:  =  a  -4- 


b  H 


d  -H  etc. 


Si,  parmi  les  quantités^,  ^,  u,  u^  etc.,  il  s'en  trouve  une  qui 
soit  exprimée  exactement  par  un  nombre  entier,  la  fraction 
continue  se  terminera.  Dans  le  cas  contraire,  la  fraction  con- 
tinue se  prolongera  indéfiniment. 

240.  Examinons  le  cas  où  la  quantité  qu'on  veut  mettre 


' 
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en  fraction  continue  est  un  nombre  fractionnaire  donné  -> 

A  et  B  étant  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  cette  quantité  est 
le  quotient  de  la  division  de  A  par  B.  Nommant  a  ce  quotient 
et  C  le  reste ,  on  a 

A  C  1 


B  B  ■     /B 

C 

Soient  b  le  quotient  de  la  division  de  B  par  C,  et  D  le  reste, 
on  a 

B       ,       D       ,  1 

C  ^C 


(§) 


Sans  que  l'explication  soit  poussée  plus  loin ,  on  conclut  la 
règle  suivante  :  Pour  réduire  une  fraction  ordinaire  en  frac- 
tion continue,  il  faut  opérer  sur  les  deux  termes  de  cette 
fraction  comme  si  Von  voulait  trouver  leur  plus  grand  corn- 
mun  diviseur  y  en  divisant  d^  abord  le  numérateur  par  le  déno-- 
niinateur.  Si  les  quotients  des  divisions  successives  sont  a,  b, 
c,  d,  etc,  (le  premier  quotient  a  pouvant  être  zéro) ,  la  frac- 
tion  continue  est 

I 


a 


b^ 


etc. 


O131  trouve  par  cette  règle 
iio3 


««'  4  4- 


9  + 


2-h 


I  -f- 


I 


•-^i 


Comme  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
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deux  nombres  conduit  toujours  à  un  reste  nul ,  et  par  consé- 
quent à  un  quotient  qui  est  un  nombre  entier,  Toute  quantité 
commensurable  peut  être  exprimée  parune  fraction  continue 
qui  se  termine. 

Réciproquement  y  Toute  Jraction  continue  qui  se  termine 
est  r expression  d'une  quantité  commensurable  ^  puisque  l'on 
peut  en  obtenir  exactement  la  valeur,  exprimée  par  une  frac- 
tion ordinaire. 

Il  suit  de  là  c^Une  quantité 'incommensurable  ne  peut 
donner  q\i une  fraction  continue  qui  se  prolonge  indéfini- 
ment. 

241.  Pour  montrer  un  exemple  de  la  réduction  d'une 
quantité  irrationnelle  en  fraction  continue,  prenons  l'ex- 
pression 


La  rî^cii^e  carrée  de  7  étant  comprise  entre  2  et  3 ,  la  quan- 

5      6 
tité  proposée  est  comprise  entre  -  et  -  *,  là  partie  entière   de 

cette  quantité  çst  donc  2 ,  et  on  peut  poser 

2  y 

On  conclut  de  là 

X  2      '      '^"■y/^_,"-        6         ~       3      ' 

Puisque  la  racine  carrée  de  7  est  comprise  entre  2  et  3 ,  la 
valeur  de  jr  est  comprise  entre  ^  et  ^  ;  on  posera  donc 

o  z 


Cette  relation  donne 


!___  V^  — 2         ___       3 
a""       3      '  \/7""^ 


=  s/7  -h  2. 
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En  continuant  de  la  même  ^manière ,  on  trouve 

u 
-  =  -I^i- ,       i^rr-Tr: =-3^^ =1-4--, 

c  3  y^ I  2  f 

D'après  ces  calculs ,  le  développement  de —  en    fraction 

continue  est 


2 


I 

I  H 


I 

1-1 


I 

H 

I 


i-h 


4  H-  etc. 


Cette  fraction  continue  est  périodique  ^  car,  à  cause  de 
t  === y,  les  quatre  dénominateurs  1,4)1)1  se  reproduiront 
indéfiniment,  dans  le  même  ordre. 

242^.  Considérons  la  fraction  continue  littérale 


a  + 


b 


e/-f-  etc. 
On  trouve,  au  moyen  des  règles  relatives  aux  fractions, 

a  I       ab-i-i  I  (ab-^-  i)c-ha 

I  ^  b  ,        I  oc  -\-'  i 

b  +- 
c 

I                (abc-^-c -\-à)  d-\-ab-\'i 
(l  j :3;  '^ ^ ,   etc. 
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Les  fractions 

a       ab'^^       {ab-^-Ac-^a       [abc -\' c -^  a)  d -\- ab -k- i 

-»     ; — »     î —  y     77 — : — k"!"^. — » '  etc., 

I  b  ùc-ht  {bc'^ï)d-h  b 

sont  désignées  sous  le  nom  de  fractions  convergentes  ou  de 

réduites.  Les  fractions  -?  T'  ~'  etc.,  sont  nommées  yrac^ibn^ 

intégrantes,  et  les  quantités  a^b^  c^  etc.,  sont  appelées  quo- 
tients incomplets»  On  verra  bientôt  la  raison  de  ces  différentes 
dénominations. 

En  examinant  les  réduites  ci-dessus,  on  voit  que,  pour  la 
troisième ,  Le  numérateur  est  le  produit  du  numérateur  de  la 
réduite  ptvcédente  par  le  dénominateur  de  la  dernière  frac- 
tion intégrante  y  augmenté  du  numérateur  de  la  réduite  qui 
précède  de  deux  rangs  ,•  le  dénominateur  est  pareillement  le 
produit  du  dénominateur  de  la  réduite  précédente  par  le 
dénominateur  de  la  dernière  fraction  intégrante ,  augmenté 
du  dénominateur  de  la  réduite  qui  précède  de  deux  rangs. 
On  observe  la  même  règle  à  T égard  de  la  quatrième  réduite. 

Pour  démontrer  que  cette  règle  s^applique  généralement 
à  toutes  les  réduites,  il  suffît  de  faire  voir  que,  si  elle  con- 
yîentà  trois  réduites  consécutives  quelconques,  elle  convient 
ai^ssi  à  la  réduite  suivante.  A  cet  effet,  considérons  quatre 
réduites  consécutives 

£       ^      L      ^ 
P''     Q''     R''     S'' 

Nommons   r  le  dénominateur   de  la  dernière  fraction  inté- 

grante  comprise  dans  — >»  s  le  dénominateur  de  la  dernière 

R 

S 
fraction  intégrante  comprise  dans  ^?  et  supposons  que  l'on 

ait  R=Qr-hP,R'  =  Q'^-^P^  La  réduite  ^  peut  se  dé- 

R  I 

duîre  de  g7  en  y  remplaçant  r  par  r-h  -.  On  aura  donc 

Q  (/--H-^j+P 


S_^  y         s)  _  .f  (Qr-HP)  H-Q  _  R^-f"Q 


Q' 


' 
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S 
On  voit  par  là  que  la  réduite  -7  se  forme  au  moyen  des  ré- 

duites  précédenles,  suivant  la  règle  énoncée  ci-dessus. 

Calculons ,  d'après  cette  règle ,  les  réduites  de  la  fraction 
continue 

I 


14- 


44- 


24- 


I 

iH 


•  +  ?■ 


On  forme  d'abord  les  deux  premières  réduites ,  et  les  autres 
s'obtiennent  ensuite  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


9 

2 

I 

I 

4 

I 

5 

46 

97. 

143 

240 

iio3 

—  » 

I 

4' 

37' 

,8' 

M  5' 

193' 

887 

On  écrit  sur  une  même  ligne  les  quotients  incomplets  suc- 
cessifs 9,  SI  9  1 ,  1 9  4-  O^  multiplie  les  deux  termes  5  et  4  de 
la  deuxième  réduite  par  9,  et  l'on  ajoute  respectivement  aux 
produits  les  termes  i  et  i  de  la  preniière  réduite*,  on  a  ainsi 
les  deux  termes  46  et  37  de  la  troisième  réduite.  On  multiplie 
ces  deux  termes  par  2 ,  et  l'on  ajoute  respectivement  aux  pro- 
duits les  deux  termes  5  et  4  de  la  deuxième  réduite  ;  ce  qui 
donne  les  deux  termes  97  et  78  de  la  quatrième  réduite.  Ainsi 
de  suite.  La  dernière  réduite  est  la  valeur  exacte  de  la  fraction 
continue. 
Lorsque  la  fraction  continue  n'a  pas  de  partie  entière ,  on 

prend  -  pour  la  première  réduite. 

243.  La  valeur  de  la  fraction  continue  est  comprise  entre 
deux  réduites  consécutives  quelconques. 

Reportons-nous  à  la  fraction  continue  littérale  que  nous 
avons  considérée  dans  le  numéro  qui  précède,  et  désignons  par 
a:  la  valeur  de  celte  fraction  continue.  On  voit  immédiatement 

que  la  première  réduite  -  est  plus  petite  que  la  quantité  x  y 
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puisqu'on  néglige  la  quantité  -j •   La  deuxième  réduite 

ja  H-  T  est  plus  grande  que  Xy  puisqu'on  néglige  une  partie  du 

dénominateur  b  -h- •  Le  même  raisonnement  s'appli- 

c  -4-  etc.  ^^ 

querait  aux  réduites  suivantes  ;  mais  on  peut  démontrer  géné- 
ralement la  propriété  énoncée ,  comme  il  suit. 

En  conservant  les  mêmes  désignations  que  dans  le  n**  242 
on  a 

R  Qr4-P 


R'        QV-4-P' 

R' 
Pour  déduire  la  valeur  de  x  de  celle  de  ^^  ?  il  suffirait  dç  rem- 

R 

placer,  dans  l'expression  4e  cette  réduite,  r  par  r-^ • 

Nommons  j^  cette  dernière  quantité  ,  qui  est  toujours  positive 
et  plus  grande  que  l'unité  *,  on  aura 

Qr  +  L 

4'où  Ton  conclut 

_  P^  _  (QP^  —Q'P)X  _  Q.  __    PQ'  —  QP^ 

"^      P'~(Q>-4-P')P''    ^      Q^~(Q>-+-P')Q'* 

On  voit  par  les  deux  dernières  égalités  que  les  deux  diffé^ 

P  Q  j  •  '     j       • 

rances  x  —  -p^  ^ — p^?  sont  des  quantifies  de   signes  con- 

P 

traires;  donc,  si  x  est  plus  grand  que  ^7»  il  sera  moindre  que 

Q      •  .  .  P     . 

—75  si,  au  contraire,  x  est  plus  petit  que  ^  ?  il  sera  plus  graurd 

O  a 

que  rr^'  D'ailleurs,  la  première  réduite  -  estpluspetitequeo:. 

Par  conséquent,  Toutes  les  réduites  de  rang  impair  sont 
moindres  que  la  valeur  de  la  fraction  continue,  et  toutes  les 
réduites  de  rang  pair  sont  plus  grandes  que  cette  valeur, 

244.  La  valeur  absolue  de  la  différence  x —  Tv  ^st  moîn- 
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|-p  =  ±p;^;     d'où     P'Q-PQ'=d:u 


donc 


S^-|  =  ^QÎr'     ""     RQ'-QR'  =  ip.. 

246.  Les  réduites  exprimées  suivant  la  règle  du  nP  242 
sont  des  fractions  irréductibles.  Car,  si  les  deux  termes  de 

P 
la  réduite—,  avaient  un   facteur   cprçunun,   d'après  Fégalilé 

P'Q  —  PQ'  =  dr  I ,   ce   facteur  commun  diviserait  lunilél 
On  voit ,  par  la  même  égalité,  que  les  numérateurs  P  et  P'de 


P  î 

dre  que  celle  de  la  différence  x  —  -7?  car  j^  est  plus  grand  * 

.      .  i 

que  I ,  et,  d'après  la  règle  du  n*'  242,  il  est  évident  que  Q' 

est  plus  grand  que  P'.  Donc  chaque  réduite  approche  plus  de  i 

la  fraction  continue  que  la  réduite  précédente.  C'est  cette 

propriété  qui  fait  donner  aux  réduites  le  nom  de  fractions  \ 

convergentes.  \ 

H  résultç  des  deux  théorèmes  ci -dessus ,  que  les  réduites  de  j 

rang  impair  forment  une  suite  croissante^  et  les  réduites  de  1 

rang  pair  forment  une  suite  décroissante.  I 

i 

245.  La  différence  de  deux  réduites  consécutix^es ,  expri-  » 

mées  suii^ant  la  règle  du  n^  242,  est  égale  à  l'unité  divisée 
par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  deux  réduites. 

Cette  proposition  se  vérifie  à  l'égard  des  deux  premières  ré-  ' 

duites ,  dont  la  différence  est  — 7 =-y  H  suffit  donc 

010 

de  prouver  que,  si  elle  est  vraie  pour  deux  réduites  consé-  | 

cutives  p7>  ^>    elle  est  également  vr^ie  pour  la  réduite  ~ 

R  * 

et  la  réduite  suivante  ■^«  Or 

xt 

RQr+P  R        Q  _   Qr  +  P        Q_PQ--P'Q.  '■ 

R'~Q'r  +  P"  R'       Q'~Q'r+P'       Q' ~  Q'(Q'r4-P')' 

par  hypothèse , 
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deux  réduites  consécutives ,  ou  leurs  dénominateurs  Q  et  Q', 
sont  premiers  entre  eux. 

247.  La  valeur  de  la  fraction  continue  étant  comprise  entre 
deux  réduites  consécutives  quelconques  ^  >  ^  >   1^  différence 

entre  cette  valeur  et  la  réduite  —  est  moindre  que  la  différence 

R      O 
des  fractions  ^?  ^"  Or,  on  vient  de  voir  que  la  valeur  ab- 

R     Q 

solue  de  cette  différence  est  «TTy *  P^r  conséquent ,  L'erreur 

que  Fort  commet  en  prenant  une  réduite  pour  la  valeur  ap^ 
prochée  de  la  fraction  continue^  est  moindre  que  l*  unité  di- 
visée par  le  produit  des  dénominateurs  de  cette  réduite  et  de 
la  réduite  suivante. 

On  peut  obtenir  une  limite  de  l'erreur  qui  ne  dépend  pas 
du  dénominateur  de  la  réduite  qui  suit  celle  que  Ton  consi- 
dère 5  car  R'  ==  QV  H-  P',  et  le  quotient  incomplet  r  n'esf;  ja- 

mais  moindre  quel-unité;  la  fraction  ^  n'est  donc  pas  plus 

grande  que  ^,  ,^^  -,  l'erreur  est  donc  toujours  moindre 

que  cette  dernière  fraction. 

On  a  xTTTy pM  "^rvi'  ^^  P^^^  donc  prendre  encore  pour 

limite  de  l'erreur  -tt^»  Cette  dernière  limite  est  quelquefois 
préférée ,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soit  -  une  fraction  donnée*,  pour  que  la  réduite  ^  diffère 
de  la  fraction  continue  d'une  quantité  moindre  que  ->  il  suf- 

I  a  /ê 

fira  que  l'on  21^^^  Tyi  <C  g  ^^  ^^^^  Q'  ^  V  "'  '^  signe  >  n'ex- 
cluant pas  l'égalité. 

On  conclut  de  là  que  L'on  peut  toujours  obtenir  exacte- 
inent^  ou  ai^ec  autant  d* approximation  qiHon  le  veut,  la 
valeur  d'aune  quantité  exprimée  en  fraction  continue.  Car, 
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lorsque  la  fraction  continue  se  termine,  on  peut  en  trouver  la 
valeur  exacte^  et  quand  la  fraction  continue  ne  se  termine 
pas ,  on  parvient  toujours  à  une  réduite  dont  le  dénominateur 
est  assez  grand  pour  que  Ton  obtienne  l'approximation  de- 
mandée, puisque  les  dénominateurs  sont  des  nombres  entiers 
qui  vont  toujours  en  augmentant  (*). 

248.  Pour  obtenir  une  limite  moindre  que  Terreur,   il 
suffit  de  remarquer  que,  la  valeur  totale  x  de  la  fraction 

O       R 

continue  étant  comprise  entre  les  réduites  ^/  et  -^  >  et  diffé- 

Q       R 

R  O 

rant  moins  de  ^  que  de  ~  (n***  243  et  244) ,  la  différence  de 

X  ex  de  ^  est  plus  grande  que  la  moitié  de  la  différence  des 
deux  réduites.    Il  suit  de  là  que  Terreur  que  Ton  commet 
en  prenant  la  fraction  -r?  au  lieu  de  x ,  est  plus  grande  que 
I 


2Q'R' 

249.  Les  limites  de  la  diffét'ence  entre  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  et  une  réduite  ^  peuvent  aussi  se  déduire  de 

l'expression  qu'on  a  formée  dans  le  n*^  243 ,  pour  représenter 
la  valeur  de  la  fraction  continue. 


Or 

En  effet,  puisque  x  =  jr/   "^  p, ?  il  en  résulte 

Q  _    PQ--QP- 
Q'-Q'(Q>-HP')* 

Or  PQ'  —  Qî^=  ±  I  ;  et  en  désignant  par  r  le  dénomina- 


C^  )  Quand  une  fraction  continue  peut  être  prolongée  indéfiniment ,  les  ré- 
duites tendent  vers  une  limite  fixe.  Car,  si  Ton  considère  une  réduite  Z  d'un 
rang  aussi  élevé  qu*on  le  voudra,  les  réduites  de  rang  impair  qui  précéderont  Z, 
seront  plus  petites  que  Z  et  iront  en  croissant  {n^^  S'ÏS  et  244  );  les  réduites  de 
rang  pair,  avant  Z ,  seront  plus  grandes  que  Z  et  iront  en  décroissant.  De  plus , 
la  réduite  Z  pouvant  être  prise  aussi  éloignée  que  l'on  voudra ,  la  différence  de 
deux .  réduites  consécutives  antérieures  à  Z  pourra  devenir  plus  petite  qu'une 
quantité  quelconque  donnée.  La  valeur  d'une  fraction  continue  qui  ne  se  ter- 
mine pas,  est  la  limite  vers  laqu^elle  tendent  les  réduites. 
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leur  de  la  dernière  fraction  intégrante  comprise  dans  la  rë*- 

duîte  qui  suit  ^5   on  aj^]>r  etj^<''-f-i.   On  conclut 
de  là 

Q  ^  1  Q^     I 

Q  ^  I  Q  ^  ' 


Q'  ^  Q'  (Q'r  H-  Q'  -+.  F)  Q'  "^  Q'  (R'  -h  Q') 

250.  Une  réduite  iquelconque  exprime  la  valeur  de  la 
fraction  continue  plus  exactement  que  toute  fraction  dont  le 
dénominateur  est  moindre  que  celui  de  cette  réduite. 

Nommons  toujours  x  la  valeur  exacte  de  la  fraction  con- 
tinue \  et  supposons  qu'une  fraction  ^  approche  plus  de  x 

qu'une   réduite,    —•    Il  est  clair  que  la  proposition  énon- 
cée sera  démontrée,   si  nous  prouvons  qu'on  devra   avoir 

Puisque  la  fraction  — ;  approche  plus  de  x  que  ^9  elle  ap- 

p 
prochera  aussi  plus  de  x  que  la  réduite  précédente  —7;   et 

puisque  la  valeur  de  la  fraction  continue  est  comprise  entre 

-7  et  ^»  il  faudra ,  à  fortiori ,  que  la  fraction  —,  soit  comprise 

entre  ces  réduites. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  absolue  de  la  diflerence  des  frac- 

P  /?2  . 

tions  --:  et  —7  sera  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
P       m  ^ 

rence  des  deux  réduites  ;'de  sorte  que  Ton  aura 


donc 


P        w      .     I                , .         Vm'  —  V'm     .     i 
TZi ;  *C.  ^,  ^.  >     ou  bien     —7 — ; <C  ^,  ^,  \ 


P.»'-P'/«<^. 


Mais,  P,  P',  m  et  m'  étant  des  nombres  entiers  ,  Pm'  — P'/7« 
est  au  moins  égal  à  i .  On  doit  donc  avoir  m'  ]>  Q'. 
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On  peut  aussi  démontrer  que  l'on  doit  avoîr  m  >  Q.  A  cet 

effet ,  il  faut  remarquer  que  la  fraction  —,  étant  comprise  en- 


P        Q     ,     ^       .       /7i'  .  P'       Q'     ^ 

Ire  —  et  — /  ^  la  traction  —  est  comprise  entre  =-  et  ^-    La 
P'        Q  m  ^  P         Q 

démonstration  s'achève  ensuite  comme  ci -dessus. 

On  prouve,  d'une  manière  tout  à  fait  semblable,  que  ,  si  la 

fraction  -7  approche  plus  de  x  qu'une  réduite,  et  dans  le  même 

sens  que  cette  réduite,  les  termes  m  et  m'  sont  respectivement 
plus  grands  que  ceux  de  la  réduite  suivante. 

251.  Toute  fraction  continue  périodique  exprime  tune 
des  racines  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coejji- 
dents  sont  commensurables , 

Pour  démontrer  cette  proposition  d'une  manière  géné- 
rale, supposons  une  fraction  continue  formée  d'une  partie 
non  périodique  qui  comprend  les  fractions  intégrantes 
ai  II 

T'A 

lions  intégrantes  —•->...?->  -9  qui  se  reproduisent  indéfi- 
niment. 

En  représentant  par  j^  la  valeur  de  la  partie  périodique, 
on  a 


>  T5 . .  o  T»  7'  et  d'une  partie  périodique  composée  des  frac- 


\ 

1 

I 

\'  — —  tn    1                    „  . . 

/ 

'        I 

^-i.  ... .     ..- 

») 

I 

X Il  -f- 

A  +  -  1          ' 

1       ^^ 

k  1   ' 

n  -Y- 

(*)  Si  Ton  désigne  par^^__j  la  valeur  de  la  fraction  continue  composée  de 
»  —  I  périodes ,  et  par  r„  la  valeur  de  la  fraction  continue  comprenant  une 
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R        S 
Soient  — -,  et  ^  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  y  qui  cor- 
R        S 

respondent  aux  deux  fractions  intégrantes  -?  ->    et  soient 

—7  et  =77  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  x  qui  correspondent 

aux  deux  fractions  -r>  t*  On  aura 

k    l 

_    S^-f-R  _  L74-K 

•^■^  s'r-+-R''   •^""lTTk'* 

Or,  en  éliminant^  entre  ces  deux  équations,  on  parvient  à 
une  équation  du  second  degré  en  x. 

Au  lieu  de  résoudre  l'équation  du  second  degré  qui  résulte 
de  Félimiiiation  de  j",  et  qui  donne  deux  valeurs  de  x^  il  est 
préférable  de  résoudre  Féquation 

^^ItTI^     •*"    S>»+(R'-S)j^-R  =  o. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  une  des  ra- 
cines est  négative^  on  ne  devra  prendre  que  la  racine  positive, 
et ,  au  moyen  de  cette  valeur  de  y,  on  obtiendra  la  valeur 
convenable  de  x. 

On  peut  trouver,  d'après  les  règles  ordinaires,  la  significa- 
tion de  la  valeur  négative  de  y  donnée  par  l'équation 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fraction  conti- 


période  de  plus ,  on  a 

«  -h  :   1    .       „.  - 

•         "T" 

I 

Quand  n  croit  indéfiniment , r„_,  etr„  tendent  vers  la  même  limite,  puisque 
pour  ïi  =  00  les  deux  fractions  continues  que  représentent  y^_^  et  y^  ont  indé- 
finiment les  mêmes  réduites.  Celte  observation  démontre  Texactitude  de  Téqua- 
tion  (i). 


I 
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nue  proposée  soit  celle-ci  : 

^  =  m  -^ a  ou    ^  ==  /w  -f- 


I  I 

n  H •  n 


I  I 
5                                              /?"+--• 


m  -h  etc.  y 

Si  l'on  représente  la  valeur  négative  dey  par  — j\  on  aura 

I 


—  7'  =  m  H- 


I 

w4 


On  déduit  de  là 

II  III 

r'-h/w  = -7- —  =  — « '^-l-^T-; — =  — 


P  —  Z} 


y+nt  I  y'-hm  I 

I  I  II 

=  -.^4-      ,     p^ —  =  —,» 

«  -h  -7 «-+  -7-; 


I 

y  = 


' —    ou  bien     j'  = 


H : p  H 


n  H ; 7? 


/2 


m 


I 


n  +  etc. 
Soit  maintenant  la  fraction  continue  périodique  mixte 


jt  =  fl  -H 


m 


n 


i 

p  _| . 


m  +  etc. 

En  désignant  par  x'  la  valeur  de  x  correspondante  à  la 
valeur  négative  de  j^,  on  a 

,  I 

I 


b-p- 


n 


m 


p  -\-  etc. 

•4 
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Supposons  h^^p^  et  posons  b — p=:h  etz  =  /2H i 

p  -f-  etc. 
on  aura 

k =  A  —  I  H =  A  —  1»  -f- 


z  i  I 

1  -f , 

z —  I 


par  conséquent 

I 


jf'=  <z  H- 


/  —  I  H 


I 

1  H 


I 


I 


n  —  I  -f- 

p  4-  etc. 
Sr  l'on  a  h  <^p^  on  trouvera ,  eïi  posant  p  —  b  =:hf 


n 


m 


p  -^  etc. 

En  opérant  alors  comme  précédemment,  on  pourra  ramener 
la  valeur  de  x'  à  une  fraction  continue  dont  tous  les  termes 
seront  positifs. 

On  ne  peut  pas  avoir  b  z=zp^  car  la  période  commencerait 

alors  à  la  fraction  intégrante  ^* 

Toute  racine  irrationnelle  d'une  équation  du  second  degré 
dont  les  coefficients  sont  rationnels  est  représentée  par  une 
fraction  continue  périodique.  Mais  nous  ne  rapporterons  pa» 
la  démonstration  de  cette  proposition,  pour  laquelle  on  pourra 
consulter  le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numéri- 
queSy  ou  le  tome  P'  des  Noui^elles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 

252.  On  peut  avoir  à  réduire  en  fraction  continue  une 
quantité  irrationnelle  dont  on  a  la  valeur  exprimée  en  déci- 
males. Si  Ton  demande,  par  exemple,  quelles  sont  les  frac- 
lions  dont  chacune  donne  la  valeur  du  rapport  de  la  circon- 
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fêrence  au  diamètre,  avec  plus  d'approximation  que  toute 
fraction  exprimée  en  termes  moindres ,  il  faudra  trouver  la 
valeur  de  tt  en  fraction  continue;  d'après  la  proposition  du 
n*^  250,  les  réduites  seront  les  fractions  demandées.  Or,  en  se 
bornant  à  sept  décimales,  la  valeur  de  tt  est  comprise  entre 
3,1415926  et  3,1415927.  Il  est  naturel  de  penser  que  si  Ton 
exprime  chacun  de  ces  deux  nombres  en  fraction  continue,  les 
quotients  incomplets  communs  aux  deux  fractions  continues 
seront  des  quotients  incomplets  de  tt.  Mais,  pour  quil  ne 
reste  aucun  doute  a  cet  égard,  considérons  généralement  trois 
quantités  w,  t^,  x^  telles  que  u^x'^u.  Supposons  qu'on  dé* 
veloppe  li  et  J^  en  fractions  continues  et  que  Ton  ait 

a  =  a-f-— ,>      a'=t4--7o     etc., 
«'  =  ii4-.^>      /=/»-+. -7,,      etc.; 

il  s'agit  de  prouver  que  l'on  aura  aussi 

jc  =  flH — 7»     d?'=t-4---,     etc. 

Or,  puisque  x  est  compris  entre  a  et  t^  qui  ont  la  même  partie 
entière  a,  la  partie  entière  de  x  est  aussi  a  ;  de  plus ,  la  diffé- 

rence  x  —  a  ou  -;  est  comprise  entre  -j  et  -,  ;  donc  x   est 

compris  entre  u'  et  i^'.  De  là  on  conclut  que,  puisque  m'  et  p»' 
ont  la  même  partie  entière  b ,  la  partie  entière  de  x'  est  b ,  et 

la  différence  x' —  t  ou  -^  est  aussi  comprise  entre  u^  et  i^^. 

Les  quotients  incomplets  communs  de  u  et  de  f'  sont  donc  des 
quotients  incomplets  de  x. 

En  faisant  usage  des  valeurs  ci-dessus  de  tt,  on  obtient 
quatre  quotients  incomplets  communs,  qui  sont  3,  7,  i5,  i, 
et  Ton  a  les  réduites  correspondantes 


3, 


22       333       356 


9         TT» 


7         1 06        1 1 3 


La  deuxième  réduite  est  le  rapport  d'ARciiiMÈDE;  il  est  ap- 

.4. 
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proche  par  excès,  et  Terreur  est  comprise  entre  — ^ ■  oiï 


I  I 


— r-  et  —7 — -p, :  ôiï •  La  quatrième  réduite  est  le  rap- 

742       7  («00  H- 7)       79» 

port  d'AoRiEN  Metius;  il  est  eucore  approché  par  excès.  Le 

dénominateur  de  la  réduite  suivante,  qu'on  ne  peut  obtenir 

qu'en  prenant  la  valeur  de  tt  avec  un  plus  grand  nombre  de 

décimales,   est   33 102^   il  en  résulte  que   l'erreur  du  rap- 

355  .  I  I 

port   — r   est  comprise  entre  — 5 =^ ou   _    ,  ^  ^    et 

^         ii3  ^  ii3x33io2  3740526 


I  1 

ou 


ii3  X  (1 13  -h  33102)         3753295 
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ANALYSE    INDÉTERMINÉE    DU    PREMIEa    DEGRÉ < 


Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation 

ax  -h  by  =  c. 

253.  L'analyse  indéterminée  du  premier  degré  a  pour  objet 
la  recherche  de?  solutions  d'un  problème  du  premier  degré , 
dont  les  conditions  ne  donnent  pas  autant  d'équations  qu'il 
y  a  d'inconnues ,  et  qui  ne  peut  être  résolu  que  par  des  valeurs 
des  inconnues  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs ,  ou  seu- 
lement en  nombres  entiers  positifs. 

On  appelle  solutions  entières  les  solutions  qu'on  obtient  en 
n'admettant  pour  les  inconnues  que  des  nombres  entiers. 

254.  Considérons  l'équation  générale  du  premier  degré  à 

deux  inconnues 

ax  H-  hy  =  c, 

a^  b^c  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  peut  supposer  que  les  nombres  a^b^  c  n'ont  aucun  fac- 
teur commun^  car  s'ils  en  avaient  un,  on  le  supprimerait,  et 
l'équation  serait  ainsi  ramenée  à  une  autre  plus  simple ,  de  la 
même  forme.  Cela  posé,  si  les  coefficients  a  et  b  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux,  l'équation  n'admettra  aucune  solution 
entière.  En  effet,  supposons  que  a  cl  b  aient  un  facteur  com- 
mun m,  on  aura  a  =  a'm^  b  =:  b'm^  a'  eib'  étant  des  nom- 
bres entiers,  et  en  divisant  les  deux  membres  de  l'équation 
par  m,  on  obtiendra 

a  \r  -h  0  Y  =  — • 

m 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  de  y^  le  premier 
membre  de  la  dernière  équation  est  un  nombre  entier,   et 

puisque  —  est  une  quantité  fractionnaire,  Fcquation  «'est  na^ 


c 
m 
vérifiée. 
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256.  Lorsque  les  coefficients  a  e^  h  sont  premiers  entre 
eux,  V équation  ax  H-  by  =  c  a  des  solutions  entières. 
En  résolvant  Féquation  par  rapport  à  o:^  on  obtient 

c—h 

a 

Si  l'on  remplace  successivement  y  par  les  nombres  o ,  1,2, 
3 , . .  • ,  a  —  I ,  en  effectuant,  après  chaque  substitution,  la  divi-. 
sion  de  c  —  hy  par  a ,  de  manière  que  le  reste  soit  positif  (*), 
on  aura  a  restes  plus  petits  que  a  \  tous  ces  restes  seront  diffé- 
rents •,  car,  si  deux  valeurs  différentes  m  et  n  de  y,  plus  petites 
que  a,  donnaient  des  restes  égaux,  on  aurait 

c  —  hm  =zaq  -H  r,      c  —  bn  z=z  aq'  -f-  r, 

et  il  en  résulterait 

b[n^m)=:m{q^q'),     d'où     iil^I^)  =  g  -  ^' ; 

il  faudrait  donc  que  b  [n  —  m)  fût  divisible  para,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  b  est  premier  avec  a,  et  m  et  n  sont 
moindres  que  a. 

Il  suit  de  là  qu'un  des  restes  sera  nul.  Donc  il  existe  une  va^ 
leur  entière  de  y  y  moindre  que  a,  qui  donne  une  valeur  entière 
de  X. 

Les  raisonnements  seraient  les  mêmes  pour  l'équation 
ax  —  byz=zc\  d'ailleurs  les  solutions  de  cette  équation  se  dé- 
duisent de  celles  de  Téqualion  ax -^  ly  =  c^  en  changeant 
les  signes  des  valeurs  de  j;  donc ,  lorsque  la  dernière  équation 
admet  une  solution  entière,  il  en  est  de  même  de  la  première. 

256.  La  proposition  qui  vient  d'être  étal^ie  peut  aussi  être 
démontrée  au  moyen  des  propriétés  des  fractions  continues. 
Soit  toujours  l'équation 

ax  -^  bx  =  c, 

■^— ^■~~— ^— ^— — — — — — ^^^— ^— ^— ^-^— — I 

(*)  Supposons  qu'une  des  valeurs  de  c  —  by  soit  négative,  et  représentons-la 
par  —  p.  Si  la.  division  de/^par  a,  faite  suivant  Tusage  ordinaire ,  donne  le 
reste  r,  en  augmentant  le  quotient  d'une  unité ,  le  reste  sera  r  —  a-,  il  sera 
négatif,  et  sa  valeur  absolue  sera  plus  petite  que  a,  La  division  de  —  /?  par  a  , 
en  prenant  le  même  quotient ,  donnera  le  reste  positif  a  —  r. 
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Supposons  qu'on  réduise  -  en  fraction  continue,  et  représen- 
tons par  -  l'avant -dernière  réduite.  Si  cette  réduite  est  de 
rang  pair,  on  aura 

ap  —  èf  =:^  I ,     d'où     apc  —  bqc  =  -|-  r. 

La  dernière  égalité  prouve  qu'on  satisfera  à  Téquation  en  pre- 
nant X  =  pcj  y  ■=•  —  qc. 

Si  la  réduite  -  est  de  rang  impair,  on  aura 

ap  —  hq  r=z,  —  I ,     d'où     —  apc  -H  hqc  =  H-  c. 
On  vérifiera  donc  Téquation  en  prenant  x  =  —  pc^  y  =  qc, 

257,  Quand  on  connaît  une  solution  entière  de  l'équa- 
tion ax  H-  by  =  c,  on  peut  en  obtenir  une  infinité  d^ autres. 

Soit  07  =  a,  j^  =  6,  la  solution  connue,  on  devra  avoir 
fla  H-  J6  =  c,  et,  en  retranchant  cette  égalité  de  Féquation 
ax  -f-  ij^  =  c,  il  viendra 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée  par  des  valeurs 
entières  de  x  et  dej^,  il  faut  que  b  diyise  le  produit  a(x  —  a  )  ; 
et,  puisque  b  est  premier  avec  a,  il  doit  diviser  x  —  a.  11 
faut  donc  qu'on  ait  x  —  a  :=  bt^  t  désignant  un  nombre  en- 
tier positif  ou  négatif.  En  remplaçant,  dans  l'équation  ci-des- 
sus, X  —  a  par  bt^  on  obtient  6 — j=iat.  On  doit  donc 
avoir 

L'indéterminée  t  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  que  l'on 
voudra,  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  \  et ,  pour  cba- 
cune  de  ces  valeurs ,  les  valeurs  de  a:  et  de  y  formeront  une 
solution  entière  de  l'équation  proposée. 

En  donnant  successivement  à  t  les  valeurs  o,  i,  2,  etc., 
—  I,  — 2,  — 3,  etc.,  on  obtiendra  pour  x  les  difierents 
termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  le 
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coefficient  de  j^;  et  les  valeurs  de  y  formçront  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  sera  le  coefficient  de  x  (*). 

258.  On  peut  trouver  les  solutions  entières  d'une  équation 
à  deux  inconnues ,  par  une  méthode  indépendante  des  propo- 
sitions précédentes.  Soit  l'^uation 

(i)  24^ -+- 65j=  243* 

En  la  résolvant  par  rapport  à  l'inconnue  x  qui  à  le  plus  petit 
coefficient ,  et  en  extrayant  les  entiers  contenus  dans  la  valeur 
de  jc ,  on  trouve 

243  — 65  r  S—  \nr 

24  -^24 

Pour  qu'une  valeur  entière  de  y  détermine  luie  valeur 

entière  de  jc ,  il  faut  et  il  suffit  que j^  soit  un  nombre 

entier.  Désignons  par  t  ce  nombre  entier  indéterminé,  on 
aura 

(.)  ^F=" 

24 
et 

(  3  )  a:  =  I  o  —  2 j  -f-  ^. 

La  recherche  des  solutions  entières  de  l'équation  (1)  est  ainsi 
ramenée  à  celle  des  solutions  entières  de  l'équation  (2),  dans 


(*)  M.  Qinet  a  indiqué  le  moyen  suivant  de  représenter  toutes  les  solutions 
entières  de  l'équation  (i)  ax  -\-hy  z=z  c  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  30®  ca- 
hier). Il  suflSt  d'avoir  une  solution  entière  de  l'équation  (  2  )  ax  -t-  ftj'  =  1  ;  car  on 
en  conclura  une  solution  entière  de  l'équation  (i),  en  multipliant  les  valeurs  de 

jr  et  de^  par  c.  Or  on  déduit  de  l'équation  (2),  x  = •  H  faut  donc  trouver 

une  valeur  de^  qui  rende  by —  i  divisible  par  a.  Mais  a  étant  premier  avec  b , 

si  k  est  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  a  et  moindres  que  a,  &  —  i  est 

divisible  par  a  (  n^  255);  donc ,  en  prenant  y  =  h'\  on  aura  une  valeur  entière 
de  X.  Il  résulte  de  là  que  les  solutions  entières  de  Téquation  (i)  pourront  être 
représentées  par  les  deux  formules 

y  =  cb^     -hatj     x  =  — c bl. 

a 

Si  a  est  un  nombre  premier,  on  devra  remplacer  A  par  a  — i. 
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laquelle  les  coefficients  des  inconnues  sont  plus  simples.  On 
voit  d'ailleurs  qu'on  ne  peut  obtenir  une  semblable  réduction 
qu'en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  l'inconnue  qui  a  le 
plus  petit  coefficient. 

En  opérant  sur  l'équation  (2)  comme  on  a  opéré  sur  la  pro* 
posée,  on  trouve 

3  —  24/'  3  —  7  3/ 

Il  faut  donc  que ^  soit  un  nombre  entier.  En  désignant 

ce  nombre  entier  par  ^' ,  il  vient 

(4)  ii::li  =  .', 

^^'  17 

(5)  y^^t^e. 


La  recherche  des  solutions  entières  de  Téquation  (2)  est  ainsi 
ramenée  à  celle  des  solutions  entières  de  l'équation  (4). 

En  continuant  les  calculs  de  la  même  manière ,  il  vient 
d'abord 

3  —  17/'  3—3/' 

7  7 

3 3// 

(6)  .     ^— ^  =  ^S 

.7 

(7)  t^^:Lt!^t".       - 
On  a  ensuite 

(8)  3  =  ^S 

(9)  e^x  —  if^-^t'". 

L'équation  (8)  donne 

(10)  /'==3/^^ 

Le  coefficient  de  t"  dans  l'équation  (10)  étant  T  uni  té,  on 
pourra  attribuer  a  t'^'  une  valeur  entière  quelconque,  posi- 
tive ou  négative  j  on  en  déduira  une  valeur  entière  de  t^' \  on 
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trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (9)>(7)5(5)et(3), 
les  valeurs  de  t',  t^yelx^  qui  seront  toutes  des  nombres 
entiers. 

Au  lieu  de  calculer  successivement,  diaprés  chaque  valeur 
de  f''^  les  valeurs  des  indéterminées  t'',  t',  ï,  pour  parvenir  à 
celles  de  y  et  de  a: ,  il  est  préférable  d'exprimer  y  et  a:  au 
moyen  de  la  dernière  indéterminée  ^"^  En  substituant  la  va- 
leur it"'  de  t"  dans  Téquation  (9),  on  trouve  t'  =  i  —  'jt'". 
Substituant  cette  valeur  de  t'  et  la  valeur  de  f"  dans  l'équa- 
tion (7),  on  obtient  f  =  —  2  -H  i^t'^.  Substituant  de  même 
la  valeur  de  t  et  celle  de  t'  dans  Téquation  (5) ,  on  trouve 
y=Z  —  i^t"\  Enfin  on  obtient  de  la  même  manière 
a:  =  2  -f-  65 1'",  Les  différents  systèmes  de  valeurs  de  x  et  àey 
se  déduiront  immédiatement  des  deux  dernières  formules ,  en 
attribuant  à  l'indéterminée  t'"  des  valeurs  entières  quelcon- 
ques, positives  ou  négatives. 

259.  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  fait  recon- 
naître que,  toutes  les  fois  que  les  coefficients  des  inconnues 
dans  l'équation  proposée  sont  premiers  entre  eux ,  l'équation 
admet  des  solutions  entières.  Car  on  opère  sur  les  coefficients 
des  inconnues  comme  si  l'on  voulait  trouver  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  et  les  coefficients  des  indéterminées ,  dans 
les  équations  successives    auxquelles   on  est  conduit,    sont 
les  restes  successifs  fournis  par  cette  opération  ;  or  un  de 
ces  restes  est  nécessairement  égal  à  l'unité  :  on  fait  donc  tou- 
jours dépendre  la  recherche  des  solutions  demandées  de  celle 
des  solutions  entières  d'une  dernière  équation  dans  laquelle 
la  pénultième  indéterminée  a  pour  coefficient   l'unité;  de 
sorte  que,  pour  obtenir  une  valeur  entière  de  cette  pénul- 
tième indéterminée,  il  suffit  d'attribuer  une  valeur  entière  à 
la  dernière. 

260.  Les  calculs  ci-dessus  sont  susceptibles  de  plusieurs 
abréviations.  Reprenons  l'équation  précédente,  résolue  par 

rapport  à  x^ 

243  —  &5y 

^~ _ 

24 
Au  lieu  de  prendre  2  pour  le  quotient  en  nombre  entier  de 
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65  par  24,  ce  qui  donne  le  reste  17,  on  peut  prendre  3  pour 
quotient^  le  reste  est  alors  —  7,  et  il  vient 

xz=z  10  —  3  r  4 T^i  • 

24 

3  -f-  7  r 
En  posant j—  =  t,  on  trouve 

24/  — 3      ,        3^—3 
X=^— =  3/  • 


3^ 3 

L'expression doit  être  un  nombre  entier;  or  cette 

expression  revient  à  ~ -9  et,  puisque  les  nombres  3  et  7 

sont  premiers  entre  eux,  il  faut  que  t  —  i  soit  divisible  par 
7.  Il  suffit  donc  de  poser =  f';  d'où  e  =  7^'  -|-  i . 

En  calculant  les  valeurs  de  x  et  de j^,  exprimées  en  fonction 
de  t^,  d'après  les  relations  j:  =  10  —  3j^  -h  ^,  JK  =  3«  H-  3t', 
£  =  7«'4-  i,on  trouve/ =  3  +  24^',  a:=  2  —  65<',  Les  deux 
dernières  formules  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  ob- 
tenues dans  le  numéro  précédent,  puisque  les  indéterminées 
*'  et  z"^  peuvent  recevoir  indifféremment  des  valeurs  positives 
et  des  valeurs  négatives. 

On  peut  encore  rendre  les  calculs  plus  simples;  car,  lors- 
qu'on a  obtenu  a:  =  10  —  3j^  H j^^  on  voit  que ,  si  Ton 

augmente  de  i  le  quotient  de  la  division  de  243  par  24,  le 

reste  sera  —  21  ;  la  partie  fractionnaire  de  la  valeur  de  y  sera 

fijr  —  21            n(r  —  3)  ,      ■ 

donc^ — -p — î  ou  ^^ ;  et,  comme  24  est  premier  avec 

7,  il  faudra  que j^  —  3  soit  divisible  par  24.  De  cette  manière, 
on  trouve  immédiatement^  —  3  =  24  ^5  d'où  j^  =  3  -h  24^, 
et  j:==  II  —  3^-1-7^  =  2  —  65  t. 

261 .  Nous  avons  considéré  jusqu'à  présent  toutes  les  solu- 
tions en  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs;  nous  allons 
examiner  le  cas  où  l'on  ne  veut  admettre  que  des  solutions 
positives. 
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Reprenons  Téquation  ax-hby  =  c.  On  peut  supposer  le 
terme  c  positif j  car,  s'il  était  négatif,  on  le  rendrait  positif 
en  changeant  les  signes  des  deux  membres.  De  cette  manière , 
tous  les  cas  que  peuvent  présenter  les  signes  des  termes  sont 
renfermés  dans  les  quatre  équations  : 

ax  -i-  bjr  =z  Cy  ax  —  hy  '=^  c^ 

—  ax  -\-  hy  z=.Cy      —  ax  —  by  ^=zc^ 

a^b^  c  étant  positifs. 

La  troisième  équation  ne  diffère  pas  de  la  deuxième ,  et  la 
quatrième  ne  peut  pas  avoir  de  solution  positive^  il  suffit  donc 
de  considérer  les  deux  premières. 

On  a  vu  que ,  si  Ton  représente  par  a  et  6  deux  nombres 
entiers  satisfaisant  à  l'égalité  aa-l-£S  =  c,  toutes  les  solu- 
tions entières  de  l'équation  ax  -{-  by  =  c  sont  comprises  dans 
les  formules 

Pour  que  les  valeurs  de  a:  et  de ^  soient  positives^  il  faut  que 
l'on  ^it 

a  6 

a-h^^>o,      6  — flf]>o;      d'où     f>— t,      '<  — 

D'après  ces  inégalités,  le  nombre  des  solutions  entières  posi- 
tives sera  limité;  cette  conclusion  était  d'ailleurs  manifeste  par 
l'inspection  de  l'équation.  Quand  il  n'y  aura  aucun  nombre 

entier  compris  entre  les  deux  nombres  — j  et  -»  l'équation 

ne  pourra  être  vérifiée  par  aucun  système  de  valeurs  entières 

positives.   Les  inégalités  t^  —  -et   t<^-  ne  sont  jamais 

contradictoires  5  car,  de  l'égalité  aoL  +  b&  =  c  ^  on  con- 
clut, puisque  c  est  positif,  aaH-iê^o;  par  conséquent, 

i6'>  —  aa,  et  -">  —  -r* 

^  a"^         b 

Si  l'on  représente  par  A  et  B  les  deux  nombres  entiers  posi- 
tifs ou  négatifs,  respectivement  inférieurs  de  moins  d'une  .unité 

a  ,    6     ,  T  ,  .  a        6 

^  — T  *'t  ^  -'  les  valeurs  de  t  comprises  entre  — t  ^^  -   se- 
b  n  *  b        a 
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ront  A-Hi,  A  -h  2,, .  ,^B'^  et  le  nombre  des  solutions  en- 
tières et  positives  sera  B  —  A.  Mais  la  différence  des  fractions 

6             a           b^  -{-  aoc  c  x  *      •  r        j'  • 

-et  —  T  est  7 —  ou  -r;  par  conséquent,  si  1  on  désigne 

par  q  la  partie  entière  du  quotient  de  c  par  ai,  la  différence 
B  —  A  sera  égale  à  y  ou  à  ^  -H  i .  Le  nombre  des  solutions 
entières  positives  de  l'équation  sera  donc  (/  ou  ç  +  i. 

L'équation  ax  —  fy  =  c  se  déduit  de  la  précédente  par  le 
changement  de  jr  en  — y^  et ,  en  effectuant  le  même  change- 
ment dans  les  valeurs  ci-dessus  de  x  et  de  ^,  on  a 

a:  =  a  -f-  bt,      y  =■  —  ê  -4-  ârf . 
Pour  obtenir  des  solutions  positives,  il  faudra  prendre  t  de 

a  6 

telle  sorte  que  Ton  ait   t^  —  -r  et  ^ >  t*  Or  il  existe  un 

nombre  infini  de  valeurs  entières  de  t  qui  satisfont  à  ces  deux 
conditions  \  car  il  suffit ,  pour  qu'elles  soient  vérifiées  Tune  et 
l'autre,  que  t  soit  plus  grand  que  la  plus  grande  des  deux 

quantités  —  -7  et  —  Le  nombre  des  solutions  entières  positive» 

de  l'équation  est  donc  infini. 

Résolution  en  nombres  entiers  d'un  système  quelconque 
d'équations  du  premier  degré ^  dans  lequel  le  nombre 
des  inconnues  surpasse  celui  des  équations. 

262.  Soient  les  deux  équations  générales 

(i)  ax    -^  by   -^  cz    ^=^  d ^ 

(2)  a' X  -h  b'x  -hc'z  =  d! , 

En  éliminant  une  des  inconnues ,  z  par  exemple ,  on  obtient 
l'équation 

(3)  («c'—  ca' ) X -^^  [bc'  —  cb' ) y  z=z  de'  -- cd' ', 

le  système  des  équations  (1)  et  (2)  se  trouve  alors  remplacé  par 
celui  des  équations  (i)  et  (3). 

Si  l'équation  (3)  admet  des  solutions  entières,  on  déduira 
de  cette  équation  les  valeurs  de  x  et  de  j^  exprimées  par  des 
fonctions  entières  d'une  indéterminée  «^  et  la  question  sera 
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rëduile  à  trouver  les  valeurs  entières  de  t  pour  lesquelles  le$ 
valeurs  de  a:  et  de  j^  seront  telles ,  qu'en  les  substituant  dans 
l'équation  (i)  on  obtienne  une  valeur  entière  de  z,  A  cet  effet 
on  substituera  dans  Téquation  (i)  les  valeurs  de  x  et  de  j^  en 
fonctions  de  t,  ce  qui  donnera  une  équation  de  la  forme 
mt  -f-  c^  =  Xr.  Si  cette  équation  admet  des  solutions  entières , 
elle  conduira  à  des  formules  par  lesquelles  ^  et  f  seront  expri- 
mées au  moyen  d'une  indéterminée  t'  \  et  en  substituant  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  t*  dans  les  valeurs  de  x  et  de  j' 
déduites  dé  l'équation  (3) ,  on  aura  les  trois  inconnues  x^y^z^ 
exprimées  en  fonctions  entières  de  l'indéterminée  t'. 

Lorsque  les  coefficients  c  et  c'  sont  premiers  entre  eux,  si 
l'équation  (3)  admet  des  solutions  entières,  le  système  des 
équations  (i)  et  (2)  en  admet  aussi ^  et,  dans  ce  cas,  chaque 
couple  de  valeurs  entières  de  a:  et  de  j' qui  vérifient  l'équa- 
tion (3)  donne,  dans  l'équation  (i),  une  valeur  entière  de  z. 
En  effet,  Téquation  (3)  peut  s'écrire 

c'{d^ax^  by)  =  c[d'—a'x--b'y)'y 

si  x  et  j^  sont  des  nombres  entiers ,  puisque ,  par  hypothèse , 
c  et  c'  sont  premiers  entre  eux ,  c  devra  diviser  d-^ax  —  iy  ; 
par  conséquent,  la  valeur  de  2,  dans  Féquation  (i),  sera  en- 
tière. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  le  cas  où  c  et  c'  sont  premiers  entre 
eux,  lorsque  Ton  aura  obtenu,  au  moyen  de  l'équation  (3),  les 
valeurs  de  a:  et  de ^  exprimées  en  fonctions  entières  de  t, 
la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  conduira 
à  une  équation  qui  donnera  immédiatement  une  valeur  de  z 
en  fonction  entière  de  t, 

263.  Proposons-nous  de  trouver  les  solutions  entières  des 
trois  équations 

iSo:  4-  5y  —  2«  -f-  4«  =  2559, 

8:c  -h  77  -I-  3z  —  5a  =  1595, 

iij:  —  3j-|-5z  —  7^  =  2157. 

En  éliminant  u  entre  la  première  équation  et  chacune  des  deux 
autres,  on  obtient 

97^  4-  537  -h  2z  r=  19175,      i35a7  -I-  23/  4-  6z  =^  26541- 
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L'^observation  qui  vient  d'être  faite  pourrait  faire  croAe  qu'on 
doit  éliminer  de  préférence,  entre  ces  deux  équations,  l'une 
des  inconnues  x  et  y,  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre 
eux;  mais  les  calculs  sont  plus  simples  en  éliminant  z^  ce  qui 
conduit  à  l'équation 

39x-h347  =  7746« 
Le  système  proposé  se  trouve  ainsi  remplacé  par  le  suivant  : 

iS^H-St"  —  2z -H  4'*=  2559, 
97  j: 4-5374- 2»=  19175, 
39^:4-34^=7746. 

On  cherche  les  formules  qui  donnent  les  solutions  entières 
de  l'équation  89  a:  4-  34^  =  7746-  Le  coefficient  de  x  admet- 
tant le  facteur  3  qui  divise  7746  >  et  le  coefficient  de  j  admet-* 
lant  le  facteur  2  qui  divise  aussi  7746  5  on  peut  abréger  les 
calculs  en  posant  a:  =  2  j:',  j^  =  ^y'\  l'équation  devient 

i3  j/  4-  17  y  =  1291. 
On  conclut  de  celle-ci 

y  =  i4-i3r,     a/ =  98 — 17/; 

par  suite , 

jr  =  3  4-39^,     ^=196 — 34^. 

On  substitue  dans  l'équation  97  x  4-  53j^  4-  a  z  =  19175 , 
les  valeurs  de  x  el  àe  j  exprimées  en  fonctions  de  l'indéter- 
minée t ,  ce  qui  donne  i23i  t  —  2-2  =  —  4»  ^^  déduit  de  cette 
équation ,  en  exprimant  z  et  t  au  moyen  d'une  seconde  indé- 
terminée, f  =:  2  «',  z  =  i23i  ï'4-  2-,  et  en  remplaçant  t  par 
2  t^ans  les  valeurs  précédentes  de  x  et  dej^,  on  ay  =  3  4-  78  i'y 
xz=.  196  —  68  f'. 

On  substitue  dans  l'équation  1 3  a:  4-  ^y — 2^4-4^^=2559, 
les  valeurs  de  x^y^  z,  exprimées  en  fonctions  de  Tindétermi-^ 
née  «',  ce  qui  donne  739 1' —  m  =  o ,  d'où  u  =  739  t'.  La  valeur 
de  u  en  fonction  de  t'  étant  entière,  les  calculs  sont  terminés , 
et  les  formules  qui  déterminent  les  solutions  entières  du  sys- 
tème proposé  sont 

ar=  ,96  — 68/r',  j  =  3H-78r',  z:±=  2  4- i23i  r',  ^  =  739^'. 
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Si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  solutions  positives ,  il  fau- 

dra  que  ^'  soit  positif  et  moindre  que  -^  ou  2  — •  On   ob- 
tiendra ainsi  trois  solutions ,  savoir  : 

pour  ^  =  o,  jrnrigG,  7*=  3,  z=  îi,  a=  O; 
pour  /'  =  1,  x=  128,  j=  81,  «=  1233,  tt=  7^9; 
pour  r'  =  2,    j:=    60,    ^=  169,    z=  2464»     «=  1478» 

264.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  n^a  qu'une  seule 
équation  qui  renferme  plus  de  deux  inconnues.  Soit,  par  exem- 
ple 5  l'équation 

i5x-|-6j  +  20z=  171. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  l'inconnue  y,  qui 
a  le  plus  petit  coefficient,  on  obtient 

ini  —  i5x — 20Z        o  ^        3  —  ix — 22 

r  =  -^ TV =  20  —  2x  — 


3z-f 


6 


Pour  que  la  valeur  dey  soit  entière,  x  et  z  étant  des  nombres 

3  "-"•  3  j^  ■-     ^  z 
entiers,  il  faut  que  la  quantité ^ ait  une  valeur  en- 
tière. En  représentant  cette  valeur  par  f ,  on  a  l'équation 

3  —  3x  —  2z  _         ^        ^ 
^ —  =  ^,    ou     2z  4- 3^-4- 6/=  3. 

» 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  solutions  entières  de  cette 
équation ,  qui  est  plus  simple  que  la  précédente ,  puisque  le 
coefficient  qui  était  le  plus  petit  est  maintenailt  le  plus  grand. 
En  résolvant  l'équation  2z-i-3x-h6t=3^  par  rapport  à 
l'inconnue  z  qui  a  le  plus  petit  coefficient,  on  obtient 

3  —  3j?  —  6r  -        1 — X 

z  = =1  —  X —  3 /H • 

2  2 

Pour  que  la  valeur  de  z  soit  entière,  xet  t  étant  des  nombres 

I  "~~"  X 

entiers,  il  faut  que ait  une  valeur  entière.  En  représen- 
tant cette  valeur  par  £',  on  a  l'équation 

1  "— X 

=:^,       d'où      xz=l  —  2t'. 
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On  pourra  attribuer  à  i*  une  valeur  entière  quelconque,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  x^  zeX  y  seront  aussi  entières. 
En  substituant  la  valeur  de  x  dans  celle  de  ^,  on  trouve 

et  en  substituant  les  valeurs  de  a:  et  de  2  dans  celle  de  /,  on 
obtient 

7  =  26  — Sr'-T-  lo^ 

On  aura  toutes  les  solutions  entières  de  Téquation  proposée  en 
attribuant  aux  indéterminées  t  et  V  toutes  les  valeurs  en- 
tières, positives  et  négatives,  dans  les  formules 

a:=i  —  ar',    z=3r' — 3^,    j=:  26  —  5/'-4- lor. 

Pour  s^ assurer  de  Fexactitude  des  opérations,  il  faut  substi- 
tuer les  valeurs  de  x,  -z,  ^,  en  fonction  des  indéterminées  t  et  t\ 
dans  Téquation  proposée;  cette  équation  devra  être  satisfaite 
quels  que  soient  /  ett'.  On  peut  aussi  opérer  la  vérification  en 
éliminant  les  indéterminées  /  et  t\  entre  les  trois  équations  par 
lesquelles  x^  y  ^X  z  sont  exprimées  en  fonction  de  f  et  t'\  on 
devra  retrouver  l'équation  proposée. 

.    Si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  positives  de  x^y^z^ 
il  faudra  que  Ton  ait 

I  — 2/'>o,     3/'— 3^>'0,     26— Sr'-Mo/^o. 

La  première  condition  revient  à  <'  <[  -\    les  deux   autres 
donnent 

Il  faut  donc  que 

^^  5^—26      .,  ,     ,^       26 

r'> ,    d'où    /'>——. 

10  5 

• 

26  I 

D'après  les  deux  conditions  «'> ^  et  t'  <;-^  on  ne  peut 

donner  à  t'  que  les  valeurs  —  5, —  4)  —  3,  —  2,  —  1,0. 

5i 
Pour  i'  =  —  5,  on  doit  avoir  «  > et  t  <<  —  5 ,  ce  qui 

permet  seulement  de  prendre  /  =  —  5  ;  d'où  résultera  z  =  o.. 

i5 
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Pour  t'  =  —  4 9  on  doit  avoir  «>  —  —et  t<^  —  4?  ce  qoî 
permet  de  prendre  t  =  —  4  • 

Pour  /'  =  —  3 ,  on  doit  avoir  «]>  —  —  et  t  <^  —  3^   par 

conséquent  t  =  —  4  ?  =  —  3. 

36 
Pour  t'  =  —  2 ,  on  doit  avoir  t^ et  t  <^  —  a;   par 

conséquent  t=  —  3  ,  =  —  2. 

3, 
Pour  t'  =  —  I,  on  doit  avoir  l^—" et  t  <^  —  1;  par 

conséquent  t  =  — 3  ,=  —  2 ,  =. —  i . 

26 

Pour  1^=  o,  on  doit  avoir  if]> —  —  et  t<^o^  par  consé- 
quent t  =  —  2,  =  —  i,=:o. 

Il  y  aura  donc  douze  solution»  entières  positives;  on  en 
aurait  seulement  six  si  Ton  excluait  celles  dans  lesquclk» 
z  =  o. 

ât>5.  Quel  que  soit  le  nombre  des  inconnues,  dans  une 
équation  du  premier  degré,  on  reconnaît,  par  un  raisonne- 
ment semblable  k  celui  qui  a  été  fait  dans  le  n^  254,  que,  lors- 
qu'on a  supprimé  les  facteurs  communs  à  tous  las  coefficients 
et  à  la  quantité  connue,  pour  que  Péquation  admette  des  so^ 
lutions  entières,  il  faut  que  les  coefficients  soient  premier» 
entre  eux. 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet,  soit 

Téquation 

flx  -h  ^j  -h  ca  + . .  .  =  /•  ; 

et  supposons  que  a  soit  le  plus  petit  coefficient. 

En  résolvant  1  équation  par  rapport  à  a:,  on  aura  une  va- 
leur qui  se  composera  d'une  partie  entière,  et  d'une  partie 
fractionnaire  dans  laquelle  les  coefficients  deà  inconnues 
j^,z,elc.,  seronlles  restes  que  donneront  les  nombres  i,  c,  etc., 
divisés  par  a  ;  de  sorte  quMls  seront  moindres  que  a.  Nom- 
mons ces  restes  i',  c',  etc.  ;  en  égalant  cette  partie  fraction- 
naire à  un  nombre  entier  indéterminé,  on  aura  Féquation 

à'x  -^  c'a.. .  -h  at  ==  y. 
Les  coefficients  b'^  c' . .  ,a  seront  encore  premiers  entre  eux  f 
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car  A',  c',  etc.,  élaut  les  resles  que  donnent  6,  c,  elc,  divisés 
par  a,  tout  nomhre  qui  diviserait  a^  b\  c\  etc.,  diviserait 
a,  &,  c,  etc. 

En  opérant  sur  la  seconde  équation  de  la  même  manière 
que  sur  la  première,  on  en  obtiendra  une  nouvelle,  dans  la- 
quelle les  coefllcients  des  inconnues  seront  le  plus  petit  des 
nombres  b\  c\. . .  a,  et  les  restes  que  donneront  les  autres 
divisés  par  ce  plus  petit  coefficient;  ces  coefficients  seront 
encore  premiers  entre  eux. 

Il  suit  de  là  que  les  calculs  amèneront  nécessairement  Une 
équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  Ttine  des  inconnues 
sera  Funité;  puisque,  tant  que  le  plus  petit  coefficient  ne  sera 
pas  Tunité,  il  ne  divisera  pas  tous  les  autres  coefficients;  et 
on  fera  dépendre  la  résolution  de  Téquation,  en  nombres  en- 
tiers, de  celle  d'une  autre  équation  avec  des  coefficients  moin- 
dres. Mais ,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  une  équation  dans  la- 
quelle un  des  coefficients  sera  Funité,  on  aura  la  valeur  d'une 
inconnue  en  fonction  entière  de  toutes  les  autres  inconnues 
de  cette  équation;  et  on  en  conclura,  pour  toutes  «les  autres 
inconnues  des  équations  successives,  y  compris  l'équation  pro- 
posée, des  valeurs  qui  seix>nt  des  fonctions  entières  des  mêmes 
quantités. 

Il  est  manifeste  que  le  nombre  des  quantités  pour  lesquelles 
on  pourra  prendre  des  nombres  entiers  quelconques,  sera  tou- 
jours égal  à  celui  des  inconnues  de  l'équation  proposée, 
moins  une. 

Résolution  en  nombres  entiers  d'une  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  qui  ne  contient  que  la  pre- 
mière puissance  d'une  des  inconnues. 

266.  Les  questions  d'analyse  indéterminée  qui  dépendent 
des  équations  d'un  degié  supérieur  au  premier,  ne  doivent 
pas  trouver  place  dans  ce  Traité;  mais,  lorsqu'une  équation 
du  second  degré  à  deux  inconnues  ne  renferme  pas  la  seconde 
puissance  d'une  de  ces  inconnues,  la  recherche  des  solutions 
entières  de  cette  équation  peut  être  regardée  comme  une  ques- 
tion d'analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

i5. 
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Considérons  Téqualion  générale 
(  1  )  mxy  -h  nx^  -hpx  -h  ^r  "+-  r  =  o. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  a 

nx*  H-  px  -f-  r 
'  Wî-r  -h  q 

et  en  effectuant  la  division  de  nx*  -^-px  +  r  par  mx  -h  </, 

/r  nq  —  mp        mpq  —  nq"^  —  m^r 

w  m^  m^  {mx -h  q) 

d'où,  en  posant,  pour  abréger,  mpç  —  ny*  —  m*r  =  N, 

N 


(3)  w*j  =  —  mnx  -h  nq  —  mp  -f- 


mx  -f-  y 


.r  et  r  devant  être  des  nombres  entiers,  il  faut  que  - 

*^  ^       mx  4-  7 

soit  un  nombre  entier.  D'après  cette  condition,  on  calcule 
lotfs  les  diviseurs  du  nombre  N,  et  l'on  égale  successivement 
mx  -f-  ^  à  chacun  de  ces  diviseurs  pris  avec  le  signe  +  et  avec 
le  signe  — .  Si  les  équations  qu'on  obtient  ainsi  donnent  des 
valeurs  entières  de  x,  on  substitue  successivement  ces  valeurs 
dans  Féquation  (3);  ri  faut,  pour  que  Téquation  (i)  ait  des 
solutions  entières,  quMl  résulte  de  ces  substitutions  des  valeurs 
entières  dej^. 

11  est  évident  que  le  nombre  des  solutions  entières  est  tou- 
jours limité,  et  qu'il  peut  n'en  exister  aucune. 

EXEMPLES. 

(On  a  indiqué  seulement  les  solutions  entières  positiTOS.) 

inxx  —  yx^-^x  =  M 

*=  I,  ^=10; 

5  xjr  =  2  j?  -+-  S'^"  4-  18  {  Jf  =  3,     j  =  2r; 

dp  =  7,    x=i. 

xjr-j-  x^  =  2x  H-  3/  -h  29  < 

"^  {  x=5y   r=  7- 

Quand    le    reste    de    la     division    de    nx*  -f-  px  -i-  r 


CHAPITRE  HUITIÈME.  219 

par  mx  4-  9  est  zéro ,  Fëquation  (  i  )  est  de  la  forme 
{nix  -{-  ç)  (ax  -{-  by  ■+-  c)  =  o\  on  obtient  toutes  les  solur 
iions  de  cette  équation  en  résolvant  séparément  les  deux  équa^ 
lions  mx  +  g  =  o^  ax  -h  bj  -h  €  =  o, 

267.  Lorsque  Fëquation  ne  contient  pas  le  produit  xy, 
on  ne  peut  plus  faire  usage  de  la  méthode  qui  vient  d'être 
exposée.  On  a,  dans  ce  cas,  m  =  o,  et  Téquation  est 

(4)  y  = ^ 

Supposons  qu'une  valeur  entière  x^=sol  donne  une  valeur  en- 
tière pour  y.  Si  l'on  pose  x  =  a  -f-  ^f,  f  étant  un  nombre  cut 
lier  quelconque,  on  trouvera 

na}  +  pa  -f-  r       ,       .  . 

j/-  = £ (fiyf»  -f-  2/ia/  -4-  pt)  ; 

■ 
par  hypothèse,  na^  -^  poc-^  r  est  divisible  par  g]  la  valeur  de 

y  correspondante  à  a:  =  a  -f-  ^t  sera  donc  un  nombre  entier. 
Comme  cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le  signe  de  A,  il 
en  résulte  que,  si  Téquation  admet  des  solutions  entières,  il 
en  existera  pour  lesquelles  la  valeur  de  x  sera  comprise  entre 
zéro  elq.  Par  conséquent,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  en- 
tières, il  suffira  de  substituer  pour  oc,  dans  Téquation,  les 
nombres  o,  i,  2, 3, . . . ,  ^  —  1 5  et  chaque  solution  entière  cor- 
respondante à  un  de  ces  nombres  en  fournira  une  infinité 
d'autres. 

L'équation  (4),  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  des  valeurs 
de  X  qui  rendent  le  polynôme  nx*  4-  px  -f-  r  multiple  du 
nombre  donné  y,  est  ce  que  Gauss  a  nommé  congruence  du 
second  degré  5  de  même  que  l'équation  ax  -h  hy  =  c,  dans  la- 
quelle on  cherche  à  rendre  ax  —  c  multiple  de  i,  est  une 
congruence  du  premier  degré. 
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PROGRESSIONS    ET    LOGARITHMES. 


Des  pmgressions  par  différence. 

268.  On  dîp^eWe  progression  par  différence  ^  ou  progres- 
sion arithmétique^  une  suite  de  nombres  tels,  que  chacun  d'eux 
est  égal  à  celui  qui  le  précède  augmenté  d'une  quantité  con- 
stante, qui  se  nomme  la  raison  de  la  progression  (*). 

Suivant  que  la  raison  est  positive  ou  négative  ,  la  prc^res- 
sion  est  croissante  ou  décroissante. 

En  représçntant  par  a,  i,  c,  d^  etc.,  des  nombres  en  pro- 
gression par  différence,  et  par  ria  raison ,  on  a 

^  =2  /jr  -I-  r,     <»  =  rt  -4-  2  r,     r/  =  «  -f-  3  r,  etc  ; 

et,  si  /  est  le  n'*'"*  terme,  c'est-à-dire  celui  qui  en  a  n  —  i 
avant  lui , 

(i)  /  =  tf  4-  (/t  —  I  )r. 

La  relation  (i)  fait  connaître  Tune  des  quatre  quantités  a,  r, 
n ,  /,  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

269.  Si  l'on  veut  insérer  m  moyens  différentiels  ou  arith- 
métiques entre  deux  nombres  donnés  a  ef  1 ,  on  conclura  de 

la  relation  (i) 

/  — « 

r  =  • 

Cette  formule  indique  qu'o/i  obtiendra  la  raison  en  divisant 


(  *  )  Trois  termes  consécutifs  d'une  progression  par  différence  forment  une/»/o- 
portion  par  dijjfcrcnce,  ou  une  êquidifférence ,  dont  les  moyens  sont  égaux.  Pour 
indiquer  une  semb')ab1e  proportion ,  on  écrivait  ia.h.c^ce  qu'on  lisait  :  comme 
Siest  hh  {par  soustraction) ,  h  est  à  c.  Par  suite,  on  indiquait  la  progression  par 
différence  de  cette  manière  ^a.b.c.d,  etc. ,  c'est-à-dire  comme  a  est  àh,h  rstà  c, 
c  est  à  d,  etc. 
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ia  différence  des  deux  nombres  donnés  par  le  nombre  des 
moyens  augmenté  de  i. 

270.  Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression; 

S  =  «H-{a-4-r)-h(^-+-  2r).  ..  -H  (/ -f- 2r) -h  (/-,-r)  ^. /, 
cl  en  considérant  les  termes  dans  Tordre  inverse. 

Eu  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre  et  terme  à 
terme ,  et  en  désignant  par  n  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
jijression,  on  trouve 

aS  =  (a  4-  /)  7ï, 
■d'où 

Donc  La  somme  des  termes  d'une  progression  par  différence 
est  égale  à  la  demi-somme  des  termes  extrêmes,  répétée  au- 
tant de  fois  quHly  a  de  termes. 

En  remplaçant  l^  dans  la  formule  (2),  par  la  valeur  que 
donne  l'équation  (1),  on  trouve 

{3)  g^[2a  +  (>»-i)r]H^ 

2 

271.  Lorsque  Ton  connaît  trois  des  cinq  quantités  a^r^n^ 
/,  S,  on  peut  déterminer  les  deux  autres,  au  moyen  des  équa- 
tions { 1  )  et  (  2  )  ou  { I  )  et  { 3 ) .  En  choisissant  de  toutes  les  ma- 
nières deux  inconnues,  panni  ces  cinq  quantités,  on  a  à 
résoudre  dix  problèmes.  Si  le  nombre  n  des  termes  est  in- 
connu, la  question  n'est  possible  qu'autant  que  Ton  trouve 
pour  n  une  valeur  entière  et  positive. 

Les  équations  (  i  )  et  (2)  expriment  toutes  les  relations  entre 
les  cinq  quantités  a,  r,  /,  «,  S,  qui  résultent  de  la  loi  de 
la  progression  5  car,  si  Ton  obtenait  une  troisième  équation 
entre  ces  quantités,  il  s'ensuivrait  que,  deux  de  ces  quantités 
étant  données,  on  pourrait  trouver  les  trois  autres;  or  on 
voit  immédiatement  que ,  lorsqu'on  ne  donne  que  deux  des 
<}uantités  ci-dessus ,  la  progression  est  toujours  indéterpaînée. 
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Des  progressions  par  quotient. 

272.  On  appelle  progression  par  quotient,  ou  progression 
géométrique  y  une  suite  de  nombres  tels,  que  chacun  d'eux  est 
égal  à  celui  qui  le  précède  multiplié  par  une  quantité  con- 
stante, qui  se  nomme  la  raison  Ae  la  progression  (^). 

Suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  Tu- 
nité ,  la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

En  représentant  par  a^b^c^d^  etc.,  des  nombres  en  pro- 
gression par  quotient,  et  par  r  la  raison,  on  a 

b  =  ar^     c  =  ar^y     d  =  «r*,  etc  ; 

et  5  si  /  est  le  w'*'"*  terme , 

(i)  l^ar^^-K 

La  relation  (i)  fait  connaître  Tune  des  quatre  quantités  a  ,  r, 
n^  ly  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

273.  Si  l'on  veut  insérer  m  moyens  géométriques  entre 
deux  nombres  donnés  a  et  1,  on  conclura  de  la  relation  (i ) 


•'S/â 


Cette  formule  indique  que,  Pour  obtenir  la  raison,  il  faut 
diviser  les  deux  nombres  donnés  Vun  par  Vautre,  et  ex- 
traire  du  quotient  la  racine  do^t  le  degré  est  marqué  par  le 
nombre  des  moyens  augmenté  de  i^ 

274.  Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  \ 

(2)  S=:a  -har-har*,  ,  .  -haF^-'j 

et  en  multipliant  les  deux  membres  par  / , 

/•  S  =  ar -h  ar» -h  €zr»  ..  .  4- «/"""•  4- a^- 
Eln  retranchant  ces  deux  égalités  l'une  de  l'autre,  on  obtient 

(r — i)  S  =  a/*  —  «, 


(*  )  On  indiquait  la  progression  par  quotient  de  cette  manière  iia:bic:d,  etc., 
c'est-à-dire  comme  a.  est  à  h  (par  division),  h  est  à  c,  c  est  à  d,  etc. 
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d'où 

(3)  s=îï±:^i), 

r —  1 

et  en  remplaçaiil  a/*"""*  par  /, 

(4)         •  s=^îl^. 

r —  I 

On  peut  vérifier  à  posteriori  cette  formule  ;  car,  en  eflec- 
tuant  la  division  de  r"  —  i  par  r —  i,  et  multipliant  le  quo- 
tient par  a,  on  retrouve  la  progression. 

!275.  Lorsque  Ton  connaît  trois  des  cinq  quantités  a,  r,  n^ 
/,  S,  on  peut  trouver  les  deux  autres,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i)  jointe  à  l'une  des  équations  (2) ,  (3)  et  (4). 

En  choisissant  les  deux  inconnues  de  toutes  les  manières 
possibles ,  on  a  à  résoudre  dix  problèmes  \  mais  il  n'y  en  a  que 
quatre  qui  puissent  être  résolus  par  les  seules  règles  que  nous 
avons  exposées  jusqu'ici.  Les  autres,  en  exceptant  seulement 
le  cas  où  l'on  donne  n  =  3 ,  exigent  la  résolution  d'une  équa- 
tion d'un  degré  supérieur  au  second ,  ou  celle  d'une  équation 
avec  l'inconnue  en  exposant. 

On  voit,  comme  dans  le  n^  271 ,  que  les  équations  (i)et  (3) 
expriment  toutes  les  relations  entre  les  cinq  quantités  a,  r,  /z , 
/,  S,  qui  résultent  de  la  loi  de  la  progression. 

276.  Quand  on  fait  r=  1  dans  la  formule  (3),  il  vient 

S  =  -«  Mais,  si  l'on  effectue  d'abord  la  division  de  1*  —  i  par 

r —  1,  on  est  ramené  à  l'équation  (2),  et  en  supposant  r=  1, 
on  obtient  S  =  wû.  ^ 

Lorsque  la  raison  est  inconnue,  l'équation  (3)  fait  trouver 
la  solution  r  =  i  ;  car,  en  chassant  le  dénominateur,  Thy- 
poihèse  r  ==  I  réduit  les  deux  membres  à  zéro.  Pour  éviter 
cette  solution  étrangère  à  la  question ,  il  faut  employer  l'équa- 
tion (  2  )  au  lieu  de  l'équation  (  3  ) . 

277.  Lorsque  la  progression  est  décroissante ,  on  peut  écrire 
la  formide  (3)  comme  il  suit  : 

«  (i  —  r")  a  ar^ 

I  —  /•  I  —  r        I  —  r 
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Or,  r  étant  un  nombre  plus  petit  que  i,  à  mesure  que  le  nom- 

bre  n  augmente,  la  quantité devient  de  plus  en  pluspe- 

tite  ;  et  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que ait  une 

valeur  moindre  que  toute  quantité  donnée  (n^  230).  Donc, 
à  mesure  que  Ton  prend  plus  de  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression ,  à  partir  du  premier,  la  somme  S  approche  de  plus 

-en  plus  de ;  et ,  si  la  progression  est  prolongée  indéfini- 
ment, on  peut  prendre  assez  de  termes  pour  que  leur  somme 
diffôre  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  — — .  Cette  quantité  est 

donc  la  limite  de  la  somme  de  termes  de  la  progression^  et  la 
somme  de  tous  les  termes  en  nombre  infini  y  est  rigoureuse" 

ment  égale  à • 

^^  I  —  r 

278.  Soit  la  progression  ï»  ""'  7'  s»  ^^^*   ^^  ^  a  =  i, 
r  =  -, =  a  ;  ainsi  la  somme  d'un  nombre  quelconque 

de  termes  consécutifs ,  à  partir  du  premier  terme,  est  toujours 
inférieure  à  2;  elle  approche  d'autant  plus  de  2  que  l'on 
prend  plus  de  termes  ;  et  la  somme  de  tous  les  termes  de  la 
progression  prolongée  indéfiniment  est  égale  à  2. 

On  peut  parvenir  à  ces  conclusions  par  la  seule  inspection 
de  la  progression.  La  somme  des  deux  premiers  termes  diffère 

de  2  de -ou-»;  il  s'ensuit  que  la  somme  des  trois  premiers 

12" 
termes  diflère  du  même  nombre  2  de  7  ou  jt;  celle  des  quatre 

premiers  termes  diflGere  donc  de  2  de  g;  ainsi  de  suite.  Donc, 

en  général ,  la  somme  des  n  premiers  termes  diffère  de  2  d'une 

quantité  égale  à  -^,«  On  peut  donc  prendre  le  nombre  n  as- 

sez  grand  pour  que  cette  différence  soit  aussi  petite  qu'on  le 
veut;  et  lorsque  n  est  infini ,  cette  différence  est  nulle. 

279.  La  valeur  d'une  fraction  décimale  périodique  est  la 


1 


f 


tient  de  la  division  de  — -^  par  i  —  — ^  ou  à 
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somme  des  termes  d'une  progression  décroissante  et  indéfinie. 
Soit,  par  exemple,  la  fraction  décimale 

0,324  ^M  ^^4  ^^^' 
Les  difl'érentes  périodes  forment  une  progression  par  quotient, 

dont  la  raison  est ;  et,  d'après  la  règle  précédente,  la 

valeur  de  la  fraction  prolongée  indéfiniment  est  égale  au  quo- 

324  I  «  324 

— -^  par  I  —         '7  ou  a  — -^• 
1 000  *  I  ooo"  999 

On  retrouve  ainsi  la  règle  que  l'on  donne  dans  les  Traités 

d'Arithmétique  ;  on  en  conclut  aisément  celle  qu'il  faut  suivre 

pour  obtenir  la  fraction  ordinaire  équivalente  à  une  fraction 

décimale  périodique,  dans  laquelle  la  période  ne  commence 

pas  immédiatement  après  la  virgule. 

Définition  et  propriétés  générales  des  logarithmes. 

280.  Considérons  deux  progressions  croissantes ,  l'une  par 
quotient,  commençant  par  l'unité;  l'autre  par  différence, 
commençant  par  zéro  ;  elles  seront 

U  Çy  q\  q\  ^Setc, 
o,  //,  o.dy  3dy  4^9  ^^c* 

^î  l'on  multiplie  entre  eux  deux  termes  de  la  progression  par 
^[uotient,  (/"'  et  9",  le  produit  est  ^"•■*"*.  En  ajoutant  les  termes 
^^ï  leur  correspondent  dans  la  progression  par  différence, 
psquels  sont  md  et  /zrf,  la  somme  est  (m  -h  n)  d.  Or  ^*"+"  est 

^  terme  de  la  progression  par  quotient  qui  en  a  m  +  w  avant 
^^  5  et  (m  -f-  n)  rf  est  le  terme  de  la  progression  par  différence 

^^^  en  a  aussi  m-\-n  avant  lui.  Donc,  En  multipliant  entre 
^^  deux  termes  de  la  progression  par  quotient  y  et  en  ajou- 

^^t  iç^  fermes  correspondants  de  la  progression  par  diffe^ 

.  ^oç    qH  ol^ tient  deux  termes  qui  se  correspondent  dans  les 

ai  1^   JP'^ogression  par  quotient  a  été  formée  avec  une 
ré^^f^^^^^    Supérieure  à  l'unité,  la  différence  de  deux 


p^^^-^^^^^^^  sera  très-petite  5  par  suite  ,  en  considérant 
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un  nombre  donné  quelconque ,  plus  grand  que  i ,  il  y  aura 
un  terme  de  la  progression  qui  différera  peu  de  ce  nombre. 
De  sorte  qu^en  supposant  Texcès  de  la  raison  sur  Tunité  suffi- 
samment voisin  de  zéro,  on  pourra  concevoir  que  la  progres- 
sion comprenne  tous  les  nombres ,  à  un  degré  d'approximation 
aussi  grand  qu'on  le  voudra. 

Lorsque  les  termes  de  la  progression  par  quotient  sont  ainsi 
très-rapprochés  les  uns  des  autres,  il  faut  que  ceux  de  la 
progression  par  différence  soient  aussi  très-rapprochés,  pour 
éviter  qu'ils  deviennent  très-grands ,  sans  que  ceux  auxquels 
ils  correspondent  soient  très-grands.  Les  termes  de  la  progres»- 
sion  par  différence  prennent  alors  le  nom  de  Logarithmes. 
D'où  résulte  cette  définition  : 

Les  logarithmes  des  nombres  sont  les  termes  (Tune  pro- 
gression par  différence  commençant  à  zéro ,  qui  correspond 
dent  à  ces  nombres  considérés  comme  faisant  partie  d'une 
progression  par  quotient  commençant  à  t unité. 

Et,  par  la  proposition  qui  a  été  établie  dans  le  numéro 
précédent  : 

Jte  logarithme  du  produit  de  deux  nombres  est  égal  à  la 
somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Suivant  la  définition  ci-dessus,  le  logarithme  de  i  est 
zéro. 

On  pudique  le  logarithme  d'un  nombre,  en  écrivant  devant 
ce  nombre  l'abréviation  log. 

282.  En  considérant  le  produit  abcd  comme  formé  des  deux 
facteurs  abc  et  €/ ,  on  a  ,  suivant  la  règle  qui  précède , 


de  -  * 


même 


et 


log  {abc  X  d)  =  log  (abc)  4-  \oQd; 

log  (abc)  =  log  (ab)  -h  log  c , 

log  (ab  )  =  log  a  -h  log  b. 


De  là  on  conclut 

log  {abcd)  =  log  a  4-  log  ^  4-  log  c  -4-  log//. 

Le  logarithme  du  produit  de  tant  de  facteurs  que  Von  veut  y 
est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  fous  les  fadeurs. 
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Soit  c  le  quotient  de  la  division  de  a  par  b  5  il  en  résulte 
ar=  bc  ^ 

log  û  =  log  ^  -H  log  c  ^     log  c=\oga  —  log  b. 

Le  logarithme  du  quotient  est  égal  au  logarithme  du  rf/V/- 
dende,  moins  le  logarithme  du  diviseur. 

La  puissance  du  degré  m  de  a  est  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  a  ;  donc 

log  [a"")  =  m  log  a. 

Le  logarithme  d'une  puissance  d*un  nombre  est  égal  au  lo- 
garithme de  ce  nombre,  multiplié  par  le  degré  de  la  puiS" 
sance. 

Soit  X  la  racine  du  dc^ré  m  de  a^  ou  â?  =  ya ,   il  en  résulte 

m\ogxz=z\ogay     logj:=:— ^• 


m 


Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  est  égal  au  loga^ 
rithme  de  ce  nombre,  divisé  par  le  degré  de  la  racine^ 

283.  Ces  propositions  donnent  le  moyen  d'abréger  les  cal- 
culs numériques ,  en  recourant  à  des  Tables  dans  lesquelles  les 
nombres  sont  accompagnés  de  leurs  logarithmes.  On  ne 
pouvait  pas  réunir  deux  progressions  comme  celles  que  nous 
avons  supposées  dans  ce  qui  précède  5  car,  même  entre  deux 
nombres  peu  éloignés  l'un  de  Taùtre,  chaque  progression  doit 
renfermer  une  trop  grande  quantité  de  termes ,  à  cause  de  la 
petitesse  nécessaire  de  la  différence  entre  deux  termes  consé- 
cutifs. Les  Tables  ne  contiennent  que  les  logarithmes  des  nom- 
bres entiers  jusqu'à  une  certaine  limite;  on  en  déduit  tous  les 
autres  par  des  moyens  simples  que  nous  expliquerons  bientôt. 

284.  Quelque  rapprochés  que  puissent  être  les  termes  de  la 
progression  par  quotient^  il  y  a  toujours  une  infinité  de  nom^ 
bres  qui  n'en  font  pas  partie ,  et  les  nombres  entiers  sont 
compris  parmi  ceux-là.  En  se  servant  des  logarithmes  pour 
un  calcul ,  on  remplace  en  réalité  les  nombres  avec  lesquels 
on  devrait  opérer,  par  les  termes  de  la  progression  par  quotient 
qui  en  approchent  le  plus.  D'un  autre  côté,  les  différences  des 
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termes  de  la  progression  sont  aussi  en  progression ,  avec  la 
même  raison*  Elles  vont  donc  en  croissant;  par  suite,  en  pre- 
nant, au  lieu  d'un  nombre  désigné,  l'un  des  deux  termes 
consécutifs  entre  lesquels  il  est  compris,  Terreur  absolue  peut 
être  d'autant  plus  grande  que  le  nombre  est  plus  grand.  Mais 
Terreur  relative  a  toujours  la  même  limite;  ce  qui  établit  que 
Temploi  des  logarithmes  fera  trouver  le  résultat  d'un  système 
d'opérations  numériques ,  avec  un  degré  d'approximation  re- 
lative indépendant  des  grandeurs  des  nombres  donnés. 

285.  La  raison  de  la  progression  par  différence  pouvant 
être  prise  à  volonté ,  on  peut  faire  une  infinité  de  systèmes  de 
logarithmes,  sans  changer  la  progression  par  quotient.  Mais 
le  système  le  plus  favorable  pour  la  facilité  des  calculs  est 
celui  par  lequel  le  nombre  lo,  qui  est  la  base  de  la  numéra- 
tion ,  a  pour  logarithme  i .  On  l'obtiendra  en  formant  la  pro- 
gression par  différence  de  manière  qu'elle  contienne  autant 
de  termes ,  depuis  o  jusqu'à  i ,  qu'il  s'en  trouvera  dans  la 
progression  par  quotient,  depuis  i  jusqu'au  terme  qui  diffé- 
rera assez  peu  de  lo  pour  qu'on  puisse  le  regarder  comme 
égal  à  ce  nombre.  On  dit  que  ce  système  de  logarithmes  a  pour 
base  lo. 

En  général  on  nomme  base  d'un  système  quelconque  de  lo- 
garithmes, le  nombre  dont  le  logarithme  est  un. 

286.  Les  logarithmes  ont  été  inventés  par  Neper,  savant 
Ecossais.  Il  avait  pris  la  raison  de  la  progression  par  diffé- 
rence égale  à  l'excès  de  la  raison  de  la  progression  par  quotient 
sur  Tunité  ;  en  sorte  que  les  progressions  qu'il  considérait 
peuvent  être  représentées  par 

I,      i-ha,      (i-ha)%     (i -h  a)%  etc., 
O^  a,  2a,  3a,  Otc . , 

u  étant  une  quantité  très^petite.  Les  logarithmes  qui  en  résul- 
tent ont  pour  base  un  nombre  incommensurable,  qu'on  dési- 
gne par  la  lettre  e^  et  dont  nous  ferons  connaître  plus  loin  la 
Valeur.  Us  sont  appelés  népériens ,  du  nom  de  leur  inventeur. 
On  les  nomme  aussi  hyperboliques ^  parce  qu'ils  mesurent  les 
parties  de  Taire  comprises  entre  Thyperbole  équilatère  et  ses 
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asymptotes.  Les  premières  Tables  de  logarithmes  suivant  la 
Imse  lo  furent  publiées,  en  16249  p^r  ^r/^^5 ^  professeur  à 
rUniversité  d'Oxford  ^  il  les  construisit  d'après  la  recomman- 
dation de  Neper,  à  qui  les  avantages  de  ce  système  n'avaient 
pas  échappé.  Ces  logarithmes  sont  appelés ,  par  cette  raison  ^ 
logarithmes  de  Briggs.  On  les  nomme  aussi  logarithmes  vul- 
gaires, parce  que  ce  sont  ceux  qui  servent  le  plus  communé- 
ment dans  les  calculs. 

Des  logarithmes  vulgaires. 

287.  Les  logarithmes  vulgaires  peuvent  être  obtenus  en  calcu- 
lant seulement  les  termes  des  deux  progressions  depuis  i  jusqu'à 
io>  et  depuis  o  jusqu'à  i.  Si  l'on  prolonge  ensuite  ces  progres- 
sions, on  aura,  dans  la  première,  des  termes  qui  se  formeront 
en  multipliant  10  successivement  -par  chacun  des  termes  de 
I  à  10;  de  sorte  qu'ils  seront  ces  termes  mêmes  dans  lesquels  la 
virgule  sera  reculée  d'un  rang  vers  la  droite.  On  parviendra 
ainsi  à  un  terme  égal  à  100.  Les  suivants,  jusqu'à  looo, 
j'eproduiront  les  mêmes  nombres  avec  la  virgule  reculée  d'un 
rang  de  plus.  Ainsi  de  suite.  La  progression  par  différence, 
prolongée ,  reproduira  les  termes  de  o  à  t ,  augmentés  succes- 
sivement de  I ,  puis  de  a ,  de  3 ,  etc. 

288.  Cette  loi  particulière  des  deux  progressions  conduit 
aux  propositions  suivantes  : 

Les  logarithmes  des  puissances  de  10  sont  les  nombres  en- 
tiers consécutifs. 

La  partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre  a  autant 
d^ unités  moins  une  quil  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entièra- 
du  nombre.  Car  si  le  nombre  a  n  chiffres,  il  est  au  moins  égal 
à  lo""*,  et  il  est  plus  petit  que  10".  Le  logarithme  est  donc 
au  moins  égal  kn  —  i ,  et  il  est  plus  petit  que  /i.  Il  a  donc 
n  —  I  pour  partie  entière. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  caractérisa 
tique. 

Les  parties  fractionnaires  des  logarithmes  des  nombres  qui 
ne  sont  pas  des  puissances  de  10,  sont  toujours  exprimées  en 
décimales. 
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Deux  nombres  dont  l'un  est  égal  à  l* autre  multiplie  par 
une  puissance  de  lo,  ont  leurs  logarithmes  formés  de  la 
même  partie  décimale,  ai^ec  des  caractéristiques  qui  diffèrent 
d'autant  d'unités  qu!dy  en  a  dans  V exposant  de  la  puissance 
de  io« 

289.  La  dernière  propriété  apporte  des  facilités  importantes 
dans  les  calculs,  à  cause  de  la  fréquence  des  multiplications  et 
des  divisions  par  les  puissances  de  lo,  qui  est  l'effet  de  la  nu- 
mération avec  ce  nombre  pour  base  5  et  c'est  là  la  raison  de  l'a- 
vantage qu'il  y  a  à  pi*endre  le  même  nombre  pour  base  des  lo- 
garithmes. 

Les  propositions  énoncées  dans  le  numéro  précédent  sont 
d'ailleurs  renfermées  dans  les  propositions  générales  de  l'arti- 
cle 282.  Car,  d'après  celles-ci,  le  logarithme  de  10  étant  i, celui 
d'une  puissance  de  10  doit  être  égal  à  Texposant  de  la  puis- 
sance; et,  lorsqu'un  nombre  est  multiplié  ou  divisé  par  une 
puissance  de  10,  le  logarithme  de  ce  nombre  devant  être  aug- 
menté ou  diminué  de  celui  de  la  puissance  de  10,  qui  est  un 
nombre  entier,  la  partie  décimale  reste  la  même. 

290.  En  toute  rigueur,  si  l'on  n'employait  que  les  procédés 
qui  ont  été  indiqués  dans  ce  qui  précède,  il  ne  serait  pas  pos- 
sible d'obtenir  exactement  dans  la  progression  par  quotient 
un  terme  égal  à  10.  Par  suite,  les  logarithmes  des  puissances 
de  10  ne  seraient  pas  les  nombres  entiers,  ils  en  différeraient 
seulement  très-peu.  Mais  lorsqu'il  ne  s'agit  que  de  compren- 
dre les  usages  des  logarithmes,  et  non  de  les  calculer  effective- 
ment, on  peut  supposer  que  cette  inexactitude  a  été  corrigée, 
sans  se  préoccuper  des  moyens  auxquels  il  a  fallu  recourir. 
La  supposition  sera  conforme  à  ce  qui  est  réalisé  dans  les  Ta- 
bles, où  le  logarithme  de  10  est  exactement  i,  et  ceux  de  tous 
les  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances  de  10  sont  seule- 
ment approchées. 

291 .  Les  logarithmes,  tels  qu'ils  ont  été  considérés  jus- 
qu'ici, s'appliqueraient  seulement  aux  nombres  plus  grands 
que  I.  Mais,  lorsqu'on  a  des  multiplications  ou  des  divisions 
avec  des  nombres  plus  petits  que  i,  si  l'on  multiplie  chacun 
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de  ces  nombres  par  une  puissance  de  10,  de  manière  à  les  rem- 
placer par  d'autres  plus  grands^ue  i ,  et  si  l'on  fait  ensuite  les 
multiplications  ou  les  divisions,  le  résultat  que  Ton  trouvera 
sera  celui  que  l'on  devait  trouver,  multiplié  ou  divisé  par  une 
certaine  puissance  de  10  ;  de  sorte  que  la  correction  qu'il  exi- 
gera s'opérera  par  le  déplacement  de  la  virgule. 

Afin  de  prévenir  toute  méprise  relativement  à  la  correction 
finale,  on  emploie  le  moyen  que  nous  allons  expliquer. 

29â.  Considérons  une  fraction  décimale,  par  exemple 
0,008754.  En  la  multipliant  par  1000,  on  a  le  nombre  8,754. 
La  caractéristique  du  logarithme  de  ce  nombre  est  zéro.  La 
partie  décimale  est  la  même  que  celle  du  logarithme  du  nom- 
bre entier  8754 ,  et  on  voit  dans  les  Tables  qu'elle  est  942  2o65. 
On  a  donc  log  8, 754  =  0,942  2o65.  Ce  logarithme  étant  ce- 
lui d'un  nombre  1000  fois  plus  grand  que  le  nombre  proposé,  on 
remplace  la  caractéristique  o  par  le  nombre  3  au-dessus  duquel 

on  met  le  signe  —  .  On  a  ainsi  log  o,  008754  =  3, 942  2o65. 

Supposons  que  le  logarithme  du  numérateur  d'une  frac-  v 
tion  ordinaire  soit  a  ,685  6866,  et  celui  du  dénominateur, 
4,743  4801.  On  pourra  retrancher  le  second  du  premier,  en 
augmentant  celui-ci  de  3.  On  aura  ainsi  le  logarithme  d'un 
nombre  égal  au  produit  de  la  fraction  proposée  par  1000.  En 
faisant  la  soustraction,  on  obtient  le  reste  0,942  !2o65.  Le  lo- 
garithme de  la  fraction  proposée  sera  3,942  2o65. 

293.  La  caractéristique  3  provenant  de  ce  que  le  nombre 
dont  on  veut  avoir  le  logarithme  doit  être  multiplié  par  1000, 
pour  que  le  produit  ait  une  partie  entière  d'un  seul  chiflre,  il 
s'ensuit  qu'en  général  :  La  caractéristique  du  logarithme 
(Vun  nombre  décimal  plus  petit  que  i ,  est  égale  au  nombre 
qui  marque  le  rang  du  premier  chiffre  significatif,  à  droite 
de  la  virgule  y  ce  nombre  étant  pris  a\^ec  le  signe  — . 

294-.  Si  l'on  veut  avoir  la  quatrième  puissance  du  nombre 

dont  le  logarithme  est  3,942  2o65,  on  multipliera  d'abord 
la  partie  décimale  du  logarithme  par  4  5  1©  produit  sera 
3 ,768  8260  \  celui  de  —  3  par  4  «"st  —  12  ^  le  logarithme  de 

la  puissance  cherchée  sera  9 ,  768  8260. 

16 
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Dans  le  cas  d'une  extraction  de  racine,  on  devra  diviser  le 
logarithme;  supposons  qu'il  soit  9, 768  8260,  et  qu'il  s'agisse 

d'une  racine  quatrième.  On  ajoutera  3  à  la  caractéristique  9, 
afin  d'avoir  un  nombre  divisible  par  4 jet  on  ajoutera  en  même 

temps  3  à  la  partie  décimale.  Le  quotient  sera  4)768  8260. 

Disposition  et  usage  des  Tables. 

395.  Les  Tables  dont  on  se  sert  le  plus  communément  en 
France,  sont  celles  de  Lalande  et  celles  de  Callet.  Les  pre- 
mières contiennent  les  logarithmes  des  nombres  depuis  i  jus- 
qu'à loooo;  ils  y  sont  exprimés  avec  cinq  décimales.  Les 
autres  s'étendent  jusqu'à  108000;  les  logarithmes  y  ont  géné- 
ralement sept  décimales,  et  dans  quelques  parties  ils  en  ont 
huit  ;  les  caractéristiques  sont  omises.  Il  faut  résoudre  avec  ces 
Tables  deux  questions  :  i**  Un  nombre  quelconque  étant 
donné,  troui^er  son  logarithme  y  2^  un  logarithme  étant 
donné,  trouver  le  nombre  auquel  il  appartient. 

296.  Suivant  ce  qui  a  été  expliqué  dans  les  articles  précé- 
dents, on  a  le  logarithme  d'un  nombre  décimal  en  cherchant 
celui  du  nombre  entier  qui  résulte  de  la  suppression  de  la  vir- 
gule ;  la  caractéristique  seulement  est  différente ,  et  elle  est 
toujours  connue  (n®*  288  et  293).  On  obtient  le  logarithme 
d'un  nombre  fractionnaire,  plus  grand  ou  plus  petit  que  i, 
en  retranchant  le  logarithme  du  dénominateur  de  celui  du 
numérateur  (n°*  282  et  292).  Si  le  nombre  est  composé  d'un 
entier  et  d'une  fraction,  on  le  transforme  en  une  seule  expres- 
sion fractionnaire.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  savoir  trouver  le 
logarithme  d'un  nombre  entier  quelconque. 

Quand  le  nombre  proposé  est  un  de  ceux  qui  sont  contenus 
dans  la  Table ,  on  trouve  immédiatement  le  logarithme  ;  il  faut 
seulement  rétablir  la  caractéristique,  lorsqu'elle  est  omise. 

Quand  le  nombre  donné  surpasse  la  limite  de  la  Table,  on 
sépare  à  sa  gauche,  par  une  virgule,  autant  de  chiffres  qu'il  en 
faut  pour  former  un  nombfe  inférieur  à  cette  limite,  et  qui 
soit  le  plus  grand  possible.  Le  nombre  proposé  est  ainsi  ra- 
mené à  un  nombre  décimal.  Soient  n  la  partie  entière,  d  la 
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partie  décimale^  soient  /la  partie  décimale  du  logarithme  de 
n,  i  la  diiTërence  des  logarillimes  des  nombres  w  et  w  -f-  i,  qui 
se  trouve  toute  calculée  dans  la  Table,  et  <î'  la  différence  in- 
connue des  logarithmes  des  nombres  n  eln  '■\-  d.  On  admet 
que  les  accroissements  des  logarithmes  sont  proportionnels  à 
ceuicdes  nombres,  quand  ceux-ci  sont  très-petits.  On  a  ainsi 
d^=dxd.  En  ajoutant  la  valeur  de  à'  à  /,  on  obtient  la  partie 
décimale  du  logarithme  du  nombre  /i  +  ^>  qui  est  aussi  celle 
du  logarithme  du  nombre  entier  donné. 

297.  Occupons-nous  maintenant  de  la  seconde  question  : 
Trou\^er  le  nombre  qui  correspond  à  un  logarithme  donné. 

La  caractéristique  fait  connaître  Tordre  des  plus  hautes 
unités  du  nombre  cherché  5  il  suffit  donc  de  considérer  la  par- 
tie décimale  du  logarithme  \  quand  on  a  trouvé  un  nombre 
qui  lui  correspond,  il  reste  seulement  à  multiplier  ou  à  diviser 
ce  nombre  par  une  puissance  convenable  de  10. 

Lorsque  la  partie  décimale  du  logarithme  se  trouve  dans 
la  Table,  on  connaît  immédiatement  le  nombre  correspondant. 

Lorsque  cette  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  exactement 
dans  la  Table,  on  cherche  celle  qui  en  approche  le  plus  sans 
la  surpasser.  Représentons  par  /  cette  partie  décimale  la  plus 
approchée,  par  n  le  nombre  entier  correspondant,  par  /'  la 
partie  décimale  du  logarithme  donné,  par  c^  la  différence  des 
logarithmes  de  n  et  de  n  H-  i ,  par  à'  la  différence  /'  —  /,  et 
par  n  H-  €/ le  nombre  cherché.  On  a,  suivant  la  proportionna- 

lité  admise  dans  le  numéro  précédent,  </  =  -j*    On    réduit  la 

valeur  de  d  en  décimales  et  on  l'ajoute  au  nombre  n, 

298.  Les  Tables  de  Callet  contiennent  dans  les  premières 
pages,  sous  le  litre  de  Chiliade  I,  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  depuis  i  jusqu'à  i aoo ,  exprimés  avec  huit  décimales, 
et  placés  en  regard  des  nombres  auxquels  ils  correspondent. 

La  Table  qui  suit  donne  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
depuis  1020  jusqu'à  108  000.  La  colonne  intitulée  N  contient 
les  nombres  depuis  1020  jusqu'à  ,10  800.  Leurs  logarithmes 
sont  dans  la  colonne  suivante,  marquée  o.  Les  nombres  isolés 
qu'on  remarque  sur  la  gauche  de  cette  colonne  sont  censés 

16. 
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écrits  au-dessous  dWx-mèmcs,  de  manière  que  chaque  ligne 
soit  remplie. 

Les  parties  décimales  des  logarithmes  des  nombres  depuis 
1 020  jusqu'à  10800,  sont  aussi  celles  des  logarithmes  des  nom- 
bres de  10  en  10,  depuis  10200  jusqu^à  1 08  000.  On  obtient 
les  logarithmes  des  nombres  intermédiaires  au  moyen  des 
colonnes  suivantes,  qui  sont  marquées  i  yS^S^ . . .  ,9.  Ainsi, 
pour  avoir  le  logarithme  de  27  796,  on  cherche  dans  la  co- 
lonne N  le  nombre  2779  •,  on  s'avance  dans  la  ligne  horizon- 
tal^ qui  contient  ce  nombre,  jusqu^à  la  colonne  marquée  6; 
on  y  trouve  les  quatre  dernîei*s  chiffres  du  logarithme  5  les 
trois  premiers  sont  donnés  par  le  nombre  isolé  le  plus  voisin, 
en  remontant  dans  la  colonne  marquée  o.  On  obtient  ainsi, 
avec  la  caractéristique, 

log  27796  =  4,4439823. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  le  nombre  27  798,  on 
ne  trouve  rien  à  la  colonne  marquée  8,  dans  la  ligne  qui  ré- 
pond à  2779  ;  il  faut  alors  descendre  à  la  ligne  inférieure,  qui 
donne  les  quatre  derniers  chiffres  du  logarithme;  les  trois  pre- 
miers sont  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  même  ligne  horizontale, 
dans  la  colonne  marquée  o  ;  on  obtient  ainsi 

log  27798  =  4,4440136. 

La  différence  des  logarithmes  de  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs est  écrite  dans  la  dernière  colonne  à  droite,  intitulée 
dif,^  en  tête  de  la  petite  Table  la  plus  voisine  de  ces  nombres. 
Elle  est  indiquée  comme  si  elle  était- un  nombre  entier-,  mais 
ses  unités  sont  de  Tordre  du  dernier  chiffre  des  logarithmes. 
La  Table  qui  se  trouve  au-dessous  donne  les  produits  de  cette 
différence  par  les  nombres  0,1,  0,2,  o,3, . . . ,  0,9;  elle  sert 
à  trouver  le  produit  de  la  même  différence  par  la  fraction  dé- 
cimale qui  s'ajoute  au  nombre  entier  dont  on  doit  prendre 
d'abord  le  logarithme,  quand  le  nombre  proposé  est  plus  grand 
que  108000. 

Soit  le  nombre  1 4^1 84/59.  On  sépare  les  cinq  premiers 
chiffres  à  gauche,  ce  qui  donne  i45i8,4%*  On  trouve  que  la 
partie  décimale  du  logarithme  de  i45i8  est  0,1619068.  La 
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Table  des  différences  la  plus  voisine  est  celle  qui  répond  à 
299;  et  les  nombres  qui  correspondent  à  4>6,95  considérés 
comme  des  dixièmes,  sont  120,  179,  269.  On  en  conclut  que 
299  X  0,4  =  120;  299X0,06  =  17,9-,  ^99  X  0,009  =  ^169- 
On  obtient  le  logarithme  cherché  en  ajoutant  aux  dernières 
unités  du  logarithme  de  i45i8  les  nombres  120,  17,95  2,69. 
Voici  le  type  du  calcul  : 

log   i45i8 o,i6i  9068, 

Pour  0,4 i20s 

Pour  0,06 179 

Pour  0,00g 269. 

log  14518469 7,1619209 

De  100 000  à  108000,  les  logarithmes  ont  huit  chiffres  dé- 
cimaux, et  les  nombres  isolés  de  la  colonne  marquée  o  en 
ont  quatre.  A  cela  près,  tout  est  die  même  que  pour  les  nom- 
bres au-dessous  de  100000. 

Dans  les  quatre  premières  pages,  on  n'a  pu  placer  les  Ta- 
bles des  parties  des  différences  que  de  deux  en  deux.  Lors- 
qu'on devra  prendre  quelque  partie  de  l'une  des  différences 
qui  n'est  pas  accompagnée  de  la  Table  de  ses  parties,  il  fau- 
dra prendre  cette  partiie  dans  la  Table  précédente  et  dans  la 
suivante;  on  ajoutera  i  à  celle  que  donnera  la  dernière,  si  celle, 
que  donne  la  première  la  surpasse  de  2. 

299.  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  trouver  le  nemr 
bre  qui  correspond  à  un  logarithme  donné.  Soit,  par  exemple, 
161  920g  la  partie  décimale  de  ce  logarithme.  On  cherche 
parmi  les  logarithmes  des  nombres  de  quatre  chiffres,  conte- 
nus dans  la  colonne  marquée  o,  celui  qui  approche  le  plus  du 
logarithme  donné,  sans  le  surpasser;  et  Ton  prend  le  nombre 
correspondant,  qui  est  i45 1 .  On  avance  dans  la  même  ligne  ho-^ 
rizontale,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  le  nombre  qui  approche  le 
plus  du  nombre  9209,  formé  par  les  quatie  dernières  figures 
du  logarithme.  Ce  nombre  le  plus  approché  est  9068,  qui  se 
trouve  dans  la  colonne  8.  La  différence  entre  9209  et  9068 
est  i4i .  On  cherche  dans  la  Table  de  différences  la  plus  voi- 
sine, le  nombre  qui  approche  le  plus  de  i4i  sans  le  surpasse^ . 
Ce  nombre  est  12a-,  il  répond  a  4,  c'est-à-dire  o,4-  La  diffé- 
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rence  entre  i4i  et  120  est  21.  On  multiplie  21  par  10^  on 
cherche  le  nombre  le  plus  approche  du  produit  210  pi  est  209 
et  il  répond  à  0,7.  On  conclut  de  là  que  le  nombre  demandé 
est  i4i58,47>  sauf  l'ordre  des  plus  hautes  unités. 

On  peut  disposer  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

log  x  =  Oj  161  920g 

Pour        161  9068 .  i45i8 

1"  rçs^e  141...... .  0,4 

2*   reste  ai o»07 

a:=  ï45i8,47 

300.  La  supposition  que  les  accroissements  des  logarithmes 
sont  proportionnels  à  ceux  des  nombres  n'est  pas  exacte;  mais 
Terreur  qui  en  résulte  dans  la  résolution  de  la  première  des 
deux  questions  ci-dessus ,  est  au-dessous  d'une  unité  du  der^ 
nier  chiffre  des  logarithmes.  Il  n'est  pas  possible  de  placer  ici 
une  explication  tout  à  fait  précise  sur  ce  sujet;  mais  les  consi-e 
dérations  suivantes  en  fournissent  une  suffisamment  plausible. 

Si  des  différences  égales  des  nombres  produisaient  des  dif- 
férences égales  des  logarithmes ,.  la  proportionnalité  supposée 
aurait  lieu  rigoureusement.  Or>  en  examinant  les  différences 
des  logarithmes  des  nombres  entiers  ^consécutifs ,  qui  sont 
écrites  dans  la  Table  de  Lalande,  pour  tous  les  nombres  de 
1000  à  loooo  (*j,  et  dans  celle  de  Callety  pour  les  nombres  de 
10200  à  108000,  on  voit  que  ces  différences  se  maintiennent 
les  mêmes  dans  un  ititervalle  toujours  assez  étendu,  et  qui  le 
devient  de  plus  en  plus  à  mesure  que  les  nombres  sont  plus 
grands.  On  doit  conclure  de  là  que  la  proportion  entre  les 
différences  des  nombres,  et  celles  des  logarithmes  s'écarte  peu 
de  l'exactitude,  quand  les  nombres  sont  suffisamment  grands  \ 
et  qu'elle  s'en  écarte  d'autant  moins  qu'ils  sont  plus  grands. 

Loijsqu'on  revient  d'un  logarithme  au  nombre,  l'erreur  de 

la  partie  du  nombre  donnée  pai*  le  quotient  -j  est  due  prin- 


ce) Npus  parlons  seulement  des  Tables  de  Lalande  à  cinq  décimales;  celles 
dans  lesquelles  on  en  a  mis  sept  entraînent  dans  des  longueurs  de  calcul  qui 
foiit  çerdre  une  grande  partie  de  l'avantage  des  logarithmes. 
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cipalemeut  à  Tinexactitude  du  logarithme.  Si  l'on  suppose 
que  celui* ci  soit  seulement  fautif  d'une  unité  du  dernier 
chiffre,  il  en  sera  de  même  de  la  différence  <î',  ce  qui  occa- 

sionnera  sur  la  fraction  -j  une  erreur  égale  à  -•  Or,  dans  la 

Table  de  Callet ,  la  différence  d  varie  entre  4^^^  et  44-  L'er- 
reur du  nombre  que  Ton  obtiendra  pourra  donc  s'élever  depuis 

I     .  I  S' 

j—=  jusqu'à  yj'  De  sorte  que  le  quotient  y  fournit  au  plus, 

deux  chiffres  exacts-,  et  il  peut  n'en  fournir  qu'un  seul. 

L'erreur  absolue  pouvant  ainsi  être  j-^t  qiiand  le  nombre 

est  peu  supérieur  à  loooo  ]  plus  grande,  quand  il  est  plus, 
grand;  et  suivant  un  accroissement  à  trè%-peu  près  propor- 
tionnel à  celui  du  nombre  j  l'erreur  relative  est  au-dessous  de. 


4  000  OOQ 

Avec  les  Tables  deLalande,  elle  est  seulement  au-rdessous^ 
de 


4oooo 

Quand  on  a  ajouté  plusieurs  logarithmes,  ou  quand  on  a^ 
multiplié  un  logarithme  donné  par  un  nombre  entier,  celui 
qui  en  résulte  peut  être  fautif  de  plusieurs  unités  du  dernier 
chiffre  ,  et  Terreur  que  l'on  commet  dans  l'évaluation  du  nom- 
bre demandé  devient  plus  grande. 

301 .  On  appelle  complément  arithmétique  d'un  logarithme 
ce  qu'il  faut  lui  ajouter  pour  que  la  somme  soit  égale  à  lo. 
D'après  celte  définition,  on  obtient  le  complément  arithmé- 
tique d'un  logarithme  en  retranchant  le  premier  chiffre  signi- 
ficatif (à  droite)  de  lo,  et  les  autres  chiffres  de  9. 

Quand  un  logarithme  doit  ^re  formé  avec  plusieurs  autres 
au  moyen  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  on  peut  ne  faire 
qu'une  seule  addition  en  se  servant  des  compléments  arithmé- 
tiques. A  cet  effet,  on  prend  les  cornpléments  des  logarithmes 
qui  doivent  être  soustraits,  et  l'on  fait  la  somme  de  ces  com- 
pléments et  des  autres  logarithmes.  Il  est  facile  de  voir  que 
cette  somme  surpasse  celle  qu'on  devait  oblenir  d'autant  de 
dizaines  que  l'on  a  pris  de  compléments  j  de  sorte  qu'il  fs^ut 
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soustraire  ces  dizaiues,  de  la  partie  entière  de  la  somme.  Lors- 
qu'elle ne  les  contient  pas,  on  a  une  caractéristique  négative. 
Si  Ton  avait  à  soustraire  un  logarithme  plus  grand  que  lo, 
il  faudrait  former  le  complément  de  ce  logarithme  en  le  re- 
tranchant du  nombre  de  dizaines  immédiatement  supérieur  à 
la  caractéristique  *,  mais  ce  cas  se  rencontre  rarement ,  et  c'est 
par  cette  raison  qu'on  définit  les  compléments  arithmétiques 
comme  nous  l'avons  fait. 

Exemples  de  calculs  effectués  par  les  logarithmes. 

1*'  Exemple.  —  Soit  x  =  — - — -a — Î-.  •    on  demande 

76X17 

la  valeur  de  x. 

log  239  =2,378  3979 

log  827  =  2,91 7  5o55 

log  543  =  2,734  7998 
Coiopl.  log  76  =  8, 1 1 9 1 864 
Compl .log    1 7  =: 8, 769 55 1 1 


logx  =  4,919  4407 
Pour          9194390  .. 

!•' reste                       17... 

2«  reste                        i . . . 

.  83069 
o3 
002 

X  =  83069,32 

Par  le  calcul  direct,  on  trouve  x  =  83o69,333  5  de  sorte  que 
l'emploi  des  logarithmes  ne  fait  trouver  que  les  six  premiers 

chiffres. 

En  n'employant  pas  les  compléments ,  on  aurait  dû  faire 
deux  additions  et  une  soustraction,  au  lieu  d'une  seule  addi- 
tion. 

2**  Exemple.  —  Calculer  la  64®  puissance  de  2. 

log  2  =   o,3oi  o3oo 
64  X  log  2  =  19,265  9200 

2**  =  18  446  750  000  000  000  000. 

Le  produit  du  logarithme  de  2  par  64  peut  être  fautif  de 
près  de  32  unités  du  septième  ordre,  et  comme  la  différence 
des  logarithmes  de  18  446  et  de  18  44?   est  236  unités  du 
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même  ordre,  l'erreur  que  Ton  commet  dans  révaluation  du 

nombre  demandé  peut  s'élever  à  près  de  —5^  de  l'unité  du  cin- 
quième chiffre  en  partant  de  la  gauche  (n**  300)  ;  on  n'est 
donc  certain  que  de  l'exactitude  des  cinq  premiers  chiffres.  On 
peut  prendre  le  logarithme  de  2  avec  deux  ou  trois  décimales 
de  plus  5  car  les  Tables  de  Callet  contiennent ,  à  la  suite  des 
deux  parties  dont  nous  avons  parlé,  les  logarithmes  des  nom- 
bres depuis  I  jusqu'à  1200,  calculés  avec  20  décimales.  On 
aura  alors  le  logarithme  de  (2)**  à  moins  d'une  unité  du  7®  or- 
dre, et  l'on  en  déduira  une  valeur  plus  exacte  du  nombre  de- 
mandé. On  trouve  de  cette  manière 

log  2   =    o,3oi  029995 
6410g  2   =  19,2659197 

2^*  =  18  446  74^  ^^^  ^^o  000  000. 

Ce  résultat  est  exact  jusqu'au  septième  chiffre. 
3*  Exemple.  —  Calculer  1/  (  -, — 

log   23  =  i,36i  7278 
log4*7  ^==  2,620  i36i 

Jog^=  2,741  5917 

23 

3foislog7— =  4f224775i 


|x""^^  =  ^»^44955o,     d'où     y/(^y=o.i7577. 

La  caractéristique  —  i  indique  que  les  plus  hautes  unités  du 
nombre  cherché  sont  des  dixièmes^  par  conséquent,  si  l'on 
peut  se  contenter  de  connaître  ce  nombre  à  moins  de  0,000  01 , 
il  suffit  d'obtenir  les  cinq  premières  figures;  de  sorte  qu'il 
n'est  pas  nécessaire  de  recourir  aux  différences  des  loga- 
rithmes. 

On  pourrait  éviter  les  caractéristiques  négatives ,  comme  il 
suit:  En  ajoutant  au  logarithme  de  23  le  complément  arithmé- 
tique de  celui  de  4i7)  on  obtient  une  sonmie  8,741  8917,  qui 

23 

est  le  logarithme  de  7 —  augmenté  de  lo  unités*,  le  produit  de 


14%) 


8 
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cette  somme  par  3  est  26,2247751*,  c'est  le  logarithme  dé 

augmenté  de  3o  miités  5  la  division  de  ce  produit  par  5 

donne  le  quotient  5,244  95  5o,  qui  est  le  logarithme  du  nombre 
cherché,  augmenté  de  6  unités.  On  obtiendra  donc  ce  nombre 
en  cherchant  celui  qui  a  pour  logarithme  5,244 955o,  et  le 
divisant  par  lo*. 

-; —  I  )  la  divi- 
sion de  26,2247751  par  7  donnera  un  quotient  qui  sur- 
passera le  logarithme  de  la  racine  demandée  de  — :  et  si  Ton 
cherchait  Je  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  trop  fort, 
il  faudrait  le  diviser  par  celui  dont  le  logarithme  est  —  On 

évitera  Texcès  fractionnaire  en  augmentant  ou  en  diminuant 
le  nombre  26,224  775 1  d'assez  d'unités  pour  qu'il  surpasse  le 

/  23\« 
logarithme  de  (  -j —  j   d'un  multiple  de  7.  Si  l'on  diminue,  par 

exemple ,  ce  nombre  de  2 ,  la  division  par  7  donnera  un  quo- 
tient qui  sera  le  logarithme  de  la  racine  demandée,  augmenté 
de  4«  On  en  déduira  la  valeur  de  cette  racine,  comme  dans 
l'exemple  précédent. 

Intérêts  composés  et  annuités. 

302.  L'intérêt  est  composé,  lorsque  le  prêteur,  au  lieu  de 
retirer  chaque  année  l'inlérêt  du  capital ,  le  laisse  entre  les 
mains  de  l'emprunteur,  pour  le  faire  valoir  conjointement 
avec  la  somme  primitive,  pendant  l'année  suivante. 

Soit  r  l'intérêt  de  i  franc  pour  un  an ,  qu'on  nomme  le  der- 
nier de  rintérêt.  L'intérêt  de  100  francs  pour  le  même  temps, 
ou  le  taux  de  l'intérêt,  sera  100  r.  L'intérêt  d'une  somme  a 
pendant  un  an ,  sera  ar,  et  le  capital  a  sera  devenu  après  un 
|in,  a  +  ar^  de  sorte  qu'en  représentant  par  a'  la  somme  due 
à  cette  époque,  on  a 

a'  =  /3r(i  -f-  r). 

Ci  le  capital  a!  est  placé  pendant  une  deuxième  année ,  il  de- 


J 
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vient  pareillement ,  à  la  fin  àe  cette  année , 

Si  le  capital  a"  reste  placé  pendant  une  troisième  année,  il 
devient ,  à  la  fin  de  cette  année , 

ainsi  de  suite.  Donc,  après  n  années,  le  capital  primitif  a 
devient 

(i)  A  =  fl(i-hr)'*. 

En  appliquant  les  logarithmes  à  cette  formule ,  on  trouve 

log  A  =  log  a  -{-  n  log  (  i  4-  '*). 

Au  moyen  de  celte  relation ,  on  obtient  la  valeur  de  l'une  des 
quatre  quantités  A ,  a ,  ?',  n ,  lorsque  les  trois  autres  q]aantité& 
sont  connues. 

303.  Supposons  que  le  prêteur  joigne  chaque  année  au  ca- 
pital une  nouvelle  somme,  qui  doit  aussi  produire  des  intérêts, 
composés ,  jusqu'au  moment  du  remboursement.  Désignons 
par  a,  i,  c,  cî, ...,/,  les  sommes  qu'il  place  au  commence- 
ment de  la  première  année,  de  la  deuxième ,  de  la  troisième , 
de  la  quatrième,  etc.  ;  et  par  A  la  somme  qu'il  doit  recevoir  au 
bout  de  n  années. 

La  somme  a ,  restée  entre  les  mains  de  l'emprunteur  pen-^. 
dant  n  années ,  sera  devenue  a  (i  +  r)". 

La  somme  b  qui  sera  placée  pendai^t  n  —  i  années ,  devien-. 
dra  i  (i  -h  r)"~^ 

La  somme  c  qui  sera  placée  pendant  n  —  2  années ,  devien-» , 
dra  c  (  I  +  r)"""*  -,  ainsi  de  suite. 

Enfin ,  la  dernière  somme  ne  sera  placée  que  pendant  une 
année ,  et  donnera  /(  i  -h  r). 

On  aura  donc 

Dans  le  cas  particulier  oiia  =  J  =  c  =  ^..  .=/,le  se- 
cond membre  de  l'équation  précédente  devient  une  progrès-^ 
sion  par  quotient  dont  le  premier  terme  est  a(i  -H  r),  et  la 
raison  (i  -H  r).  On  a  donc  (n°  274) 
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On  calculera  parles  logarithmes  la  valeur  du  terme  (  i  -4-  /•)", 
et  Ton  achèvera  ensuite  aisément  les  calculs. 

304.  Une  annuité  est  un  payement  qu'un  débiteur  eflfiectue 
chaque  année ,  pour  rembourser,  en  un  certain  temps ,  un  ca- 
pital avec  ses  intérêts.  Nommons  A  le  capital  qu'il  s'agit  de 
rembourser,  et  a  la  somme  qu'on  doit  payer  annuellement 
pendant  n  années.  Les  payements  effectués  par  le  débiteur 
avant  la  fin  du  remboursement,  peuvent  être  considérés 
comme  des  avances  faites  au  prêteur  sur  ce  remboursement, 
et  dont  la  valeur  dépend  du  temps  qui  s'écoule  entre  l'une  de 
ces  époques  et  l'autre.  Ainsi ,  le  premier  payement  qui  a  lieu 
n  —  I  années  avant  l'époque  du  dernier  remboursement,  étant 
rapporté  à  cette  époque ,  vaut  a  (  i  -H  r)"~*  5  le  second  paye- 
ment, rapporté  à  la  même  époque ,  vaut  a  (  1  -h  /')"""*  \  et  ainsi 
des  autres,  jusqu'au  dernier  qui  vaut  seulement  a.  Mais  la 
somme  prêtée  A  vaut ,  entre  les  mains  de  l'emprunteur,  après 
n  années ,  A  (  i  -H  r)'*.  On  doit  donc  avoir 

A(i  -h  r)»  =  a[i  -h /•)«-' -h  û (  1  -hr)"-'  .  .  .  -^  a\ 

d'où  l'on  conclut 

(2)  K{i-^rY  =  -^ -L 1 

Dans  cette  équation ,  A  est  le  prix  de  l'annuité  ,  parce  que  c'est 
la  somme  qu'elle  représente  5  a  est  la  quotité  de  l'annuité  ; 
r  est  le  denier  de  l'intérêt^  enfin  n  exprime  la  d'urée  de  l'an- 
nuité. On  peut  déterminer  l'une  de  ces  quatre  quantités  quand 
on  connaît  les  trois  autres.  La  détermination  de  r  dépendrait 
d'une  équation  du  degré  n.  Pour  trouver  la  valeur  de  n ,  on 
tire  de  l'équation  ci-dessus 

{a — Ar)(i  H-r)"  =  a,      d'où     (i+rj^zir 


a  —  Ar 
En  appliquant  les  logarithmes,  il  vient 

/ilog(i +r)=:logfl  —  log(a  —  Ar)  ; 

d'où 

log  a  —  log  (  fl  —  A  r) 

""  log(i  -hr) 
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PUISSANCES  ET  RACINES  DES  MONOMES.  CALCUL  DES  RADICAUX 
DE  DEGRÉS  QUELCONQUES.  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES.  EXPO- 
SANTS NÉGATIFS.    LOGARITHMES  CONSIDÉRÉS  COMME  EXPOSANTS. 


305.  Pour  obtenir  la  puissance  m'**"*  d'un  monôme  entier, 
il  faut  faire  la  puissance  m*^'"*  du  coefficient  et  multiplier  les 
exposants  par  m;  et  pour  la  puissance  m'^""'  d'une  fraction, 
il  faut  faire  la  puissance  m'^"*'  de  chacun  des  deux  termes. 

Donc,  pour  extraire  la  racine  m'^"**  d'un  monôme  entier  qui 
est  une  puissance  m**'"*  exacte,  il  faut  extraire  la  racine  m'^""" 
du  coefficient  et  diviser  les  exposants  par  m  ;  et  pour  extraire 
la  racine  m*^'"*  d'une  fraction,  il  faut  extraire  la  racine  du 
même  degré  de  chacun  des  deux  termes. 

306.  Nous  avons  dit  qu'en  àésignant  par  A  une  quantité 
quelconque  et  par  m  un  nombre  entier  positif,  il  existe  m  ra- 

cines  m*'"**^  de  A;  ou,  en  d'autres  termes,  l'expression  y  A  a  m 
valeurs  (n°  215).  Quand  la  quantité  A  est  positive,  parmi  les 

m  valeurs  de  y  A  il  y  en  a  une  réelle  et  positive,  et  il  n'y  en  a 
qu'une 5  car  deux  nombres  différents,  élevés  à  une  même  puis- 
sance, ne  peuvent  pas  reproduire  le  même  nombre.  Cette  va- 
leur est  ce  qu'on  nomme  la  racine  m'*"'*  arithmétique  de  A,  ou 

la  valeur  arithmétique  du  radical  \A. 

Nous  considérerons  seulement,  dans  ce  qui  va  suivre,  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux. 

307.  Ce  qui  a  été  dit  au  sujet  de  l'addition  et  de  la  sous- 
traction des  quantités  radicales  du  second  degré  (n°  152), 
s'applique  aux  quantités  radicales  de  tous  les  degrés. 

308.  On  multiplie  et  on  dii^ise  tun  par  Vautre  deux  ra^ 
dicaux  de  même  indice,  en  faisant  la  multiplication  ou  la 
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division  des  quantités  placées  sous  le  signe  radical^  et  met^ 
tant  le  résultat  sous  un  radical  du  même  degré. 
Il  faut  démontrer  que 

'I^T     V  b 

Or  la  m''"*'  puissance  du  produit  \Ja  X  V^  est  \\/a  )    X  \\/b  J 

ou  â  X  2»;  donc  le  produit  ya  X  V^  est  la  racine  m**'""    de 
axb.  On  démontre  de  même  la  seconde  égalité. 

309.  On  conclut  de  la  règle  qui  vient  d'élre  établie, 


v/fl~ b  =  7^'"  x'y/b  =a  ^b. 

Donc,  Lorsque  la  quantité  placée  sous  un  radical  du  degré 
m,  a  des  facteurs  qui  sont  des  puissances  exactes  du  même 
degré j  on  peut  prendre  séparément  les  racines  de  ces  fac~ 
teurs^  et  multiplier  leur  produit  par  la  racine  indiquée  du 
produit  des  autres  facteurs»  C'est  ce  qu'on  appelleyi/re  sortir 
des  facteurs  du  radical.  Réciproquement,  Lorsqu'un  radical 
est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels,  on  peut  mettre  ces 
facteurs  sous  le  radical,  en  les  élevant  à  la  puissance  de 
même  degré  que  le  radical.  C'est  ce  qu'on  appelleyb^re  entrer 
les  facteurs  sous  le  radical. 

Quand  on  doit  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales 
dissemblables,  il  faut  examiner  si  ces  quantités  ne  peuvent 
pas  être  rendues  semblables  par  la  simplification  des  radicaux. 
On  a  ainsi,  par  exemple  : 

ad  a 

par  suite, 

310.  La  valeur  arithmétique  d^un  radical  nest  pas 
changée  quand  on  multiplie  l'indice  par  un  nombre  entier, 
en  élevant  en  même  temps  la  quantité  placée  sous  le  signe 
radical  à  la  puissance  du  degré  marqué  par  ce  nombre. 
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C'esl-à-dire  que 

m/—        ami 

y/ a  =  VA". 
Car,    \yâ)  =  a  ;  et,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  /ï'**"' 

puissance,  (  V«/  =  a"^  donc  sfâ  est  la  racine  du  degré  mn 
de  a". 

Ce  principe  donne  le  moyen  de  ramener  des  radicaux  quel- 
conques à  avoir  le  même  indice.  //  suffit  de  multiplier  V indice 
de  chaque  radical  par  le  produit  de  tous  les  autres  indices  y 
en  élevant  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  à  la  puissance 
marquée  par  ce  produit. 

On  peut  aussi  faire  prendre  aux  radicaux,  pour  indice  com- 
mun, le  plus  petit  multiple  de  tous  les  indices. 

Suivant  l'égalilé  ^a  =-•  V^"  >  lorsque  r indice  d'un  radical  et 
T exposant  de  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  ont  unfac- 
teur  commun,  on  peut  les  diviser  l'un  et  l'autre  par  cefac- 
teur. 

31 1 .  Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  radicaux  de  degrés 
différents^  et  pour  diviser  Fun  par  l'autre  deux  radicaux  de 
degrés  différents j  on  réduit  les  radicaux  au  même  indice,  et 
l'on  applique  la  règle  du  n°  308. 

On  a  ainsi , 


13,   .  , .       11/  .  ,,     .  1 2/~Tm       • '/ 


^ab'y^^  —  aby^, 


y/a^  b^  __  '^fl"  b'*  ___  a  » /a 


312.  On  élève  un  radical  à  une  puissance  en  élevant  à 
cette  puissance  la  quantité  qui  est  sous  le  radical.  Car 

{\/â)=z'\laX\/aXy/a...   =y/aXaXa...  =  \?a». 

Lorsque  l'indice  du  radical  est  divisible  par  l'exposant  de 
la  puissance,  on  peut  effectuer  l'opération  en  divisant  le  pre- 
mier  de  ces  deux  nombres  par  le  second.  Cette  règle  résulte  de 
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la  précédente  et  de  celle  du  n°  310^  puisque,  d'après  ces  deuîC 
règles , 

(mni~  I  mn, —         m,— 

313.  On  extrait  la  racine  du  degré  m  d'un  radical,  en  mul- 
tipliant r indice  par  m\ouen  extrayant ,  si  cela  est  possible , 
la  racine  du  degré  m  de  la  quantité  qui  est  sous  le  radical. 
Ainsi  : 

V  Va  =  "'s/ a ,     et     V  \/a"*P  =  \aP. 


En  effet,  puisque  la  puissance  du  degré  m  de  V^  est  ya,  il 
s'ensuit  que  \/a  est  la  racine  du  degré  m  de  \/a.  Pareillement, 
la  puissance  m'*'"*  de  yja^  est  \a'"P'^  donc  yjaf  est  la  racine  du 
degré  m  de  \a'"P. 

Observations  sur  les  radicaux  considérés  algébriquement. 

314-.  Quand  on  considère  les  radicaux  dans  toute  la  géné- 
ralité que  l'algèbre  comporte ,  les  règles  que  nous  avons  ex- 
posées dans  les  numéros  précédents  peuvent  conduire  à  des 
résultats  inexacts. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  y —  ^  et  y  —  a,  en 
supposant  a  positif.  Si  l'on  applique  à  ces  radicaux  le  principe 
du  n^  310,  en  élevant  la  quantité  sous  le  radical  au  carré  et 
multipliant  l'indice  par  a ,  on  trouve 

Or  chacune  de  ces  égalités  est  inexacte  5  car  dans  la  première , 

si — a  est  imaginaire,  et  y  a'  a  deux  valeurs  réelles.  Dans  la 
seconde  égalité,  le  premier  membre  n'a  qu'une  seule  valeur 
réelle  qui  est  négative  5  et  le  second  a  deux  valeurs  réelles ,  dont 
l'une  est  positive. 

A  la  vérité,  si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cha- 
pitre VI ,  sur  les  racines  quatrièmes  et  les  racines  sixièmes 
d'une  quantité,  on  voit  qu'en  considérant  les  radicaux  dans 
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toute  leur  généralité,  les  quatre  valeurs  de  V«*  comprennent 
les  deux  valeurs  de  ^ — a;  et  les  six  valeurs  de  \/a*  compren- 
nent les  troîs  valeurs  de  J/ — a.  Mais  les  égalités  ci-dessus 
restent  toujours  inexactes  ;  puisque,  dans  chacune  d'elles ,  le 
second  membre  admet  plus  de  valeurs  que  le  premier. 

315.  En  appliquant  au  produit  de  V — «  par  \~a  la  règle 
du  n*^  308,  on  trouve 


Or  ^ô*  admet  les  deux  déterminations  +  a  et  —  a  ;  cependant 

il  semble  que  le  produit  V^ — a  X  v/ — a  étant  le  carré  de  V^— a, 
on  ne  peut  admettre,  sans  se  contredire,  que  ce  produit  soit 
autre  chose  que  —  a. 

Cette  contradiction  tient  à  ce  que  Ton  attribue  au  produit 

^ —  a  X  ^ —  «  une  signification  trop  restreinte,  en  le  confon- 
dant mal  à  propos  avec  le  carré  de  ^ — a.  En  effet,  lorsque  l'on 
prend  les  radicaux  dans  toute  leur  généralité,  v^— a  admet 
deux  déterminations  de  signes  contraires^  et  si  Ton  repré- 
sente   ces   deux   déterminations  par  -h  a  et  —  a,  le  produit 

v' — aX^ — a  admet  les  quatre  déterminations  -f-«X-f-âc, 
-t-aX  —  «5  —  aX  +  «j  —  «X  —  «î  les  deux  dernières  ne 
diffèrent  pas  des  deux  premières;  et  celles-ci,  qui  sont  +  a* 

et  —  a',  donnent  précisément  les  deux  valeurs  de  v^5  puis- 
que ,  a  désignant  une  valeur  de  y — ^ ,  on  a  a*  =  —  a  et 
—  «*  =  -!- a.  Mais,  lorsqu'il  s'agit  du  carré  de  V^ — a,  cha- 
cune des  déterminations  +  a  et  — -  a  ne  devant  être  multipliée 
que  par  elle-même,  on  n^obtient  qu'im  résultat  unique,  -f-  a*. 
Les  observations  que  nous  venons  de  faire  sur  le  produit 

\^ — a  X  v' — «î  s'appliquent  également  au  produit  y/aX  V^. 
D'après  la  règle  du  n°  308,  ce  produit  s'exprime  par  ^o*  :  or 
v/o*  admet  les  deux  valeui^  -f-  a  et  —  a,  et  lorsque  l'on  envi- 
sage chacun  des  facteurs  du  produit  V^X  V'a  dans  toute  sa 
généralité,  ce  produit  comporte  en  effet  les  deux  détermina- 
tions +  rt  et  —  «•,  mais  si  Ton  doit  multiplier  seulement  cha- 

'7 
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cune  des  déterminations  de  sfa  par  elle-même,  le  produit  ne 
peut  être  que  4-«. 

316  Les  difficultés  que  Ton  rencontre  quand  on  considère 
des  radicaux  imaginaires ,  ou  lorsque,  les  radicaux  admettant 
des  valeurs  réelles ,  il  faut  avoir  égard  à  leurs  valeiITs  imagi- 
naires, tiennent  à  ce  que  les  déterminations  imaginaires  sont 
toutes  confondues  dans  Texpression  radicale,  sans  qu'on 
puisse  établir  entre  elles  aucune  distinction.  Ces  difficultés 
disparaissent  lorsque  l'on  considère  séparément  les  détermi- 
nations imaginaires  des  radicaux,  exprimées  par  des  radicaux 

réels  et  positifs  combinés  avec  le  symbole  ^j  —  i . 

Supposons ,  par  exemple,  que  Ton  veuille  connaître  le  produit 

de  ^  —  a  par  v'  —  i.  Si  l'on  représente  par  a  et  6  les  racines 
carrées  positives  des  nombres  a  et  6  ,  les  deux  déterminations 

de  ^  —  a  seront  -f-a^  —  let  —  a  \/— i ,  et  celles  de  v' —  h 

seront  -f-6^  —  i  et  —  S^  —  i.  En  multipliant  chacune  des 
déterminations  du  premier  radical  par  chacune  de  celles  du 
second,  on  obtient  deux  produits  différents,  -f-  aê  et  —  aê, 

qui  sont  précisément  les  deux  valeurs  du  radical  v^aJ.  Mats, 

si  Ton  doit  multiplier  seulement  -\-a  sj  —  i  par  +  S  ^ —  i , 

ou  —  ayj  —  I  par  —  6  ^ —  i ,  en  d'autres  termes ,  s'il  faut  ne 
multiplier  entre  elles  que  les  déterminations  des  radicaux 

proposés  formées  avec  une  même  détermination  de  ^ —  i ,  il 
n'en  résulte  qu'un  produit  unique ,  qui  est  —  aê. 

Examinons  encore  le  cas  où  Ton  aurait  à  multiplier  \Ja  par 
si —  I .  Désignons  par  -4-  6  et  —  6  les  déterminations  de  sj  r^4j 
et  par  a  la  valeur  arithmétique  de  \]a.  Les  quatre  détermina- 
tions de  yâ  seront  (n*'  211  ) 

En  multipliant  ces  quatre  déterminations  par  les  deux  déter- 
minations de  ^ —  I ,  -h  S  et  —  S,  on  obtient  quatre  produits 
différents,  savoir  : 

+  aXp,      — «Xê,      4-aX6S      — aXfi'. 
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Or,  6  étant  une  détermination  de  ^  —  i ,  on  a  ê*  =  —  i ,  et, 
par  suite ,  -|-ax6'  =  —  a,  —  «x6'  =  -ha.  Les  quatre 

expressions  résultantes  de  la  multiplication  de  ^a  par  ^ —  i  ne 
sont  donc  autre  chose  que  les  quatre  déterminations  de  \/â;  de 

sorte  que  Ton  a  v'a  X  /— T  =  \a.  Mais  cette  égalité  n'est 
exacte  qu'autant  que  l'on  attribue  aux  radicaux  toute  leur  gé- 
néralité relie  offrirait  un  sens  absurde  si  l'on  ne  considérait 

que  la  valeur  arithmétique  de  ^a  ^  puisque  le  premier  membre 
serait  imaginaire,  tandis  que  le  second  membre  serait  réel. 

317.  Dans  chacun  des  trois  derniers  exemples,  l'expression 
du  produit  des  deux  radicaux,  pris  dans  toute  leur  généralité, 
s'accorde  avec  les  règles  des  n*'''  308  et  311 5  il  faut  seulement 

observer,  au  sujet  du  produit  de  y^^  par  v'  —  '  ?  que ,  si  l'on 
réduisait  les  radicaux  au  même  indice  en  multipliant  entre 
eux  les  deux  indices  4  et  2 ,  on  obtiendrait  une  expression  fau- 
tive; car  cette  expression,  qui  serait  y^*  X  V^  i  ou  y^a*,  com- 
prendrait, outre  les  valeurs  du  produit  proposé,  les  quatre 

valeurs  de  V  —  û«  En  général ,  quand  les  radicaux  doivent  être 
considérés  algébriquement,  on  peut  toujours  suivre,  pour  la 
multiplication  et  la  division  des  radicaux  de  même  indice  ,  la 
règle  308-,  et  quand  les  indices  sont  différents,  on  peut  appli- 
quer la  règle  du  n**  311 ,  en  ayant  soin  de  ramener  les  radicaux 
AU.  plus  petit  indice  commun.  Pour  former  la  n^*"*  puissance 
d'un  radical  du  degré  w,  il  faut  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  d  des  nombres  n  et  m ,  diviser  l'indice  m  du  ra- 
dical par  J,  et  élever  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  à  la 
puissance  marquée  par  le  quotient  de  la  division  de  n  par  d. 
Enfin,  pour  extraire  la  racine  /i**"**  d'un  radical  du  degré  m , 
il  faut ,  dans  tous  les  cas,  multiplier  l'indice  m  par  n.  Les  lec^ 
teurs  qui  voudront  connaître  les  démonstrations  de  ces  diffé- 
rentes propositions,  les  trouveront  dans  les  Leçons  d^jilgèbre 
de  M.  Lefébure  de  Fourct. 

De  r  exposant  fractionnai  œ  et  de  l'exposant  négatif, 

318.  La  formation  des  exposants  pour  les  racines  des  mo- 

'7. 
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nômeS)  conduit  à  substituer  au  signe  radical  une  indication 
plus  commode. 

Lorsqu'on  doit  extraire  la  racine  du  degré  n  de  a"*,  si  m 
n'est  pas  divisible  par  n ,  on  donne  à  la  quantité  a  l'expo- 
sant fractionnaire—,  c'est-à-dire  qu'au  lieu  d'écrire  v^a"*,  on 

m 

écrit  a" . 

Les  exposants  fractionnaires  sont  soumis  aux  mêmes  règles 
que  les  exposants  entiers  \  on  le  démontre  au  moyen  des  règles 
du  calcul  des  radicaux,  comme  on  le  voit  ci-dessous. 


'    a"  X  û^  =  V^fl"  X  ^aP  =^"<^>7  X  y^^"''  =  "^û^^"'' 


mq+np  m     p 


m       p 


mq—np  m       p 

i  -X  (  ^y  —    =^ 

319.  Les  observations  que  nous  avons  faites  au  su- 
jet des  différentes  valeurs  des  radicaux,  s'appliquent  aux 
puissances  dont   les  exposants    sont   fractionnaires  :   ainsi, 


{*)  «  Le  calcul  des  exposants  fractionnaires,  dit  Lacroix ,  est  un  des  exemples 
»  les  plus  remarquables  de  Tutilité  des  signes,  lorsqu'ils  sont  bien  choisis.  L'a- 
»  nalogie  qui  règne  entre  les  exposants  fractionnaires  et  ceux  qui  sont  entiers, 
»  rend  les  règles  qu'il  faut  suivre  dans  le  calcul  de  ceux-ci  applicables  à  celui 
*  des  autres;  tandis  qull  faut  des  règles  particulières  pour  le  calcul  des  radi- 
»  eaux,  parce  que  le  signe  /  qui  les  exprime  n'a  aucune  liaison  avec  Topération 
»  qui  les  engendre.  Plus  on  avance  dans  l'algèbre ,  plus  on  reconnaît  les  nom- 
»  breux  avantages  qu'a  produits  dans  cette  science  la  notation  des  exposants,  j 

»  imaginée  par  Descartes.  » 
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puisque  l'expression  a"  est  ëquivalente  à  y/a'" y  elle  admet 
comme  celle-ci  n  valeurs.  Mais  on  ne  considère  habituel- 
lement que  la  valeur  arithmétique,  ce  qui  exige. que  la 
quantité  a  soit  positive-,  et  ce  que  nous  venons  de  dire  au  su- 
jet des  règles  relatives  aux  exposants  fractionnaires ,  ne  doit 

m  mp 

être  entendu  que  dans  ce  sens.  On  a  ainsi  cf^za'^^   puisque 

les  radicaux V a"*  et  V a'"''  ont  la  même  valeur  arithmétique; 
mais,  lorsqu'on  doit  avoir  égard  à  toutes  les  déterminations 
des  expressions  irrationnelles,  l'égalité  ci-dessus  cesse  d'être 
exacte. 

320.  Lorsqu'on  doit  diviser  a"*  par  a**,  si  ;i  =  m-Hp?  le 
quotient  est --•  D'un  autre  côté,  si  l'on  retranche,  dans  ce  cas, 

Pexposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  on  obtient  a"^. 
On  est  conduit  par  là  à  convenir  que  l'expression  a^^  sera  re- 
gardée comme  équivalente  à  — 

En  considérant,  au  moyen  de  cette  convention,  les  différents 
cas  de  la  multiplication  et  de  la  division ,  pour  les  quantités 
avec  des  exposants  négatifs,  on  trouve  les  résultats  suivants  : 

«""•X«""*  =  — X  ~  =  ----=  a  ~('"+*^; 

^m  .  ^-ii  :^  Qm*  —  s=  a*"  X  û"  =  û***^";  • 

I       i         a*  ^ 

«"'*'  :  il""  =r  —  :  —  =  —  :=  «"""»"*•*. 

On  a  aussi 

U  suit  de  là  que  les  exposants  n^atifs  sont  soumis  aux 
mêmes  règles  que  les  exposants  positifs. 
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321.  Les  puissances  d'un  nombre  quelconque  a,  positif  et 
différent  de  F  unité,  peui^ent  produire  tous  les  nombres. 

Pour  démonlrer  cette  proposition,  supposons  d'abord  a  ]>  i . 

Si  Ton  forme  les  puissances  entières  de  «,  a®,  a*,  a*,  a',  etc. , 
on  obtient  une  suite  de  nombres  qui  croissent  de  manière  à 
s'élever  au  delà  de  toute  limite  (229). 

Représentons  par  —  une  fraction  quelconque,  m  et  n  étant 

m 

des  nombres  entiers  positifs.  On  aura  a"  >  i  5  car,   puisque 

,  m 

«>i,onaaussia'*]>i5  par  conséquent  y  ^'*  ou  a^  ne  peut  être 

qu'un  nombre  plus  grand  que  1.  De  plus,  la  valeur  de  «»  est 
d'autant  plus  grande  que  l'exposant  est  plus  grand;  car  en 
désignant  par  a  et   S  deux  exposants  positifs   quelconques, 

a*"^^=a"xa^  :  or,  puisque  a^  >i50naa*Xa^  >«". 

Posons  6  =  ->    n  étant  un    nombre   entier,    il   viendra 

n 

tt"""*"^ — a"r=:a"(a»  —  i)  =a'*(v^a  —  ij;  or  on  peut  don- 
ner au  nombre  n  une  valeur  assez  grande  pour  que  y^  difïere 
aussi  peu  qu'on  le  veut  de  i  (n**  231  )  ;  on  pourra  donc  faire 
prendre  au  nombre  ^  une  valeur  assez  petite  pour  que  la  diflfé^ 

rence  a^"^^ —  a^  soit  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Désignons  maintenant  par  x  et  y  deux  quantités  variables 
et  assujetties  à  vérifier  l'équation 

D'après  les  explications  qui  précèdent,  si  l'on  donne  à  x  une 
suite  de  valeurs  très-rapprochées  les  unes  des  autres,  depuis 
©jusqu'à  -h  00  ,  on  obtiendra  pour  j^  une  suite  de  valeurs  très- 
rapprochées  les  unes  des  autres  ;  de  sorte  que,  si  x  croissait 
d'une  manière  continue  depuis  o  jusqu'à  +00  ,  j^  passerait  par 
tous  les  états  de  grandeur  depuis  i  jusqu'à  4-  oo  . 

Concevons  que  Ton  donne  aussi  à  x  des  valeurs  négatives  5 
à  cet  effet,  posons  or  =  — x'.  L'équation  ci-dessus  deviendra 
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el  puisqu'en  faisan  t  passerx'par  tous  les  états  de  grandeur  depuis 
zéro  jusqu'à  4-  oo  ,  on  pourra  obtenir  pour  a''  tous  les  nom- 
bres depuis  I  jusqu'à  Tinfini,  on  trouvera  pour -^5  ^^J^  ^^^s 

les  nombres  depuis  i  jusqu'à  — >  ou  zéro. 

Lorsque  a  <^  i ,  en  posant  a  =  t»  on  a  i  >  i ,  et  l'équation 
y  =  a'  se  change  dans  la  suivante  : 


=©■ 


ou    r  =  T: 


En  faisant  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  zéro 
jusqu'à  -f-  00  ,  on  obtiendra  pour  b'  tous  les  nombres  depuis  i 
jusqu'à  -+•  00  ;  par  conséquent  on  aura  poury  tous  les  nombres 
depuis  I  jusqu'à  zéro.  Si  l'on  fait  ensuite  passer  a:  par  tous  les 
états  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu'à  —  oo  ,  il  en  résultera 
pour  b'  toutes  les  valeurs  depuis  i  jusqu'à  zéro  ;  par  consé- 
quent on  trouvera  pour  y  tous  les  nombres  depuis  i  jusqu'à 
l'infini. 

La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

Des  logarithmes  considérés  comme  exposants. 

322.  Les  logarithmes  qui  ont  été  trouvés  par  les  progressions, 
se  présentent  d'une  manière  plus  simple  el  plus  directe  d'après 
les  propositions  qui  ont  été  expliquées  en  dernier  lieu.  Us  sont 
alors  les  exposants  des  puissances  auxquelles  on  doit  élever 
un  nombre  constant  y  nommé  base,  pour  reproduire  tous  les 
autres  nombres.  Suivant  cette  définition,  si  jr,  a/,  a/',  sont  les 
logarithmes  des  nombres  /,  j^^  ^'^  dans  le  système  dont  la 
base  est  a,  on  a 

On  en  conclut 

X 
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Donc 

y 

J 


log  J*  =  iW*  ;      log  y^J  ==--  ^ 


-       j: 
OU  bien 

iogrr'r"=ïogj4-  logj'  -+-  log  y  j 

log^  =  log^  — log/'; 

log j"  =  I»  X  logj  ;     log^J^  =  ^^. 
On  retrouve  ainsi  toutes  les  propositions  du  n^  382. 

323.  D'après  la  définition  ci-dessus,  le  logarithme  de  i  est 
toujours  o ,  et  celui  do  la  base  est  i . 

En  outre,  suivant  Texplication  du  n**  321  : 

Lorsque  la  base  est  un  nombre  plus  grand  que  i ,  les  loga- 
rithmes  des  nombres  plus  grands  que  i  sont  positifs^  ceux 
des  nombres  plus  petits  que  i  sont  négatifs^  et  le  logarithme 
de  o  est  —  oo  . 

Lorsque  la  base  est  un  nombre  plus  grand  que  i ,  les  loga^ 
rithmes  des  nombres  plus  grands  que  i  sont  négatifs ',  ceux 
des  nombres  plus  petits  que  i  sont  positifs;  et  le  logarithme 
de  zéro  est  4-  oo  . 

Comme  les  logarithmes  ne  sont  ordinairement  employés  que 
pour  abréger  les  calculs  numériques ,  on  ne  considère  que  les 
logarithmes  des  nombres  positifs ,  et  Ton  suppose  toujours  que 
la  base  est  un  nombre  positif.  Les  nombres  négatifs  nont  pas 
de  logarithmes  (*). 

324.  Soit  une  progression  quelconque  par  quotient 

a^     açy     aq^y     a^%  etc. 


C*  )  Quelques  géomètres  ont  pensé  qu'en  raison  des  valeurs  algébriques  des 
radicaux,  on  devrait  admettre  que  les  nombres  négatifs  peuvent  avoir  des  loga- 
rithmes; mais  Texamen  do  ces  difficultés  ne  doit  pas  trouver  place  dans  ce 
Traité. 


CHAPITRE  DIXIÈME.  205 

Les  logaritliaies  des  diflférents  termes  sont 

loga,     loga  +  Iog7,     loga  4-  alogy ,     loga  H-  Slog^,  etc. 

Donc ,  lorsque  des  nombres  sont  en  progression  par  quotient , 
leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence. 

Si  a  =  1,  loga  =  o,  et  l'on  est  ramené  à  la  définition  des 
logarithmes  qui  a  été  donnée  dans  le  chapitre  précédent. 

325.  Supposons  que  les  logarithmes  soient  connus  par  rap- 
port à  une  base  a ,  et  que  Ton  veuille  obtenir  le  logarithme 
d'un  nombre  n  par  rapport  à  une  autre  base  b  \  en  le  désignant 
par  X,  il  faudra  que  l'on  ait 

Si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, dans  le  système  dont  la  base  est  a,  il  vient 

*Xlog6  =  log«,     d'où     ;r={^^=log/.Xi^- 

Donc ,  Pour  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  par 
rapport  à  la  nouvelle  ba^e  b ,  U  suffit  de  multiplier  leurs  lo^ 
garithmes  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  par  la  quantité 

constante  -. — 79  en  prenant  logi  dans  la  base  a. 

Dans  les  parties  élevées  des  mathématiques,  on  emploie 
fréquemment  les  logarithmes  népériens ,  et  l'on  regarde  tous 
les  autres  logarithmes  conmie  étant  formés  au  moyen  de  ceux- 
là.  On  appelle  alors  module  d'un  système  de  logarithmes, 
la  quantité  constante  par  laquelle  il  faut  multiplier  les  loga- 
rithmes népériens,  pour  obtenir  ceux  du  système  désigné. 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  en  indiquant  les  logarithmes 
népériens  par  la  seule  lettre  /,  le  module  des  logarithmes  dont 

la  base  a  est  j—  Ce  module  est  aussi  le  logarithme  du  nombre  e 

par  rapport  à  la  base  a\   car,   en   exprimant  celui-ci  par 

loge,    on  a   loge  =  fcXT-5  ou  loge  =  — j  puisque  le  =  i, 

326.  Les  applications  des  logarithmes  comprennent  la  réso- 
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lution  des  équations  dans  lesquelles  une  inconnue  est  en  expo- 
sant. On  a  déjà  résolu,  dans  le  numéro  précédent,  Féquation 

a'  =  i ,  qui  a  donné  x  =  r-^ — 

logo 

Si  Ton  a  Téquation  a!'''  r=-  c,  on  posera  6-^=^^;  il  viendra 

^•^=c,  d'où   r  =  --^-  et  en  mettant  la  valeur  de  r  dans 

^        logo  -^ 

Féquation  h'  =  y^  on  en  conclura 

log(logg)--log(logo) 

X  = £ . . 

logô 
Soit  encore  Féquation 

En  posant  a'=  z,  il  vient 

o& 
a}z =  c,     ou     o*z'  —  cz^nab. 

z 

La  dernière  équation  fait  connaître  la  valeur  de  z  ^  et  si  cette 
inconnue  admet  une  valeur  positive,  on  obtient  la  valeur  cor- 
respondante de  X  en  appliquant  à  Féquation  a*=  z  ce  qui 
«a  été  dit  ci -dessus. 

327.  Les  explications  que  nous  avons  données  dans  les 
n°*  302  et  304,  au  sujet  des  intérêts  composés  et  des  annuités, 
/supposent  que  le  nombre  n  est  entier.  On  pourrait  convenir 
d'étendre  la  formule  (i)  [page  25 1]  aux  valeurs  fractionnaires 
de  /2.  De  cette  manière,  on  obtiendrait,  dans  le  calcul  des 
intérêts,  des  résultats  plus  réguliers  qu'en  prenant,  selon 
Fusage  ordinaire,  Fintérêt  proportionnel  au  temps  pour  lequel 
le  capital  est  placé,  qu'on  nomme  intérêt  simple.  Supposons, 
par  exemple,  qu'un  capiital  a  ait  été  prêté  à  intérêt  simple, 
pour  un  intervalle  de  temps  t.  L'intérêt  de  i  franc  pour  un  an 
étant  r,  l'intérêt  de  la  somme  a  pour  le  temps  t  est  art^  et  le 
prêteur,  à  Fexpîration  de  ce  temps,  reçoit  a  (i  4-  rt).  S'il  place 
cette  somme  pendant  un  autre  intervalle  de  temps  t\  celle 
qu'il  reçoit  à  l'expiration  de  ce  temps  est  égale  à  cette  somme 
multipliée  par  i  -f-  rt';  de  sorte  qu'elle  est  a  (i  -h  rt)  (i  -H  r/'). 
3i  la  somme  a  eut  été  placée  à  intérêt  simple,  pour  le  temps 
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t  M-  i',  elle  n'eût  produit  que  a  [i-H  r  (t  +  i') ];  ce  qui  est 
moindre  que  le  résultat  précédent,  puisque 

(14-  rf)  (14-  /t')  =  I  -h  r  (r  H-  /')  H-  rUf , 

En  calculant  les  intérêts  par  la  formule  de  la  page  a5i, 
le  capital  a,  placé  pendant  le  temps  f,  produit  a(i4-r)'j 
cette  somme  «  (i-f-  r)\  placée  pendant  le  temps  «',  produit 
a  (i  -f-  ry  X  (i  -h  '•)*',  ou  a  (n-  r)^+''.  La  somme  a,  placée 
pendant  le  temps  t  -H  t',  produit  également  a  (1  +  r)*+*'. 

Si ,  dans  la  formule  que  nous  venons  de  rappeler,  on  prend 
pour  inconnue  a,  qui  est  la  valeur  actuelle  de  la  somme  A  paya- 
ble après  le  temps  ti,  ou  la  valeur  do  la  somme  A  à  une  époque 

A 

antérieure  de  n.  on  obtient  a  =  -, r~^  ou  a  =  A  (i  -f-  r)~": 

'  (i  +  r)"  V  /      ' 

ce  qui  est  la  même  formule,  dans  laquelle  l'exposant  n  a  été 
remplacé  par  —  w,. 

328.  Relativement  aux  annuités,  supposons  qu'en  prenant 
n  pour  inconnue  on  obtienne  une  valeur  fractionnaire.  Repré- 
sentons cette  valeur  par  m  +  A?  ^n  étant  un  nombre  entier, 
et  h  un  nombre  plus  petit  que  i .  On  aura  dans  ce  cas,  d'après 
la  formule  (2)  [page  aSa]. 

a  (^  +  0'"""*- '  =  A  (i  -f-  ry-^K 

r 

Soit  i-hr=z,  d'où  r=zz — 15  en  effectuant  la  division 
de  ^"*"*"*  —  I  par  z  —  i ,  on  trouve  que  le  quotient  est 

^m+k—i  ^  gitHri-i  _^  ^m+k-3  ^  ^  ^^  ^i  ^ , 

Z  —  I 

(  1  +  r)*^*  —  I 
~^  En  remplaçant par  ce  quotient,  et  remettant 

I  -h  r  au  lieu  de  ^ ,  on  obtient  l'égalité 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  exprime  la  valeur  du  capi- 
tal A  ,  après  le  temps  m  -f-  Ar.  Les  termes 
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expriment  les  valeurs  acquises  après  le  même  temps  par  m 
sommes  égales  à  a,  remboursées  au  prêteur,  la  première  à  la 
fin  de  la  première  année  depuis  le  moment  de  l'emprunt;  la 
deuxième  à  la  fin  de  la  deuxième  année  *,  ainsi  de  suite  -,  et  la 
m**""  à  la  fin  de  la  m'^"^  année.  Donc,  après  ces  m  rembour- 
sements égaux,  d'année  en  année,  le  débiteur,  pour  s'acquitter, 
devra  payer,  à  la  fin  du  temps  A*,  compté  du  commencement  de 

la  m -+-1'*"*' année,  une  somme  égale  à  a- •  Cette 

somme  est  moindre  que  a ,  puisque ,  k  étant  un  nombre  plus 
petit  que  l'unité,  (i  -H  /')*<  i  4-  r. 

Si  le  dernier  remboursement  ne  doit  être  effectué  qu'à  la 

(i  -f-  r^—  I 
fin  de  la  m  -H  i'*"*'  année,  la  somme  a  -^ devra  por- 
ter intérêt  pendant  le  temps    i  —  Ar  ;  par  conséquent ,  elle 
deviendra 

a(i  +  r/—  I  (i  4-  r)  —  (iH-  r)«-* 

—^ (i  4-  r)'-%     ou     a ^ — • 

r  r 

Cette  dernière  somme  est  encore  moindre  que  a ,  car,  i  —  k 
étant  positif,  on  a  (i  -H  r)*"* >  i. 
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COMBINAISONS,  ARRANGEMENTS  ET  PERMtJTATIONS.  BINÔmE  DE 
NEWTON.  PUISSANCES  ET  RACINES  DES  POLYNÔMES.  NOMBRES 
FIGURÉS   ET    SOMMATION    DES    PILES    DE    BOULETS. 


Des  combinaisons^  des  arrangements  et  des 

permutations. 

329.  Les  combinaisons  ou  les  produits  différents  de  m 
lettres  w  à  w,  sont  tous  les  groupes  de  n  lettres  que  Ton  peut 
former  avec  les  m  lettres,  de  manière  que  deux  d'ion tre  eux 
diffèrent  au  moins  par  une  lettre.  Ainsi ,  les  combinaisons  ou 
les  produits  2  à  a  des  quatre  lettres  a,  t,  c,  c?,  sont  at,  ac, 
ad^  bc^  bd^  cd.  Les  combinaisons  ou  les  produits  3  à  3  de  ces 
quatre  lettres ,  sont  abc^  abd^  acd^  bcd. 

On  forme  les  permutations  de  n  lettres  en  écrivant  ces  n 
lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres ,  de  toutes  les  manières 
possibles.  Par  exemple,  les  permutations  des  deux  lettres  a  elb 
sont  ai ,  ba]  les  permutations  de»  trois  lettres  a ,  £ ,  c ,  sont 
abc  y  acb^  cab^  bac^  bca^  cba. 

Les  arrangements  de  m  lettres  n  k  n  sont  les  résultats  que 
Ton  obtient  en  réunissant  n  des  m  lettres ,  et  les  disposant 
entï;e  elles  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi ,  les  arran- 
gements 2  à  2  des  trois  lettres  a^b^  c ,  sont  ab  ,  ba^  ac^  ca  ^ 
bc^  cb. 

Nous  allons  établir  les  formules  qui  donnent  le  nombre  des 
arrangements  de  m  lettres  n  à  n^  celui  des  permutations  de  n 
lettres,  et  celui  des  produits  de  m  lettres  n  k  n. 

330.  Si  Ton  avait  à  faire  les  arrangements  de  m  lettres  2  à  2, 
il  suffirait  d'écrire  successivement,  à  la  suite  de  chaque  lettre, 
chacune  des  m —  i  autres  lettres.  On  obtiendrait  ainsi 
m  (m — i)  arrangements. 

Pour  faire  les  arrangements  de  m  lettres  3  à  3,  il  faudrait 
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écrire  suceessivement,  à  la  suite  de  chacun  des  arrangements 
2  à  2,  chacune  des  m  —  2  autres  lettres;  et  le  nombre  d'ar- 
rangements qu'on  formerait  ainsi  serait  m  {m —  i)  (m  —  2). 

On  voit  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  4  à  4  ^^t  m  [m —  i)  (m  —  2)  (m  —  3). 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  arrangements  de  m  let- 
tres n  à  71  est 

(i)  m{m  —  i)  ('''  —  2)...(/ii — /1-+-1). 

Si  Ton  voulait  donner  à  l'explication  qui  vient  d'être  faite 
une  forme  plus  générale,  on  la  présenterait  comme  il  suit  : 

Pour  faire  tous  les  arrangements  de  m  lettres  nk  «,  si  l'on 
avait  ceux  des  m  lettres  n  —  ikn  —  i ,  il  suffirait  d'écrire  suc- 
cessivement, à  la  suite  de  chacun  de  ceux-ci,  les  m —  {n  — i) 
autres  lettres.  Par  conséquent,  le  nombre  des  arrangements 
de  m  lettres  n  à  n  est  égal  à  celui  des  arrangements  de  m  let- 
tres n —  1  à  n  —  I ,  multiplié  par  m  —  (n  —  i)  ouxa  —  n-f-  1. 
Mais  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  i  à  1  est  évidem- 
ment m  ;  le  Jiombre  des  arrangements  de  m  lettres  2  à  2  est 
donc  m  [m  —  i)  ;  celui  des  arrangements  de  m  lettres  3  à  3  est 
m  (m  — i)  (m  —  2)  •,  ainsi  de  suite*,  et  le  nombre  des  arrange- 
ments nh  n  est  m  [m —  i)  (m  —  2). .  .(m  —  «4-1). 

331.  On  obtient  le  nombre  des  permutations  de  n  let- 
tres en  faisant  m  =  n  dans  la  formule  (i) ,  ce  qui  donne 
n  ^^n  —  i)  {n  —  2)  ...  2  X  i,  ou,  en  renversant  l'ordre  des 
facteurs , 

{2)  1 .2.  .3. .  .(/i —  i)/i. 

On  peut  parvenir  à  cette  formule  sans  la  faire  résulter  de 
celle  du  nombre  des  arrangements.  En  effet,  deux  lettres  a,  &, 
ne  donnent  que  deux  permutations  ab^  ba.  Pour  faire  les 
permutations  de  trois  lettres,  il  suffit  d'écrire  successivement, 
à  la  suite  de  chacune  de  ces  trois  lettres,  les  deux  permutations 
des  deux  autres  ;  on  obtiendra  donc  2X3  permutations.  Pour 
faire  les  permutations  de  quatre  lettres ,  il  suffit  d'écrire  suc- 
cessivement, à  la  suite  de  chacune  de  ces  lettres,  les  2X3 
permutations  des  trois  autres  lettres  ;  on  obtiendra  ainsi 
a  X  3  X  4  permutations.  Ce  raisonnenleni  pouvant  être  con- 
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tinuë  indéfiniment,  il  en  résulte  que  le  nombre  des  permuta- 
tions de  n  lettres  est  i .  2 . 3 . . .  n ,  comme  on  Fa  trouvé  ci« 
dessus. 

332.  Soit  C  le  nombre  des  combinaisons  ou  des  produits 
différents  de  m  lettres  n  k  n.  Représentons  par  A  le  nombre 
des  arrangements  de  m  lettres  /i  à  /?,  et  par  P  le  nombre  des 
permutations  de  n  lettres.  Il  est  clair  que,  si  Ton  avait  formé 
les  combinaisons  ou  les  produits  différents  de  m  lettres  n  à  n, 
on  obtiendrait  les  arrangements  de  ces  m  lettres  nkn  en  fai- 
sant dans  chacun  des  produits  différents  toutes  les  permuta- 
tions des  n  lettres.  Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  arrangements 
est  égal  au  produit  du  nombre  des  combinaisons  par  celui  des 

A 

permutations,  de  sorte  qu'on  a  C  X  P  =  A ,  d'où  C  =  —  ;  et 

en  remplaçant  A  et  P  par  les  valeurs  qu'on  a  obtenues  pré- 
cédemment , 

C  =  ^^(^—  i)(^  —  a)...(/w~/i4-  1) 

^    ^  I  .2.3.  .  •/! 

333.  Cette  formule  peut  être  établie  sans  le  secours  des  deux 
précédentes.  A  cet  effet,  désignons,  avec  M.  Cauchy^  par  (//;)„ 
le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  a,  &,  c,  d^  etc., 
prises  n  à  /z.  Parmi  ces  combinaisons,  celles  qui  renferment  la 
lettre  a  sont  évidemment  en  nombre  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  m  —  i  autres  lettres  n  —  i  à  n  —  i ,  ou 
(m — i)„-i.  Le  nombre  des  combinaisons  qui  renferment  la 
lettre  b  est  pareillement  {m  —  i)n-i  ;  et  de  même  pour  chacune 
des  autres  lettres.  Mais  en  formant  toutes  les  combinaisons  qui 
renferment  la  lettre  a,  puis  celles  qui  renferment  la  lettre 
ft,  etc.,  on  obtient  n  fois  chaque  combinaison  ;  car,  si  w  =  3, 
par  exemple,  la  combinaison  abc  se  trouve  parmi  celles  qui 
renferment  a,  paimi  celles  qui  renferment  &,  et  parmi  celles 
qui  renferment  c.  On  conclut  de  là 

n 
En  remplaçant  successivement  m  et  n  par  m  —  i  et  /î  —  i , 
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puis  par  m  — a  et  /i  —  a,  etc.,  on  trouve 

(m  —  î)„_,  = {m  —  2),_„ 

(m  —  2)„_a  = V/iî  —  3)„_.s , 

^  n  —  2 

,  \  f^  —  71  -f-  2  ,  . 

{/Il  —  «  -H  aja  = (/w  —  «  H-  i)i. 

La  valeur  de  (m)„  se  déduit  de  ces  diverses  relations,  en  les 
multipliant  membre  à  membre,  et  remarquant  que  (m — /ï4-i)i 
n'est  autre  que  m  —  n  -f- 1 . 

334.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  k  n  ne 
pouvant  être  qu'un  nombre  entier,  il  résulte  de  la  formule  (3) 
que  le  produit  de  m  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible 
par  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers.  Celle  proposi- 
tion est  d'ailleurs  une  conséquence  de  celle  qui  a  été  démontrée 
dans  le  n*^  233  ;  car,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  l'ex- 
pression du  nombre  C  par  i.2.3...(m  —  n),  elle  devient 

(A)  i.:t.3...m 

^  I  .2. .  .«X  î  «s. .  .(//i — n)  ^ 

Celle-ci  est  un  cas  particulier  de  celle  que  Ton  a  considérée 
dans  le  n*>  233. 

335.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  —  n 
à  m  —  n,  est  égal  à  celui  des  combinaisons  de  m  lettres  n  à  n . 
Car,  si  l'on  divisait  successivement  le  produit  des  m  lettres  par 
chacun  de  leurs  produits  n  k  n^on  obtiendrait  évidemment 
tous  les  produits  m  —  n  à  m  —  n  de  ces  lettres.  On  conclut 
aussi  cette  proposition  de  l'expression  (4)  5  car  elle  ne  change 
pas  quand  on  remplace  w  par  m  —  n. 

336.  Si  l'on  veut  former  toutes  les  combinaisons  n  k  n  de 
m  lettres  a,  i,  c,  etc.,  on  pourra  opérer  comme  il  suit  : 

Les  combinaisons  i  à  i  sont  les  lettres  elles-mêmes.  On  ob- 
tiendra toutes  les  combinaisons  2  à  a  en  écrivant  successive- 
ment, à  la  droite  de  chaque  lettre,  chacune  des  lettres  sui- 
vantes. Au  moyen  des  combinaisons  2  à  2,  on  formera  les 
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combinaisons  3  à  3,  en  mettant  successivement,  à  la  droite  de 
chacune  des  combinaisons  2  à  2,  chacune  des  lettres  qui  sui- 
vront la  dernière  lettre  de  cette  combinaison.  On  passera  de 
la  même  manière  des  combinaisons  3  à  3  aux  combinaisons  4  à  4  5 
ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  Ion  trouvera  de  cette  manière 
toutes  les  combinaisons  demandées^  car  si  l'on  considère  une 
de  ces  combinaisons,  bef...h^  les  lettres  étant  disposées  suivant 
l'ordre  alphabétique,  on  auraforméla  combinaison  ie;  au  moyen 
de  celle-ci ,  on  aura  obtenu  la  combinaison  bef'^  ainsi  de  suite. 
De  plus,  aucune  combinaison  ne  se  trouvera  répétée  5  puisque, 
les  lettres  se  succédant  toujours  dans  F  ordre  alphabétique, 
chaque  combinaison  contenant /;  lettres  n'aura  pu  résulter  que 
d'une  seule  des  combinaisons  p  —  i  k  p  —  i . 

337.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  chaque  combinaison 
devait  ne  pas  contenir  deux  fois  la  même  lettre.  Supposons 
actuellement  que  chaque  lettre  puisse  être  combinée  avec  elle- 
niême  et  avec  toutes  les  autres,  et  désignons  par  (M)„  le 
nombre  des  combinaisons  n  k  n  que  l'on  pourra  former  ainsi 
avec  m  lettres.  Puisque  chaque  combinaison  contient  n  lettres, 
le  nombre  total  des  lettres,  dans  l'ensemble  des  combinaisons, 
est  »x(M)„5  et  puisque  le  nombre  des  lettres  différentes 
est  m,  chaque  lettre  est  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à 

—  X  (M)„.  Mais  si,  dans  chacune  des  combinaisons  qui  con- 
tiennent la  lettre  a,  on  supprimait  une  fois  cette  lettre ,  on 
devrait  obtenir  toutes  les  combinaisons  des  m  lettres  n  —  i  à 
n  —  I .  Dans  ces  combinaisons  n  —  i  an  —  i,  la  lettre  a  est 
répétée,  d'après  la  formule  précédente,  un  nombre  de  fois  égal 

à  X  (M)„«i  ;  et  puisqu'on  a  supprimé  une  fois  la  lettre  a 

dans  chaque  combinaison ,  cette  lettre  était  d'abord  écrite  un 

nombre  de  fois  égal  k  X  (M)„»i  -4-  (M)„_i.  On  a  donc 

l'équation 

^X  {M)n=:^-^^X  (M),_.  +  (M)„_,, 
ou  bien 

18 
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En  remplaçant  successivement  n  par  n — i ,  puis  par  n — â,  etc. , 


on  obtient 


On  conclut  de  ces  équations ,  en  multipliant  membre  k  mem- 
bre ,  et  en  observant  que  (M)i  =  m , 

m(iw  4- i)(/7H- 2)  . ..  (/w -H/i  —  i) 
^  I .2.3. .   n 

Il  résulte  de  cette  formule  que  le  nombre  des  combinaisons 
de  m  lettres  n  à  n ,  quand  chaque  lettre  peut  entrer  plusieurs 
fois  dans  la  même  combinaison,  est  égal  au  nombre  des  com- 
binaisons ,  sans  répétition ,  de  mH-  «  —  i  lettres  n  kn  (*). 

338.  Si  l'on  avait  à  former  les  combinaisons  de  m  lettres 
n  kriy  en  admettant  la  répétition  des  lettres ,  on  suivrait  une 
marche  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le  n^  336. 
Mais  alors,  pour  obtenir  les  combinaisons  2  à  2,  il  faudrait 
mettre  successivement,  à  la  suite  de  chaque  lettre,  celte  lettre 
elle-même  et  chacune  des  lettres  suivantes  5  pour  obtenir  les 
combinaisons  3  à  3 ,  on  écrirait  successivement,  à  la  suite  de 
chacune  des  combinaisons  2  à  2,  la  dernière  lettre  de  cette 
combinaison  et  chacune  des  lettres  suivantes  -,  ainsi  de  suite. 

339.  Si  l'on  permutait  les  lettres  de  toutes  les  manières 
possibles ,  dans  chacune  des  combinaisons  dont  nous  venons 
de  nous  occuper  en  dernier  lieu,,  on  n'aurait  pas  le  même 
nombre  de  permutations  pour  une  combinaison  formée  de 
n  lettres  différentes,  et  pour  une  combinaison  dans  laquelle  une 


(*)  On  pourrait  remplacer  rexplication  du  n^'SSS  par  une  autre  semblable 
à  celle  du  n®  537.  Mais,  malgré  l'avantage  de  plus  d'uniformité,  j'ai  préfépé 
eonsenrer,  à  l'égard  des  combinaisons  Bans  répétition,  l'explication  la  plus 
simple  et  la  plus  directe. 
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ou  plusieurs  lettres  se  trouveraient  répétées  ;  eu  sorte  que  le 
nombre  total  des  permutations  et  le  nombre  des  combinaisons 
ne  peuvent  plus  se  déduire  l'un  de  l'autre.  Mais  il  est  facile 
d'obtenir  directement  le  nombre  des  permutations  de  toutes 
les  combinaisons ,  ou  le  nombre  des  arrangements  7t  à  n  de 
m  lettres,  dans  lesquels  chaque  lettre  peut  être  répétée. 

Le  nombre  des  arrangements  i  à  i  est  évidemment  le  nom* 
bre  même  des  lettres.  Si  l'on  voulait  former  les  arrangements 
des  m  lettres  2  a  2 ,  il  suffirait  d'écrire  successivement ,  à  la 
suite  de  chaque  lettre ,  cette  lettre  et  chacune  des  autres  \  car, 
en  faisant  suivre  la  lettre  a  àe  cette  lettre  elle*mâme  et  de 
chacune  des  autres ,  on  a  tous  les  arrangements  dans  lesquels 
la  lettre  a  occupe  le  premier  rang.  De  même,  en  écrivant  après 
la  lettre  b ,  cette  lettre  et  chacune  des  autres ,  on  a  tous  les 
arrangements  dans  lesquels  la  lettre  b  occupe  le  premier  rang. 
On  obtiendra  ainsi  m*  arrangements  2  a  2.  Si  l'on  veut  former 
les  arrangements  des  m  lettres  3  à  3 ,  il  faudra  écrire  successi- 
vement, à  la  suite  de  chacun  des  arrangements  2  à  2,  chacune 
des  m  lettres  5  par  là  on  aura  m^  arrangements.  On  verra  de 
même  que  le  nombre  des  arrangements  4^4  sera  m*,  etc.  Le 
nombre  des  arrangements  nkn  sera  donc  m". 

Déé^loppement  des  puissances  entières  et  positives 
d'un  binôme^  ou  binôme  de  Newton. 

340.  On  nomme  formule  du  binôme  de  Newton,  ou  sim- 
plement binons  de  Newton,  une  formule  découverte  par 
Newtojî  ,  au  moyen  de  laquelle  on  obtLent  une  puissance  quel- 
conque du  bin6me  or  +  a ,  sans  passer  par  les  puissajcM^s  pré- 
codentes. 

En  formant  par  la  multiplication  les  puissances  succesfiiy^îs 
de  a:  -f-  ^2 ,  oju  trouve 

(ar  -f-  a  )•  =  x*  -H  2  ûx  -f-  û', 

(or  -f-  âr)^  =  :c'  •+-  3  ax^  -f-  3  a}x  -f-  a^^ 

[x  +  fl)*=:ar*-h  ^ax^  -^  6rt'x'  -h  ^a^x  -f-  a\ 


La  loi  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  ces  résultats  est  évi- 

18. 
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dente.  A  l'égard  des  coefficients,  on  voit  que  ceux  du  premier 
terme  et  du  dernier  terme  sont  l'unité,  que  celui  du  second 
terme  est  l'exposant  de  la  puissance,  et  que  les  coefficients  des 
termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux-,  mais,  à  partir 
de  la  quatrième  puissance,  on  n'aperçoit  pas  la  loi  d'après  là- 
quelle  se  forment  les  coefficients  des  termes  qui  suivent  les 
deux  premiers. 

Pour  rendre  la  composition  des  produits  plus  manifeste,  en 
évitant  les  réductions  qui  donnent  naissance  aux  coefficients, 
il  suffit  de  multiplier  entre  eux  des  binômes  dont  les  seconds 
termes  soient  différents  5  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

+b 
{x+a)  (x-+-ô)  («+c)  =  ar»+a 

+b 
-f-c 

(jr-4-«)  (x-^b)  (x-f-c)  {x-^-tfj  =  dr*+« 

-^b 


x^-^ab 

X  -^abc 

-hac 

-hbc 

x^-^-ab 

x^-^abc 

-hac 

-habd 

-hbc 

•^acd 

•^ad 

-h  bed 

-hbd 

-hcd 

x-^abcd 


Dans  chacun  de  ces  produits ,  l'exposant  de  .r  va  en  dimi- 
nuant d'une  unité  depuis  le  premier  terme,  où  il  est  égal  au 
nombre  des  facteurs  binômes,  jusqu'au  dernier  terme,  où  il 
est  nul.  Le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité  5  le  coeffi- 
cient du  second  terme  est  la  somme  des  seconds  termes  des 
binômes  f  celui  du  troisième  terme  est  la  somme  des  produits 
de  ces  mêmes  seconds  termes  pris  deux  à  deux  ;  ainsi  de  suite. 
Le  dernier  terme  est  le  produit  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes. 

On  démontre  que  cette  loi  est  générale,  en  faisant  voir  que, 
si  elle  est  vraie  pour  le  produit  de  m  binômes,  elle  sera  vraie 
aussi  pour  le  produit  de  m  -f- 1  binômes. 

Supposons  donc  qu'on  ait  formé  le  produit  de  m  binômes 
x-hay  x-^b^. .  •,  x-hk.  Désignons  par  Pj  la  somme  des 
seconds  termes  des  binômes ,  par  Pj  la  somme  des  produits 
différents  de  ces  seconds  termes  pris  deux  à  deux ,  par  P^  la 
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somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  ainsi  de  suite,  enfin  par 
P„  le  produit  de  tous  ces  seconds  termes  ^  et  admettons  que  le 
produit  des  binômes  proposés  soit 

En  multipliant  ce  polynôme  par  un  nouveau  binôme  x  -f-  /, 
on  obtient  le  produit  ci-dessous  : 


^m+i  4.  p     I    jj«  _|,     p^ 

-h/     I        4- /P. 


^-•-h    P3 
/P, 


/p.. 


La  loi  des  exposants  de  x  n'a  pas  changé.  Quant  aux  coeffi- 
cients, celui  du  premier  terme  est  toujours  égal  à  l'unité,  et 
celui  du  second  terme  est  la  somme  des  seconds  termes  des 
m  4-  1  binômes.  Le  coefficient  du  troisième  terme  se  compose 
de  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  seconds  termes  des 
m  facteurs  binômes  du  premier  produit,  augmentée  de  la 
somme  de  ces  mêmes  seconds  termes  multipliée  par  l]  ce  qui 
forme  évidemment  la  somme  des  produits  différents  des  seconds 
termes  des  m  H-  i  binômes  pris  deux  à  deux.  Le  coefB^cient  du 
quatrième  terme  se  compose  de  la  somn^e  des  produits  trois  à 
trois  des  seconds  termes  des  m  facteurs  du  premier  produit, 
augmentée  de  la  somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces  se- 
conds termes  multipliés  par  /;  ce  qui  forme  évidemment  la 
somme  des  produits  différents  des  seconds  termes  des  m  -f-  i 
binômes  pris  trois  à  trois.  Ainsi  de  suite.  Enfin,  le  dernier 
terme  est  égal  au  produit  des  seconds  termes  des  m  premiers 
facteurs  binômes  multiplié  par  l'y  il  est  donc  le  produit  des 
seconds  termes  des  m  H-  i  binômes. 

De  ce  que  la  loi  supposée  vraie  pour  m  facteurs  est  vraie 
aussi  pour  m  -f- 1  facteurà,  on  conclut ,  puisqu'elle  est  vérifiée 
pour  deux  facteurs,  qu'elle  est  vraie  pour  trois ^  étant  vraie 
pour  trois  facteurs,  elle  est  vraie  pour  quatre  5  ainsi  de  suite; 
donc  elle  est  générale  (*). 


(*)  On  peut  reconnaître  la  loi  des  coefficients  des  puissances  de  x  dans  le 
produit  (x-f-û)(a:-f-6)...(j:-hA-),  d'un  nombre  quelconque  de  binômes,  sans 
procéder  par  induction.  En  effet,  ce  produit  est  la  somme  de  tous  ceux  que  l'on 
peut  former  en  prenant  un  terme  dans  chacun  des  binômes  et  multipliant  entre 

«ux  tous  ces  termes.  Le  produit  des  premiers  termes  des  binômes  est  ar'^'j  celui 
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341 .  Supposons  actuellement  que  les  seconds  termes  des  m 
binômes  soient  tous  égaux  k  a.  Le  produit  de  ces  binômes  de- 
viendra la  m*^"*'  puissance  de  x-ha.  Le  coefficient  Pi  du 
second  terme  de  ce  produit  développé,  sera  égal  à  a  multiplié 
par  le  nombrem  des  facteurs  ;  c'est-a-dire  à  ma.  Le  coefficient  Pj 
du  troisième  terme,  sera  égal  à  a*  répété  autant  de  fois  qu'on 
peut  former  de  produits  différents  avec  m  lettres  prises  deux 

à  deux:  c'est-à-dire  à  — a*.  Le  coefficient  P»  du  qua- 

,1.2  ^ 

trîème  terme,  sera  égal  à  a'  répété  autant  de  fois  qu'on  peut 
former  de  produits  différents  avec  m  lettres  prises  trois  à  trois; 

c'est-à-dire  à  — ^-X: -a^»  Ainsi  de  suite.  Enfin,  le 

1.1.3 

dernier  terme  ftera  et"*.  Donc 

1.2  I .2.3 

342.  Si  l'on  désigne  par  T;,+i  le  terme  qui  occupe  le  rang 
n  -f-  I ,  dans  le  second  membre  de  la  formule  qu'on  vient  d'é- 
crire; c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  n  avant  lui  \  on  aura 

mim  —  i)  [m —  2)  [m  —  3).  .  Am  —  /i-|-  i)  ^^  ^ 
I     .2.3.4*'*      ^ 

Cette  expression  de  T^+i  est  appelée  le  terme  général  du  dé- 
veloppement de  (^c-f-û)'",  parce  qu'on  peut  en  déduire  tous 
les  termes  de  ce  développement,  à  partir  du  second,  en  faisant 
successivement  7i=i5n=2,w=i:3,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  le  5®  terme  de 
la  1 2*  puissance  de  x-ha.  On  aura  m  =±:  ï  2 ,  n  =  4  5  d'où 
m  —  n-|-i=*=9,  et  la  formule  précédente  donnera  pour  le 

terme  cherché  — - — *  ^  '^.a^x*,  ou  Aq5  a'^x^. 

1.2.3.4 

343.  On  voit  à  l'inspection  du  développement  de  (x-^a)^^ 


de  leurs  derniers  termes  e»tab...k;  et  pour  obtenir  un  terme  dans  lequel  x  ait 
l'exposant  m  —  n ,  il  faudra  prendre  les  premiers  termes  de  m  —  n  binômes  avec 

les  seconds  termes  des  n  autres  bin<^mes.  Le  coefficient  de  a;"''*  dans  le  produit 
total  sera*donc  la  somme  de  tous  les  produits  différents  nain  des  seeondt  termes 
des  binémesi 
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qu  on  Obtient  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  en  nudti" 
pliant  celui  du  terme  précédent  par  F  exposant  de  x  dans  ce 
terme  précédent  y  et  dii^isant  le  produit  par  l* exposant  de  a 
dans  le  même  terme,  augmenté  d'une  unité ^  ou  par  le  nombre 
des  termes  qui  précèdent  celui  qu*  on  veut  former.  Quant  aux 
exposants  y  celui  de  x  diminue  d^une  unité  d'un  terme  au  sui" 
i^anty  et  celui  de  a  augmente  d'une  unité. 

Si  l'on  veut  démontrer  cette  règle  d'une  manière  générale , 
on  formera  le  terme  qui  en  a  w  -h  i  avant  lui ,  en  changeant 
n  en  n  H-  I  dans  l'expression  de  T„+i  ;  il  viendra 

T      _  /^{/w  -  i)  (//i  -2).  .  .{/yi  ^71  4-  i)  (/n  -  /^)    ^.      ^„^. 

1 .2.3.  .  ./i  (/i  4-  i) 

Le  terme  T„+,  se  déduit  donc  de  T„_^t  suivant  la  règle  énoncée. 

Au  moyen  de  celte  règle,  on  peut  former  successivement 
tous  les  termes  du  développement  de  [x-^-aY^^  en  partant  du 
premier  terme  x"*  \  et  on  est  averti  que  le  développement  est 
terminé  quand  on  a  obtenu  le  terme  a""  \  car  Fexposant  de  x 
par  lequel  il  faudrait  multiplier  a"*,  pour  avoir  le  terme  sui- 
vant, est  zéro. 

En  formant  ainsi  la  septième  puissance  de  a;  +  a ,  par 
exemple,  on  trouve 

0?'  -Jr^ax^  4-21  a'x^H-  35a*j?*4-  35û*x'4-  21  fl*ar*4-  fjo^x  -\'n\ 

344.  Les  termes  du  développement  de  (x  4-  a)°*  également 
éloignés  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux. 

Cette  propriété,  que  Ton  reconnaît  par  l'inspection  des  puis- 
sances successives,  est  une  conséquence  de  la  proposition  du 
n^  335.  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a  ^i  avant  lui  est  le 
nombre  des  produits  diflférents  de  m  lettres  7t  à  ti.  Le  dévelop- 
pement contenant  m  4-  i  termes,  le  terme  qui  en  a  «  après  lui 
en  a  m  —  n  avant  lui,  et  son  coefficient  est  le  nombre  des  pro- 
duits de  m  lettres  m  —  nk  m,  —  w.  Or  ces  deux  nombres  sont 
égaux  (n^  335). 

La  démonstration  suivante  conduit  plus  directement  à  la 
même  conclusion.  Le  binôme  aï 4-  «  ne  changeant  pas  quand 
on  échange  entre  elles  les  lettres  a:  et  a ,  il  doit  en  être  de  même 
du  développement  de  (j:4-«)'*.  Or,  si  Ton  désigne  par  K  le 
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coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui^  ce  terme  sera 
K  rt"  a:'"""  5  et  par  le  changement  de  a:  en  a  et  de  a  en  x^ïl  de- 
viendra KJ:"a'"•^  Le  terme  Kx"  a""-"  devra  donc  se  trouver 
aussi  dans  le  développement,  et  il  en  aura  n  après  lui.  Le  coef- 
ficient du  terme  qui  en  a  n  après  lui  est  donc  le  même  que 
celui  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui. 

343,  Pour  obtenir  le  développement  de  (x — a)'",  il  Suffit 
de  changer  a  en  —  a,  dans  le  développement  de  {x  4-  a)"*.  Par 
ce  changement,  les  termes  de  rang  pair,  qui  contiennent  des 
puissances  impaires  de  a,  prennent  le  signe  — ,  et  les  termes 
de  rang  impair  ne  changent  pas  de  signe  5  on  a  donc 

(x  --  a)"*  =  af"  —  maxT*-* -j -a^x"-^ ii =^^7; a^af^^-^.,,, 

1.2  I .2.3 

346.  En  supposant  a:»=  i  eta==  i,  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  (x-f-  a)'",  on  voit  que  La  somme 
des  coefficients ,  en  y  comprenant  les  coefficients  des  deux 
termes  extrêmes  y  est  égale  à  1^. 

En  faisant  les  mêmes  suppositions  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  [x  —  a)"*,  on  reconnaît  que  La 
somme  des  coefficients  des  termes  de  rang  impair  esJt  égale 
à  la  somme  des  coefficients  des  termes  de  rang  pair, 

347.  En  appliquant  la  formule  du  binôme  au  développe- 
ment de  la  puissance  m"'"*  de  chacune  des  expressions  imagi- 
naires a  -4-  5  v^ —  I ,  a  —  S  v^ —  i ,  et  en  ayant  égard  à  ce  qui  a 
été  dit  sur  les  puissances  de  s] —  i  (n^  207),  on  trouve  les  deux 
formules  ci-après  : 


«-h6v/-i)'"  = 


ce    —  — a        o  ■+* s — 7 oc        o  -t-, 

1.2  1 .  î* .  0 . 4 

+  r„,a'"-'-"'^"'-'»^"'-^)«°-'6'  +  .    .]  ê  V'^, 


(«-«v'— )"= 


m  (m  —  i)    „_,  m  {m  —  i)(m—  2)  (m—  3)    ,„_, 

1.2  I .2.3.4 


_r^«---'"("'-'^)>-^)a-"-^£>  +  ...]6v^. 
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Puissances  des  poljnômes. 

348.  Soit  le  polynôme  a+ J-f-<?-h^+  etc.,  qu'on ^oit 
élever  à  la  m*^'"*  puissance.  Si  l'on  fait  J  +  c  +  J+...  =  a:, 
on  aura  à  développer  [a  +  x)"*.  Si  l'on  fait  ensuite  c  +  d-i- .  .  . 
=j^,  les  puissances  de  x  seront  celles  du  binôme  h-\-y^ 
ainsi  de  suite.  On  parviendrait  ainsi  au  développement  de 
{^a  "^  b -{- c -{- d+ ...)'",  et  on  pourrait  trouver  par  ce  moyen 
l'expression- d'un  terme  quelconque,  ou  le  terme  général  du 
développement.  Mais  on  parvient  aussi  à  reconnaître  la  com- 
position des  puissances  d'un  polynôme,  par  une  autre  consi- 
dération fort  simple,  et  sans  passer  par  les  puissances  d'un 
binôme. 

Si  l'on  formait  par  la  multiplication  le  produit  de  m  poly- 
nômes égaux  àa-f-i-Hc-+-c?-+-etc.,  sans  faire  aucune  réduc- 
tion de  termes  semblables,  les  termes  du  produit  seraient  tous 
les  produits  formés  avec  un  terme  quelconque  du  premier  fac- 
teur, un  terme  quelconque  du  second  facteur,  ainsi  de  suite 
jusqu'au  m*^"*'' facteur  •,  c'est-à-dire,  tous  les  arrangements  m 
à  m  des  lettres  a,  A,  c,  d^  etc.,  avec  répétition  des  lettres 
(n°  339).  Après  la  réduction  des  termes  semblables,  les  termes 
du  produit,  abstraction  faîte  des  coeflScîents,  seront  les  combi- 
naisons m  h  m  des  lettres  a,  i,  c,  c?,  etc.,  prises  cbacune  une 
ou  plusieurs  fois  \  et  le  coefficient  de  cbaque  combinaison  sera 
le  nombre  des  permutations  qui  pourront  être  effectuées  entre 
toutes  les  lettres  qui  s'y  trouveront  contenues.  Il  ne  s'agit  donc 
que  de  trouver  l'expression  de  ce  nombre  de  permutations. 

Considérons  à  cet  effet  un  produit  quelconque  a"  i''  c*^ . .  . 
de  m  facteurs.  Si  les  facteurs  étaient  tous  différents,  le  nombre 
des  permutations  serait  P  =  i.2.3...w.  Quand  n  facteurs  v 
deviennent  égaux,  les  permutations  qui  ne  différaient  entre 
elles  que  par  la  disposition  de  ces  facteurs  sont  rendues  iden- 
tiques. Or,  le  nombre  des  permutations  différentes  seulement 
les  unes  des  autres  par  la  disposition  de  n  facteurs ,  est  celui 
des  permutations  de  ces  n  facteurs 5  donc  il  est  1.2. 3. .  ./i. 
Donc ,  en  nommant  P'  le  nombre  des  permutations  dans  le 
cas  de  l'égalité  de  n  facteurs,  tous  les  autres  étant  différents. 
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P 

p'  z=z .  Si  d'autres  facteurs,  en  nombre  p,  devienneot 

1.2.  .  ./i  '^  ' 

égaux  entre  eux,  sans  être  égaux  aux  premiers,  le  nombre  des 

permutations  se  réduira  de  la  même  manière  *,  de  sorte  qu'il 

P'  P 

deviendra ;  ou •  Ainsi  de  suite.  Le 

I.2.../7  I  .2.  . .«  X  1 -2. . ./? 

Jiombre  des  permutations  qui  pourront  être  effectuées  dans  le 

produit  proposé  a^b^c'f  • . ,  est  donc 

r . 2 . 3.  .  .m  ^. 

-(  )• 


1.2.  ../IX  1.2    ../?X  1.2.  ..y 

Il  suit  de  là  que  le  terme  général  de{aH-i  +  c4-^-l-...)"*est 
i) a^bP<fl.,,. 

I.2..,«Xl.2.../>Xï-2 


•    .    •  w   .    •    • 


avec  la  condition 

(a)  /ï  H-y?4.^-t-..  ,  =  «. 

Pour  obtenir  tous  les  termes  de  (a  -h-  i  4-  c  -h-  ^ -h- •  •  •)*", 
on  devra  donner  aux  exposants  n,  /^,  7,  etc.,  dans  la  for- 
mule (i),  toutes  les  valeurs  entières  positives,  y  compris  zéro, 
qui  vérifieront  l'équation  (2)  ;  et  si  n  =  o ,  par  exemple ,  il 
faudra  ne  pas  tenir  compte  de  la  suite  i .  2 . 3 . . .  tï  *,  car  les 
nombres  par  lesquels  on  doit  diviser  i .  2.3. .  ./W;  sont  seule- 
ment les  nombres  de  permutations  correspondants  aux  différents 
groupes  de  facteurs  égaux  contenus  dans  le  produit  a"  i''  c^ . .  . 
On  pourra  aussi  former  toutes  les  combinaisons  différentes  m 
à  m  des  lettres  a,  i,  c,  etc.,  prises  chacune  une  ou  plusieurs 
fois,  comme  cela  a  été  expliqué  dans  le  n^  338  *,  et  donner  en- 
suite à  chacune  de  ces  combinaisons  le  coefficient  déterminé 
par  la  formule  (i). 

Si  N  est  le  nombre  des  termes  différents  du  polynôme  a-k-b 


(  *  )  Si  l'on  prend  pour  exemple  le  produit  a'  h^,  ou  aaahb ,  le  nombre  des  per-^ 

3.3.4.5 
mutations  différentes  de  ce  produit  sera    '  9  ou  10.  On  peut  le  vérifier  en 

formant  ces  permutations.  A  cet  effet»  on  écrira  d'abord  la  lettre  h  à  toutes  les 
places  dans  le  produit  aaa'f  on  mettra  ensuite^  dans  tous  les  résultats,  la  seconde 
lettre  h  à  ifaucbe  de  la  première,  et  on  la  fera  successivement  avancer  jusqu'à  la 
première  place. 
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-hc-hd^  etc.,  le  nombre  des  termes  de  (a4-J-4-c-|-df-|-.  ..)"* 
sera  donné  par  la  formule  du  n*^  337 ,  dans  laquelle  il  faudra 
remplacer  m  par  N  et  n  par  m.  La  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients sera  N"*. 

349.  Si  l'on  avait  à  former  une  puissance  d'un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  de  x 

fl  -h  3  j:  -f-  <?j:'  -H  d!»*  4- .  . . , 

le  terme  général  deviendrait 


xP+»î+''^.... 


1.2, ../IX  1.2.../?X  1-2.  ..^X». 

Pour  obtenir  tous  les  termes  dans  lesquels  X  aurait  un  même 
exposant  /r,  il  faudrait  déterminer  les  exposants  n,  p,  ^,  r,  etc., 
au  moyen  des  deux  équations 

Mais,  si  Ton  voulait  avoir  tous  les  termes  de  la  puissance,  ou 
même  seulement  tous  ceux  dans  lesquels  Texposant  de  x  ne 
surpasserait  pas  une  limite  donnée,  il  y  aurait  peu  d'avantage 
à  se  servir  des  formules  générales  que  nous  venons  d'établir  ; 
et  il  serait  plus  commode  d'opérer  par  la  multiplication. 

Extraction  des  racines  des  polynômes. 

350.  On  a  vu,  dans  l'Arithmétique,  comment  on  déduit  de 
la  composition  du  carré  et  du  cube  de  la  somme  de  deux 
nombres ,  les  règles  relatives  à  l'extraction  de  la  racine  carrée 
et  de  la  racine  cubique  des  nombres.  On  déduit  pareillement, 
de  la  connaissance  des  deux  premiers  termes  x"^  -H  max"*"^ 
du  développement  de  (a:-f-a)'",  les  règles  qu'il  faut  suivre 
pour  extraire  les  racines  de  degrés  quelconques  des  nombres^ 
et  elles  sont  analogues  à  celles  qui  concernent  les  racines  car- 
rées et  cubiques^  mais  comme  ces  règles  trouvent  peu  d'ap- 
plications, nous  passerons  immédiatement  à  l'extraction  des 
racines  des  polynômes. 

351.  Supposons  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  m*****'  d'un 
polynôme  P. 


I 


284  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

Le  polynôme  P  étant  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  la 
racine  cherchée,  si  Ton  conçoit  que  ce  polynème  et  la  racine 
soient  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  d'une 
lettre  x,  le  premier  terme  du  polynôme  P  sera  le  produit  de  m 
facteurs  égaux  au  premier  terme  de  la  racine  •,  par  conséquent,, 
le  premier  terme  de  la  racine  sera  la  racine  m'*'"*  du  premier 
terme  de  P. 

Afin  de  ne  pas  avoir  à  faire  plusieurs  explications  semblables, 
supposons  que  Ton  ait  obtenu  un  nombre  quelconque  de 
termes  de  la  racine,  et  cherchons  comment  on  pourra  obtenir 
le  terme  suivant. 

Soient  A  la  somme  des  termes  connus  de  |a  racine ,  et  B  la 
somme  des  autres  termes  5  on  auraP=  (A-f-B)'" -,  d'où,  en 
nommant  R  le  reste  P  —  A*", 

_       771  (m  •—  1  ) 

Rr^wA-'-'EH ^ ^A'"-»E'4-.... 

1 .2 

Désignons  par  a  le  premier  terme  de  la  racine ,  et  par  X  le 
terme  de  B  qui  contient  le  plus  fort  exposant  de  a:,  et  qui  est 
celui  que  Ton  veut  trouver.  Le  terme  qui  contient  le  plus  haut 
exposant  de  x  dans  le  produit  niA'""^  B,  sera  /wa'"""*^.  Les 
termes  de  plus  fort  exposant  dans  les  produits  A^'^'B', 
A'""'B%  etc.,  seront  a'"-'X%  a"*~'X%  etc.  Or,  l'exposant  de  x 
dans  a'"""^  X  surpasse  celui  de  cette  lettre  dans  a'""~'X*,  puisque 
l'un  des  facteurs  a  du  premier  produit  est  remplacé  dans  le 
second  par  X,  qui  contient  x  à  une  moindre  puissance  que  a. 
Par  une  raison  semblable,  l'exposant  de  x  dans  a'"~*X'  est 
moindre  que  dans  «'""'X*^  ainsi  de  suite. 

Il  suit  de  là  que  le  terme  de  R  qui  contient  le  plus  fort  ex- 
posant de  X  est  égal  à  m  a"*~*  X.  Par  conséquent,  pour  obtenir 
le  terme  X,  il  faut  diviser  le  premier  terme  de  R  par  ma"^"^. 

Celte  conclusion  jointe  à  ce  qui  a  été  dit  pour  la  détermi- 
nation du  premier  terme  de  la  racine,  donne  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  extraire  la  racine  m**^°^^  <ïun  polynôme  P,  ordonnez- 
le  suivant  les  puissances  d'une  lettre.  Prenez  la  racine  w}^^^ 
du  premier  terme  j  vous  aurez  le  premier  terme  de  là  racine. 
Divisez  le  2^  terme  de  P  par  ra  fois  la  (m — ij^ème  puissance 


\ 
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du  premier  terme  de  la  racine^  vous  aurez  le  ^^  terme  de  cette 
racine.  Retranchez  deVla  m*^™*  puissance  de  la  somme  des 
deux  termes  trouvés ,  et  di\^isez  le  premier  terme  du  reste  par 
m  fois  la  (m  —  ijïème  puissance  du  premier  terme  de  la  racine^ 
"VOUS  aurez  le  3®  terme,  ^insi  de  suite. 

Lorsque  le  polynôme  P  est  une  puissance  exacte ,  ces  opéra- 
tions conduisent  à  un  reste  nul.  Réciproquement,  quand  on 
parvient  à  un  reste  nul ,  le  polynôme  P  est  une  puissance 
exacte  5  et  la  quantité  qu'on  a  trouvée  est  sa  racine. 

352.  Les  réductions  qui  se  produisent  à  chaque  soustraction 
amènent  toujours  un  reste  nul,  ou  un  reste  par  lequel  on  re- 
connaît que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  une  puissance.  En 
effet,  supposons  le  polynôme  P  du  degré  mp.  L'extraction 
de  la  racine  m*^'"*  du  premier  terme  donnera  un  terme  «  du 
degré  p  ;  le  reste  P  —  a"*  sera  au  plus  du  degré  mp  —  i  ;  et  en 
divisant  le  premier  terme  de  ce  reste  par  moL"*"^,  on  aura  un 
terme  dont  le  degré  sera  au  plus  mp — i —  (m  —  i)  /;,  ou^  —  i . 
Soient  A  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consé- 
cutifs résultant  de  l'opération,  R  le  reste  P —  A"*,  et  X  le  terme 
qu'on  trouvera  en  divisant  le  premier  terme  de  R  par  ma"^. 
La  quantité  qu'on  soustraira  de  R  sera  (A+X)*"  —  A'",  ou 
mA'^-^X-f-etc.  Cette  quantité  contiendra  le  terme  ma'"-*^, 
qui  sera  égal  au  premier  terme  deR  5  et  ses  autres  termes,  sui- 
vant ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus,  auront  des  degrés  moin- 
dres. Donc,  après  la  soustraction,  le  degré  du  reste  sera  infé- 
rieur à  celui  de  R.  Donc  aussi  le  terme  qu'on  trouvera  après 
X  sera  d'un  degré  moindre  que  celui-ci. 

Quand  il  y  a  une  racine  exacte,  son  dernier  terme  est  la 
racine  m'^'"*  du  dernier  terme  du  polynôme.  Donc,  lorsqu'on 
aura  obtenu  un  terme  dont  le  degré  sera  moindre  que  celui  qui 
sera  déterminé  par  cette  condition,  on  sera  assuré  que  l'opé- 
ration ne  se  terminera  pas. 

353.  Le  polyuôme  P  étant  A x'"P  -f-  B x"*^-*  -h  etc. ,  l'opéra- 
tion fait  trouver  des  termes  entiers  par  rapport  à  x,  jusqu'à  ce 
que  l'on  soit  parvenu  à  un  reste  R  du  degré  mp  — p  — i ,  ou  d'un 
degré  moindre.  On  a  ainsi  décomposé  le  polynôme  P  en  deux 
parties,  dont  l'une  est  la  puissance  m'^'"*  d'un  polynôme  entier 
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par  rapport  à  x,  et  l'autre  est  du  degré  mp-^p —  i ,  ou  de  degré 
moindre.  Il  n'existe  qu  une  seule  décomposition  semblable 
d'un  polynôme  donné  \  car  les  termes  qui  résultent  de  l'opéra- 
tion, jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu  au  reste  R,  ne  dépendent 
pas  des  termes  du  polynôme  P  dont  le  degré  est  moindre  que 
mp  — p\  par  conséquent,  si  Q  est  l'ensemble  des  termes  qu'on 
a  trouvés,  et  si  Z  est  un  polynôme  d'un  degré  moindre  que 
mp — p,  et  tel  que  P  —  Z  soit  une  puissance  w*^"**,  la  racine 
jYiihme  (Je  p  —  Z  sera  Q  -,  et,  par  suite,  on  aura  Z  =  R. 

354.  Quand  le  premier  terme  du  polynôme  P  n'est  pas  une 
puissance  m*^"*',  on  peut  multiplier  ce  polynôme  par  un  fac- 
teur a  dépendant  d'une  seule  puissance  de  a:,  de  manière  que 
le  premier  terme  du  produit  Va  ait  une  racine  exacte.  Si  Q  est 

la  racine  nt^"^  dePa,  celle  de  P  est  -4. 

Comme  la  racine  m**"**  du  premier  terme  du  polynôme  Va 
est  rationnelle,  l'opération  ne  peut  faire  trouver  que  des  termes 
rationnels;  par  conséquent,  pour  qu'elle  se  termine,  il  faut 
que  le  dernier  terme  de  Pa  soit  aussi  une  puissance  m**'"'. 

355.  Au  lieu  d'ordonner  suivant  des  puissances  décrois- 
santes ,  on  peut  ordonner  suivant  des  puissances  croissantes  \ 
il  n'y  aura  rien  de  changé  aux  calculs,  et  l'explication  sera 
aussi  la  même.  Dans  ce  cas,  on  reconnaîtra  que  le  polynôme 
proposé  n'est  pas  une  puissance,  quand  on  obtiendra  un  terme 
dont  le  degré  surpassera  celui  de  la  racine  m^^"*"  du  dernier 
terme. 

356.  Lorsque  le  polynôme  proposé  ne  contient  aucun  déno- 
minateur littéral  ou  numérique,  s'il  est  une  puissance  m**"^, 
sa  racine  ne  peut  pas  être  fractionnaire  ;  par  conséquent  on  est 
assuré  que  l'opération  ne  se  terminera  pas,  lorsqu'on  parvient 
à  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est  pas  divisible  par  «^i  fois 
la  [m  —  i)*^"**  puissance  du  premier  terme  de  la  racine. 

357.  On  n'a  pas  eu  égard ,  pour  l'extraction  de  la  racine 
m**»*'  des  polynômes,  à  ce  qui  a  été  dit  des  diverses  racines  d'un 
même  degré  d'une  quantité  quelconque  (n**  215)  ;  mais  on 
verra  dans  la  suile  que  ces  racines  se  déduisent  de  l'une  d'enU'c 


^ 
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elles;  et  on  les  trouverait  toutes  par  la  règle  ci-dessus,  si  l'on 
considérait  successivement  toutes  les  racines  m'^'"'''  du  premier 
terme  du  polynôme. 

Triangle  arithmétique  et  nombres  figurés. 

3S8.  D'après  la  loi  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  le  déve- 
loppement de  [x-^a^^  et  sans  connaître  celle  des  coefficients, 
on  peut  poser 

En  multipliant  par  x+a^  il  vient 

On  conclut  de  là  que  Le  coefficient  d'un  terme  de  la 
(m  -+- 1)»^™®  puissance  dcx-i-Si^est  la  somme  du  coefficient  du 
terme  du  même  rang  et  de  celui  du  terme  précédent  dans  la 
puissance  m*^™®. 

3S9.  En  se  fondant  sur  cette  proposition,  on  peut  former 
les  coefficients  des  puissances  successives  de  x  -|-  a,  comme  on 
le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 


I,    Ij    I> 

I» 

i>     I»     i^     i>     1 ,... 

l,       2, 

3, 

4>     5,     6,     7,     8,... 

I» 

3, 

6,   10,   i5,  21,  28,. . . 

I, 

4,   10,  20,  35,  56,. .. 

I ,     5,   i5,  35,  70,. . . 

I,     6,  2r,  56,. •• 

I,     7,  28,... 

I,     8,... 

I,... 

La  première  colonne  est  formée  d'un  seul  terme  qui  est  i . 
La  deuxième  colonne  est  formée  du  nombre  i  écrit  deux  fois. 
On  forme  la  troisième  colonne  en  plaçant  à  côté  de  cbaque 
terme  de  la  deuxième  colonne,  le  nombre  qu'on  obtient  en 
ajoutant  à  ce  terme  celui  qui  est  au-dessus  :  on  trouve  ainsi 
pour  le  premier  terme  de  la  troisième  colonne,  i  -f-  o  ou  i  ; 
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le  deuxième  terme  est  i  4-  i  ou  2  -,  et  le  troisième  teraie  est 
o-f-  I  ou  I.  La  quatrième  colonne  se  déduit  de  la  troisième 
comme  celle-ci  delà  deuxième.  Ainsi  de  suite.  Les  deux  termes 
de  la  dtîuxième  colonne  pouvant  être  considérés  comme  les 
coefficients  de  la  première  puissance  de  x  +  a ,  il  résulte  de 
la  règle  ci-dessus  que  les  termes  de  la  troisième  colonne  sont 
les  coefficients  du  développement  de  (a: -H  a)*  5  que  ceux  de 
la  quatrième  colonne  sont  les  coefficients  du  développement  de 
(a: -h a)',  etc. 

Ce  tableau ,  inventé  par  Pascal ,  a  reçu  le  nom  de  triangle 
arithmétique ^  il  peut  être  prolongé  indéfiniment. 

360,  Il  suit  de  la  composition  du  triangle  arithmétique, 
que  le  ^*^*  terme  d'une  ligne  horizontale  quelconque  est  la 
somme  des  p  premiers  termes  de  la  ligne  horizontale  précé- 
dente. Car,  si  l'on  considère ,  par  exemple ,  le  sixième  terme 
de  la  quatrième  ligne,  qui  est  56  5  il  a  été  formé  en  ajoutant  les 
deux  nombres  21  et  35  qui  sont  placés  à  sa  gauche,  dans  la 
troisième  ligne  et  dans  la  quatrième  5  mais  35  est  la  somme  des 
termes  1 5  et  20  de  ces  deux  lignes  5  20  est  la  somme  des  termes 
10  et  10  des  mêmes  lignes^  le  terme  10  de  la  quatrième  ligne 
est  la  somme  des  termes  6  et  4  9  enfin ,  4  est  la  somme  des 
termes  3  et  1  •,  on  a  donc  56  =  214-  i5-|-io-j-6-|-3-f-  i. 

361 .  Le  principe  sur  lequel  est  fondée  la  construction  du 
triangle  arithmétique,  et  la  propriété  que  nous  venons  de  faire 
remarquer,  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des  combinaisons. 
En  effet,  le  coefficient  du  (/î-H  1)'^"**  terme  de  la  [m  4-  i)'*"»* 
puissance  de  x  -f-  «  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de 
m  4-  I  lettres  prises  nkn.  Or,  ces  combinaisons  peuvent  être 
considérées  comme  composées  de  deux  parties,  savoir  :  des 
combinaisons  qui  ne  renferment  pas  une  des  lettres,  a  par 
exemple,  et  dont  le  nombre  est  celui  des  combinaisons  de  m 
lettres  nkn\Ql des  combinaisons  qui  renferment  la  lettre  a,  et 
dont  le  nombre  est  celui  des  combinaisons  de  m  lettres  n  —  i 
an  —  I.  D'après  cela,  en  faisant  usage  de  la  même  notation 
que  dans  le  n^  333 ,  on  a 

(  I  )  (w  4-  I  )«  =  [m)n  4-  (/w)„_,  ; 
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celte  égalité  démontre  la  proposition  qui  a  été  établie  dans  le 
n«358. 

Pour  démontrer  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  lep'*"'^" 
terme  d^une  ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  est  la 
somme  des^?  premiers  termes  de  la  ligne  horizontale  précé- 
dente, il  faut  remarquer  que  le  premier  terme  de  la  (n  -f-  i )**'"* 
ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  appartenant  à  la 
{n-h  i)'*"»*  colonne  verticale,  il  s'ensuit  que  le  p'^"^'  terme  de 
la  [n  4-  i)*^'"*  ligne  horizontale  est  dans  la  [n  -H  py^"'"  colonne 
verticale*,  de  sorte  qu'il  est  l'un  des  coefficients  du  développe- 
ment de  (a: -h  tf )""*■''"*  5  et  il  est  le  coefficient  du  (n  -h-  i )**""' 
terme  de  ce  développement,  puisqu'il  occupe  dans  la  colonne 
verticale  le  (n+  |)'^««  rang.  Ce  terme  est  donc  le  nombre 
des  combinaisons  de  n  -{-  p  —  i   lettres    prises  n   à   n^  ou 

{n-i-p  —  i)n. 

Cela  posé,  si  l'on  remplace,  dans  la  form'.le  (i),  m  par 
n  -H  p  -^  2,  on  obtient  la  suivante  ; 

(/i  -h/^  —  i);,  =  (n  -h  p  —  2)„  -h  {n  4-/7  —  2)„_.,  ; 

et  en  remplaçant  successivement  dans  celle-ci  p  par  p  —  i , 
par  p  —  2, . .  . ,  par /?  —  [p  —  2)  ou  2,  on  forme  une  suite  d'é- 
galités desquelles  on  conclut,  en  observant  que  (n)„  =  1 , 

(/i  -H  /?  —  i)„=  (/i  -h /?  —  2)„_,  4-  {n -\-p  —  3)„_, ...  -h  (/i)«-,  4-  I . 

Cette  égalité  démontre  le  principe  qu'il  s'agissait  d'établir;  car 
le  p'^"*'  terme  de  la  (n  4-  i)*^"*'  ligne  étant  {n  +  p  —  i)„ ,  les/? 
premiers  termes  de  la^n*^'"*  ligne  sont,  dans  l'ordre  décroissant, 
(n  -hp  —  2)„_i ,  {n-hp  —  3)„_, , . . . ,  I . 

362.  Les  nombres  qui  composent  les  différentes  lignes  du 
triangle  arithmétique,  à  partir  de  la  2®  ligne,  sont  appelés  nom- 
bres ^g^aré^.  Les  nombres  de  la  2®  ligne ,  ou  les  nombres  natu- 
rels, sont  les  nombres  figurés  du  i®*^  ordre;  les  nombres  de  la 
3®  ligne  sont  les  nombres  figurés  du  2®  ordre  ;  les  nombres  de  la 
4*  ligne  sont  les  nombres  figurés  du  3®  ordre  ;  ainsi  de  suite. 
Les  nombres  figurés  du  2®  ordre  sont  aussi  nommés  nombres 
triangulaires ^  et  ceux  du  3*  ordre, nombres y^y/am/V/rtwo:  trian- 

^9 
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gulaires.  On  appréciera  bientôt  la  raison  de  ces  dénomina- 
tions (*). 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n*^  360  et  361 ,  la  somme 
des  p  premiers  nombres  figurés  de  Tordre  n  est  égale  au  p'^"^ 
nombre  figuré  de  Tordre  /i  H-  i  ;  celui-ci  est  le  nombre  des  com- 
binaisons den-hp  lettres  w  +  i  àw  +  i,  et  son  expression 
est,  diaprés  la  formule  du  n^  332, 

^     '  I  .2.3.  .  .(rt-l-  i) 

Pour  obtenir  la  somme  des  p  premiers  nombres  naturels, 

on  fera  /i  =  i  dans  la  formule  (a)  :  elle  deviendra    ^         -y  ce 

qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu  en  nous  occupant  des 
progressions  par  différence. 

Sommation  des  piles  de  boulets* 

363.  Les  piles  de  boulets  sont  composées  d'une  suite  de 
tranches  horizontales ,  disposées  de  telle  sorte  que  les  boulets 
de  chaque  tranche  se  trouvent  placés  au-dessus  des  vides  des 
boulets  de  la  tranche  immédiatement  inférieure  ;  tous  les  bou- 
lets se  touchent  et  sont  de  mê^me  calibre. 

La  pile  triangulaire  a  la  forme  d'une  pyramide  triangulaire 
dont  la  base  est  un  triangle  équiiatéral.  Chaque  tranche  est 
formée  d'une  suite  de  files  de  boulets  telles  que,  à  partir  de 
l'un  des  sommets  de  la  tranche,  la  première  file,  qui  est  le 
sommet  lui-même,  ne  contient  qu'un  seul  boulet;  la  deuxième 
file  en  contient  2  ;  la  troisième  file  en  contient  3  ;  etc.  Il  ré- 
sulte de  cette  disposition  des  files  et  delà  disposition  des  tran- 
ches horizontales  les  unes  à  Tégard  des  autres ,  que  les  nom- 


(  *  )  La  dénomination  de  nombres  figurés  ne  s'applique  pas  seulement  aux 
nombres  qui  composent  le  triangle  arithmétique  de  Pascal  ;  elle  a  été  étendue  à 
beaucoup  d'autres  suites  de  nombres ,  parmi  lesquelles  sont  comprises  la  suite 
des  carrés  des  nombres  naturels ,  qu'on  nomme  nombres  carrés,  et  la  suite  des 
nombres  qui  se  forment  par  l'addition  de  plusieurs  termes  consécutifs  de  la 
suite  des  carrés  des  nombres  naturels,  à  partir  de  i.  Mais  la  théorie  de  ces 
diverses  suites  de  nombres  figurés  n^esl  qu'un  simple  objet  de  curiosité. 
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bres  de  boulets  des  différentes  tranches,  à  partir  du  sommet, 

sont 

1,      i4-ar,      1-1-24-3,      i4-24-3-h4ï  •  •  • 

Ces  nombres  sont  ceux  qui  composent  la  3^  ligne  du  triangle 
arithmétique,  ouïes  nombres  triangulaires.  Par  conséquent, 
si  le  nombre  des  boulets  d^un  des  côtés  de  la  base  est  repré- 
senté par  p^  on  obtiendra  le  nombre  des  boules  de  la  pile  en 
faisant  dans  la  formule  (2)  n  ==  2  ;  ce  qui  donne 

(^)  — rrm — 

La  pUe  quadrangulaire  a  la  forme  d'une  pyramide  qua* 
drangulaire  dont  la  base  est  im  carré.  Cette  pile  est  composée , 
à  partir  du  sommet,  d'une  suite  de  tranches  dont  la  première 
contient  un  seul  boulet  *,  la  deuxième  en  contient  2*  \  la  troi- 
sième en  contient  3*;  ainsi  de  suite.  De  sorte  que,  si  le  nom- 
bre des  boulets  d'un  des  c6tés  de  la  base  est  p,  le  nombre  des 
boulets  de  la  pile  est 

Pour  obtenir  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  cette  somme, 
nous  remarquerons  que,  d'après  la  disposition  des  boulets 
dans  les  tranches  carrées  et  triangulaires,  on  voit  immédiate- 
ment qu'une  tranche  carrée  dont  le  côté  contient  n  boulets,  se 
compose  d'autant  de  boulets  qu'il  s'en  trouve  dans  deux 
tranches  triangulaires  dont  l'une  contient  n  boulets  sur 
chaque  côté,  et  l'autre  en  contient /^ —  i.  C'est  d'ailleurs  ce 
qu'on  peut  vérifier  par  les  expressions  de  ces  deux  nombres  ; 
le  nombre  des  boulets  d'une  tranche  triangulaire  dont  le  côté 
contient  n  boulets,    ou  le   n'*""  nombre   triangulaire  «   est 

^  \  en  changeant  »  en  n  —  i ,  on  obtient  .= i-,  et 

2  2 

la  somme  de  ces  deux  quantités  est  n*. 

On  conclut  de  cette  observation  que  la  somme  ci-dessus , 

I  -f.  2*  -H  3*  • . .  -+-p*,  e^  égale  à  la  somme  des  p  premiers 

termes  de  la  suite  des  nombres  triangulaires,  augmentée  de  la 

somme  des  p  —  i  premiers  termes  de  la  même  suite.  Or,  on 

vient  de  voir  que  la  somme  des  p  premiers  nombres  triangu- 

4 
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laircs  est  ^-^ -^^ ]  et  en  changeant  dans  cette  expres- 

swiipenp  —  1 ,  on  trouve  ceJle-ci  :  ^ ^«Onob- 

I   •  ^  •  o 

tiendra  donc  le  nombre  des  boulets  de  la  pile  quadrangulaire 
en  ajoutant  ces  deux  quantités  5  ce  qui  donne 


(4) 


1.2.3 


La  pile  qu'on  nomme  rectangulaire  a  pour  base  itn  rectan- 
gle et  se  termine  par  une  file  de  boulets.  Soit  p  -h  i  le  nom- 
bre des  boulets  de  la  file  supérieure.  La  tranche  située  im- 
médiatement au-dessous  sera  formée  de  deux  files  contenant 
chacune  p  +  ^  boulets ,  de  sorte  que  le  nombre  des  boulets 
de  cette  tranche  sera  a  (p  -(-  a)  ^  le  nombre  des  boulets  de  la 
tranche  suivante  sera  3(;>-h-3)^  ainsi  de  suite.  Enfin,  si  le 
nombre  des  boulets  du  petit  côté  de  la  base  est  n ,  le  nombre 
des  boulets  de  la  base  sera  n  {p -i- n) ,  he  nombre  des  boulets 
de  la  pile  sera  donc 

/7  4-  î-f  2(/^-f-2)4-3(/7-f-3)  . .  .  -f-/2(/?4-/2). 

Cette  somme  se  compose  de   deux  parties,  dont  l'une  est 

p(i  -I-  2  -h-  3  ...  4-  n),  et  Fautre  est  i-h-  2*  4-  3* . . .  -H  w*. 

La  première  partie  a  pour  expression ^ j  et  d  a- 

près   la  formule   (4)5   la  seconde   partie    est  exprimée   par 

— ^ —^ -'  On  obtiendra  donc  le  nombre  des  boulets 

2  .  3 

def  la  pile  rectangulaire  en  faisant  la  somme  de  ces  deux  quan- 
tités ^  ce  (|ui  donne 

(k\  /g(/^4-  i)(3/>  -h  2/1  -h  i) 

^  1.2.3 

Pour  évaluer  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  une 
pile  tronquée,  il  faut  prendre  la  différence  de  deux  piles  com- 
plètes. 


*■% 

«&'< 


% 


•# 
^ 
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Sommation  des  puissances  semblables  et  entières  d'une 
suite  de  nombres  en  progression  par  différence, 

364.  Soit  la  progression  par  différence. 

a .b .c,d,  ,  /, 
et  désignons  pas  r  la  raison ,  par  n  le  nombre  des  termes.  On  a 

b2=za'^r,      c=:b-^ry      rf=:cH-r, ,..; 
d'où ,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m  -H  i , 

6'"+'  =  «•"+>  -4-  f /w  -h  I  )  rfl"*  -i-  (m-hijm  ^^^, ...  -4-  7^»+', 

^  '  1.2 

c^+»  =  b'"-^'  4-  (m  -4-  i)rb'^ ■+■  v^"^')^  ^i,m+i    ^  .  -f- r"+', 

^  ^  1.2 

On  a  pareillement 

Posons  généralement  Sp  =  a''  -+-  i''  4-  c^  ...-}-/''.  En  ajou- 
tant toutes  les  égalités  précédent,es ,  on  obtient 

1.2 

L'équation  (i)  fait  connaître  S„j  quand  on  connaît  les  sommes 
des  puissances  des  degrés  moindres ,  S,„«i ,  S^_2 ,  etc.  5  on 
obtiendra  donc  ces  différentes  sommes  en  faisant  successive- 
ment  m  =^  i ,  =r  2 ,  =  3 ,  etc. 

Si  l'on  résout  l'équation  (  i  )  par  rapport  à  S;„ ,  elle  sera 

^     ^  (/?î-+-l)r  2  2.3  //IH-  I 

On  peut  écrire  So  au  lieu  de  w  -,  car  a^  -h-  i®  -f-  c*^ .  .  .  -f-  /^  =  /i . 
De  cette  manière  tous  les  termes  du  second  membre  de  la  for- 
mule (2)  sont  compris  dans  la  même  loi. 

Commç  application ,  considérons  la  suite  naturelle  des  nom- 
bres 5  on  a  r  =  I ,  a  =  i ,  /  =  w,  et  en  faisant  d'abord  771  =  i , 
on  trouve 
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En  faisant  ensuite  m  =  2,  et  remplaçant  S|  par > 

il  vient 

(«4-  I  )*—  I       n{n'\-  i)       n  ^ 

d'où  l'on  conclut  aisément 

(3)  g^^H(«H-.H2;.  +  .). 

365.  On  peut  déduire  de  la  formule  (3)  la  sommation  des 
piles  de  boulets.  Le  second  membre  de  cette  formule  e^rime 
le  nombre  de  boulets  de  la  pile  quadrangulaire  dont  le  nom- 
bre des  boulets  du  côté  de  la  base  est  n. 

Pour  la  pile  triangulaire ,  le  nombre  des  boulets  de  la  tran- 
che inférieure  est  — ^ U  ou  ■  En  faisant  successive- 

2  2 

ment  n=:  i,  =  2,  =  3,  etc.,  on  obtient  les  nombres  de  bou- 
lets des  différentes  tranches  à  partir  du  sommet  : 


14-1*      2H-2*      3-f-3*  «-hw 


3 


2  2 


La  somme  de  tous  ces  nombres  se  compose  de  la  moitié 
de  la  somme  des  nombres  naturels  de  i  à  /ï  ,  et  de  la  moitié 
de  la  somme  de  ]eurs  carrés.  On  retrouve  ainsi  la  for- 
mule (3)  (n«  363). 

Le  calcul  du  nombre  de  boulets  de  la  pile  rectangulaire 
s'effectue  de  la  même  manière  que  dans  le  n^  363. 


*—* 


agS 


CHAPITRE  DOUZIÈME. 


^  /  w    \  "i 


DES  SÉaiES.    LIMITE  DE    (iH |    •    FONCTIONS  DÉRIVÉES.    SÉRIES 

QUI   DONNENT   LES   VALEURS   DES    LOGARITHMES. 


Des  séries.  —  Théorèmes  sur  la  convergence. 

366.  On  nomme  série  une  suite  de  termes  en  nombre  infini, 
formés  suivant  une  loi  déterminée. 

Une  série  est  con\^ergente  lorsque  la  somme  des  termes  con- 
sécutifs pris  en  nombre  de  plus  en  plus  grand,  à  partir  du  pre- 
mier, s'approcbe  de  plus  en  plus  d^une  certaine  limite  fixe,  de 
manière  à  devenir  aussi  peu  différente  qu'on  le  veut  de  cette 
limite ,  qui  est  dite  alors  la  somme  de  la  série. 

Lorsque  la  somme  des  termes  pris  en  nombre  de  plus  en  plus 
grand  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  série  est  dwergente  et  n'a 
pas  de  somme. 

Une  progression  par  quotient  décroissante  est  une  série  con- 
vergente (n*^  277). 

367.  Représentons  généralement  les  termes  d'une  série  par 
(i)  iio9  Mi9  ^29  '<39  etc.; 

M„  sera  le  terme  qui  en  aura  n  avant  lui,  ou  le  terme  géné- 
ral-, ce  terme  étant  une  certaine  fonction  de  n  telle,  qu'en 
attribuant  successivement  à  n  les  valeurs  o,  i ,  2,  3,  etc.,  on 
obtienne  tous  les  termes  de  la  série.  Désignons,  en  outre,  par  S„ 
la  somme  des  h  premiers  termes.  On  aura  ainsi 

S„  =  Mo  H-  «I  .  •  .  H-  «n-l , 
Sn+i  =  1*0  -f-  W|  .  .  .  +  tt;i__i  -f*  U,i , 
S|,+a  =  «0  -f-  f/|  .  .  .  -f-  K„_|  -f-  Mfl  -f~  '^/i  f-i  ) 

etc. 
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par  suite, 

^/i-HI          S/, Unj 

* 

^/i-»-2  """  ^^i-^^^  ^^^  Un  -h  Wn+l  f 

elr. 


Pour  que  la  série  soit  convergente,  il  faut  qu  en  faisant 
croître  n  indéfiniment,  la  somme  S„  et  les  somnies  suivantes 
S„+i,S„+j,  etc.,  convergent  toutes  vers  une  même  limite;  ce 
qui  exige  que  les  différences  ci-dessus  deviennent  toutes  moin- 
dres qu'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Il  faut  donc 
que  le  terme  i/„  devienne  moindre  que  toute  quantité,  et  qu'il 
en  soit  dç  même  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  à  partir  de  w„.  Ces  dernières  conditions  sont  suffisantes  ; 
car,  lorsqu'elles  sont  remplies,  les  sommes  S„,  S„^.i,  S„^.i,  etc. , 
pouvant  devenir  aussi  peu  différentes  qu'on  le  veut  les  unes 
des  autres,  ont  nécessairement  une  limite,  qui  diffère  très- 
peu  de  Sn. 

368.  Si  les  termes  de  la  série  n'ont  pas  tous  le  même  signe, 
désignons  leurs  valeurs  numériques  par 

(2}  Uo,  U.,U,,  U3.... 

Toutes  les  fois  qiie  ces  quantités  forment  une  série  convergente, 
la  série  (1)  est,  à  plus  forte  raison,  convergente  5  car  la  série  (2) 
étant  convergente,  il  s'ensuit  que  les  sommes  des  quantités 
U„,  U,^.i,  U„^.j,  etc.,  prises  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  à 
partir  de  U„,  pourront  devenir  moindres  que  toute  limite,  si 
l'on  donne  à  n  une  valeur  suffisamment  grande.  La  même  con-' 
dition  aura  donc  lieu,  à  plus  forte  raison,  pour  les  sommes  que 
l'on  obtiendra  en  substituant  aux  quantités  ci-dessus  les  quan- 
tités Un ,  Un^i ,  î/„+5,  ctc. ,  qui,  par  hypotbèse,  ont  respectivement 
les  mêmes  valeurs  numériques  que  les  précédentes,  sans  être 
toutes  positives. 

369i  Théorème  i.  —  Lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  du 
nombre  entier  n  plus  grandes  quun  certain  nombre  déter- 

>  •  ■  '  * 

miné,  le  rappoit  ~~^  reste  constamment  plus  petit  qu^une 
quantité  v  plus  petite  que  Vunitéy  la  série  (2)  est  convergente. 
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Par  hypothèse,  lorsque  n  est  suffisamment  grand,  on  a 

U„+i<U„r,  U„+,  <U„+ir,  U„+s  <  U„+,  r,  etc.;  d'où 
U„+î<[U„r*,  U„+8<CU„r^5  etc.  Les  termes  de  la  série,  à 
partir  de  U„,  sont  donc  inférieurs,  à  l'exception  de  U„  seule- 
ment, aux  termes  correspondants  de  la  progression 

U„,  U„r,  U„r%  Unr^, 

Or,  la  raison  de  cette  progression  étant  plus  petite  que  i ,  on  peut 
assigner  un  terme  tel ,  que  les  sommes  formées  avec  les  sui- 
vants, en  tel  nombre  que  Ton  veut,  soient  moindres  que  toute 
limite.  La  même  chose  a  donc  lieu,  à  plus  forte  raison,  pour 
la  série  (a)  \  ce  qui  démontre  le  théorème. 

11  suit,  en  outre,  de  là ,  qu'e»  prenant  la  somme  des  n  prismiers 
termes  pour  une  valeur  approchée  de  la  somme  de  la  série, 

r erreur  est  moindre  que  — -^» 

Considérons,  par  exemple,  la  série 

III  I 

I ,    ->     -1      ô'     — '■ — ôTT'  etc. 

I       2       1.2.3       1.2.3.4 


on  a 


U„  = 


U„+. 


I  .;2.3. .  ./i         U„       71 4-  I 


Le  rapport  -^  étant  toujours  plus  petit  que  i ,  et  d'autant  plus 

petit  que  n  est  plu§  grand,  la  série  est  convergente.  En  outre , 
si  l'on  prend  pour  la  somme  de  toute  la  série ,  celle  des  termes 
jusqu'à  U„,  et  en  y  comprenant  U„,  l'erreur  sera  moindre  que 

U„+,  X '■ — >  ce  qui  sera 


I 


n  -h  I 


I  •;2.3. .  .n       n 

En  réduisant  les  différents  termes  en  décimales,  et  en  s'arrê- 
tant  au  onzième,  qui  est  moindre  que  0,000 o'oo3,  l'erreur 
n'influera  pas  sur  les  sept  premières  décimales ,  et  on  obtîenr 
dra  la  valeur  approchée  suivante  : 

2,7182818. 
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370.  La  somme  de  la  série  que  nous  venons  de  considérer 
est  le  nombre  e  (n^286).  Ce  nombre  est  incommensurable.  En 

effet,  supposons  qu'il  soit  un  nombre  fractionnaire  — 9  m  et  n 
étant  deux  nombres  entiers  *,  on  aura  alors 

171  I  I  I 

-.=  1  +  1  H ...H 1 — ; — r-hetc. 

Si   Ton  multiplie  les   deux    membres  de   cette  égalité  par 
I .  a .  3 . . .  n ,  le  premier  membre  deviendra  un  nombre  entier. 

Les  termes  du  second  membre  jusqu'au  terme inclu- 

•*     ^  1 .2. .  ./i 

sivement,  donneront  des  nombres  entiers.  Il  faudra  donc  que 

la  sbmme  de  tous  les  termes  suivants  soit  aussi  un  nombre 

entier.  Or,  après  la  multiplication  de  tous  les  termes  par 

I  •  a  •  3 . .  •  7t,  la  somme  des  termes  fractionnaires  est 


-h  etc.  ; 


/i-hi       (/14- 1)  (/1-H2)    .  (/i4-i)(/i-i-2)(/H-3) 

elle  est  donc  moindre  que 

I  I  I 

Celle-ci  est  plus  petite  que  i  ;  car  elle  est  égale  à  X 


ou  —  Le  nombre  e  n'est  donc  pas  un  nombre  fractionnaire — 9 
/i  *^  n 

m  et  n  étant  entiers. 

371.  Lorsque,  pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  un 

certain  nombre  déterminé ,  le  rapport  -~î^  est  constamment 

plus  grand  qu'un  nombre  r  plus  grand  que  i ,  la  série  est  di- 
vergente ,  puisque  les  termes  à  partir  d'un  certain  rang  vont 
en  augmentant.  Dans  ce  cas,  la  série  (i)  dont  les  termes  sont 
les  mêmes  aux  signes  près  que  ceux  de  la  série  (2),  est  aussi 
divergente. 


372.  Quand  le  rapport  -—^  est  un  nombre  plus  petit  que  i 
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mais  qui  s'approche  indéfiniment  de  i  à  mesure  que  n  augmente^ 
la  série  peut  être  convergente  ou  divergente. 

Soit,  par  exemple,  la  série  suivante,  dont  les  termes  décrois- 
sent indéfiniment  : 


'       "       '        * 
''     ?     3'     4'     "^^ 


Le  rapport  du  terme au  terme  précédent  -  est  

'^'^  /i-hi  /i/î  +  i 

ou  •  Pour  n  =  00  9  ce  rapport  devient  i . 


1  -h- 
n 


Si  l'on  considère  la  somme  des  termes  à  partir  de 


jusqu'à  — »  savoir  : 


I  I  1 

• .  •  é  "f"  —————  — ^      9 


/ï  «4-  I         /I-H2  2/î  —  I  2/? 

cette  somme  est  formée  de  n  nombres  dont  le  dernier  est 
moindre  que  tous  ceux  qui  le  précèdent  ]  elle  est  donc  supé- 

rîeure  knx  —  =  —  Il  résulte  de  là  que  la  somme  de  tous  les 

2«      2  ^ 

termes  de  la  série  après  -  est  formée  d'im  nombre  infini  de 

parties  plus  grandes  que  -^  donc  elle  a  une  valeur  infinie.  La 

série  est  donc  divergente. 

Prenons  la  série 

I         I         I 
1 ,     — »     — y     — 5     etc. 
»     2»      3*      4" 

Le  rapport  du  terme  au  terme   précédent  —   est 

I   ;  il  devient  égal  à  i  quand  n  =  00  . 

Lorsque  a  <^  i ,  les  termes  sont  respectivement  plus  grands 
que  ceux  de  la  série  précédente  ;  donc  leur  somme  est  infinie. 
Supposons  a  ^  I . 

On  peut  grouper  les  termes  à  partir  du  second  de  la  manière 
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suivante  : 

(  — +  ~  I,      I  — 4-  — +  :;^  +  ~V   ^*^- 

V2«    3«/     Vr    ^"^    6«    7«; 

Le    premier  groupe    est   plus  petit   que  aX — ou-^^«  Le 

deuxième  groupe  est  moindre  que  4  X  —  ou Z^)'^^  groupe 

suivant  serait  compose  des  termes  depuis  —  jusqu'à »  et  il 

sera  moindre  que  8  X  —  ou •  Si  Ton  considère,  en  séné^ 

rai ,  le  n'^"**  groupe ,  il  sera 


..-f-~ 


Cette  somme  est  moindre  que 


2"  X ou 


(2«)«  (2")*-' 

Il  suit  de  là  que  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  est 
moindre  que  celle  des  termes  suivants  : 

I  I  I  . 

^>  ->     •    7 rï        — 57 \>       etc. 

Ceux-ci  forment  une  progression  par  quotient  dont  la  raison 
est — —\   et  comme  a  ^1,  la  progression  est  décroissante. 


I 

2 

La  série  proposée  est  donc  convergente. 


373.  TfîÉOKÈH^  II.  — Lorsque  les  termes  (ïune  série  décfois^ 
sent  constamment  et  indéfiniment,  si,  de  plus,  ils  sont  alter- 
nativement positifs  et  négatifs ,  la  série  est  coni^ergente. 

Représentons  la  série  par 

Uo— U,4-Ua  — U3..  .±:Ui,ip.U„+,± 

Désignons  en  outre  la  somme  des  termes  à  partir  de  d=  CJ„  par 
±  r„5  en  prenant  le  signe  4-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le 
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terme  U„  sera  positif  ou  négatif.  On  a  ainsi  dans  les  deux  cas , 

/•«  =  U„  —  Vn+i  +  U„+,  —  U„+3  4-  etc . 

Puisque,  par  hypothèse,  les  termes  vont  en  décroissant,  r^ 
est  une  quantité  positive,  et  on  a  r„  ^  U^,  —  U„+i.  D'un  autre 
côté ,  la  valeur  de  r„  peut  être  écrite  sous  cette  forme , 

r„  ==  U„  —  (U«+,  —  U„+î)  —  (U„+3  —  ■U;,+4  )  —  etc. 

Par  là  on  voit  que  r„  <^E„.  Donc,  si  U„  décroît  indéfiniment 
quand  n  augmente  indéfiniment,  r^  décroit  aussi  indéfiniment; 
par  conséquent  la  série  est  convergente.  En  outre,  Xor5yMe  F  on 
prend  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  pour  celle  de  la 
série  y  V  erreur  est  alternatii^ement  par  excès  et  par  défaut^  et 
elle  est  moindre  que  le  terme  qui  suit  celui  auquel  on  s^  arrête. 

374.  On  peut  remplacer  le  théorème  I  par  le  suivant  qui 
établit  un  caractère  de  convergence  dont  la  vérification  est 
quelquefois  plus  facile. 

Théorème  in.  —  Lorsque  les  termes  dune  série  Uo,  Uj, 
Oj ,  Us ,  etc. ,  sont  tous  positifs,  5/,  pour  toutes  les  valeurs  de  n 

qui  surpassent  un  certain  nombre  déterminé,  on  a  ^V^  <  r, 
et  r  <^  I,  la  série  est  com^ergente. 

Suivant  Ténoncé ,  lorsque  n  est  suffisamment  grand ,  on  a 


y/Vn<r,      "7U„+.<r,      "■^VU,^.,<r,     etc. 

Donc 

U„</-,     U„+,<7«+S     U„+a<r»+%     etc. 

Les  termes  de  la  série  à  partir  de  U„  sont  donc  moindres  que 
ceux  de  la  progression  /*",  r""*'^  /'"+*,  etc.  5  et  comme  cette 
prc^ession  est  décroissante,  puisque r<^  i,  la  série  est  con- 
vergente. 

375.  Lorsque  le  rapport  -^  tend  vers  une  limite  détermi- 

née ,  cette  limite  est  aussi  celle  de  yU». 

Pour  le  faire  voir,  désignons  par  r  la  limite  de  -:rp*    On 
pourra  assigner  un  nombre  m  tel  que,  n  ayant  une  valeur 
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quelconque  supérieure  à  rn^——-  soii  compris  entre  r  —  e  et 

r  +  e ,  e  étant  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
On  aura  ainsi 

U^,>U,X(/--i),    UiM.»>UiM.iX(/-  — i),     etc. 
On  conclut  de  là 

Donc 


'^ÎW,  >(r -  .) X Y(73Tj=- 


On  conclura  par  d'autres  inégalités  semblables,   en  rem- 
plaçant r —  s  par  r  4-  e  et  le  signe  >  par  <^, 


-ç^û;:;<(r+.)x"tj/^. 


indéfiniment    le   nombre  ;>,    les    quantités    t/^ ^~j   et 


Or,  m,  r,  et  s  étant  des  nombres  fixes,  si  Ton  fait  croître 

il 

V  r   -u*  \'"  tendront  toutes  deux  vers  i  (n°  231);*^v^U«H-^e8t 

donc  compris  entre  deux  nombres  dont  les  limites  sont  r —  e 
et  r  -h  e ,  ou  r,  puisque  e  peut  être  aussi  petit  que  Ton  veut, 

La  limite  de  ^V^  n^étant  point  différente  de  celle  de  —^^ , 

il  est  inutile  de  recourir  au  théorème  III,  pour  le  cas  où  le 
théorème  I  laisse  du  doute,  par  suite  de  ce  que  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  tend  à  devenir  égal  à  i .  Mais  il  est  quel- 
quefois plus  facile  de  reconnaître  la  limite  de  y/XIl  que  de  trou- 
ver directement  celle  de 


Un-H. 


376.  Considérons  encore  la  série  (2)  (n^  368),  dont  tous  les 
termes  sont  positifs.  Si,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  le  pro^ 
duit  nlJ»  tend  vers  une  limite  différente  de  zéro  y  la  série  est 
divergente.  En  effet,  il  résulte  de  cette  condition  qu'on  peut 
assigner  un  nombre  h  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  su- 
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périeures  à  un  nombre  déterminé,  on  ait  nUn>k]  donc 

U„  >  —  Or,  puisque  la  série  dont  le  terme  général  est  -  est 

divergente  (n*^  372),  celle  dont  le  terme  général  est—  est  aussi 

n 

dîveiçente.  La  série  proposée  dont  les  termes  à  partir  d'un 

certain  rang  sont  plus  grands  que  ceux  d'ime  série  divei^nte, 

est  donc ,  à  fortiori ,  divergente. 

Soit  e  un  nombre  positif  aussi  petit  que  Ton  voudra ,  mais 

déterminé  et  différent  de  zéro,  si  le  produit  n'  "*"*U„  a  une  li" 
mite  différente  de  V infini,  la  série  est  convergente.  En  effet, 
il  existe  alors  un  nombre  h  tel  que ,  pour  toutes  les  valeurs  de  n 

supérieures  à  un  nombre  déterminé,    on    a    »'"*'*U„<^A; 

h  h 

donc  Un  <C  ,  .    '  Or  la  série  dont  le  terme  général  est 

est  convergente  (n*^  372).  La  série  proposée  dont  les  termes  à 
partir  d'un  certain  rang  sont  plus  petits  que  ceux  d'une  série 
convergente,  est  donc ,  à  fortiori ,  convergente  {*). 

Limite  t/e  (  i  H —  )  >  lorsque  m  croît  indéfiniment. 

377.  Lorsque  m  est  un  nombre  entier,  on  a  par  la  formule 
du  binôme, 


( 


I  X"»  m      m  (m  —  i)  i        m  [m  —  i)  {m  —  2)   i 

i-i--)   =H h— ^^ --z^— ^^V-' ^— , 

m  I  m  1.2       iw'  1.2.3  m' 

...  H • — -^ ^ — -^— ^ h  etc. 

1 .2. .  ,n  ml* 


(*)  On  peut  consulter  pour  les  propositions  relatives  à  la  convergence  de» 
séries,  le  Cours  d^ Analyse  algébrique ,  par  M.  Caucby;  et  différents  articles  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  de  M.  Liouvillx.  Les  deux  règle» 
exposées  dans  le  n"  576  sont  extraites  d'un  de  ces  articles ,  dont  Fauteur  est 
M.  OssiAN  Bonnet.  J'ajouterai  ici  l'énoncé  d'un  théorème  de  M.  Duhamel,  qui  est 
le  suivant  : 

Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  tous  positifs  et  décroissants  y  si  le  rapport 

U  , 

-— —  tend  à  devenir  égal  à  i,    mettes^le  sous  la  forme 1  et  cherches  la  /i- 

mite  k  vers  laquelle  tend  le  produit  na  ,  quand  n  croit  indéfiniment;  la  série  pro" 
pesée  sera  convergente  si  k  >  i ,  ei  divergente  si  k  <  i . 
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On  peut  écrire  cette  formule  ainsi  : 

\         m]  1.2  \         m]        1.2.3  \         m]  \        m] 

i         f  i\        f        /i-i\ 

...  H Il I ...  l  1 1  +  etc. 

1 .2. .  .n  \        m ]        \  ^    ) 

Considérons  la  série  numérique 

e=  I  -t-  I  H 1 5  ..  .H h  etc.  (n® 569). 

1.2        I .2.3  I .2. , ,n  ' 

Supposons  qu'on  attribue  à  n  une  valeur  déterminée  quel- 
conque; désignons  para  la  somme  des  termes  de  (  tH — 

qui  suivent (  i ) . . .  (  i j  ;  par  6  la  somme 

^  1 .2. .  ./i  \        m)        \  m    j     ^ 

des  termes  qui  suivent  le  terme  correspondant  de  e, • 

On  peut  prendre  n  aâsez  grand  pour  que  6  soit  une  quantité 
aussi  petite  que  Ton  veut;  on  au^a,  d'ailleurs,  a  <]]  6;  car  les 

termes  de  (  i  H )    sont  respectivement   moindres   que   les 

termes  correspondants  de  e  ;  en  outre  le  nombre  des  termes  de 

( 

posé,  si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  m,  les  termes 
de  (  I  -^'^)  qui  précèdent  ceux  dont  la  somme  est  a,  s'ap- 
procheront indéfiniment  des  termes  correspondants  de  e  ;  et 
puisque  la  différence  S  —  a  peut  être  aussi  voisine  qu'on  le 

veut  de  zéro,  celle  des  nombres (  i  H j   et  e  aura  aussi  pour 

limite  zéro;  ou  en  d'autres  termes, 

Limite  de  (  i  H )    =  <?. 

378.  Lorsque  m  est  fractionnaire,  il  est  compris  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  n  et  «  -f-  i .  On  a  alors 

{-,-TT)"<(-i)"<(-r' 


I  X*" 
1  H 1   est  limité,  et  celui  des  termes  de  e  est  illimité.  Cela 

m) 
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ou 

n  -h  i 

Si   le  nombre    m  croit   indéfinimeat ,  les   nombres   entiers 
n    et    n  +  I    croissent    aussi     indéfiniment  ^    les    quantités 

(  I  H j      et  (  I  -h  *-  J  ont  toutes  deux  pour  limite  e,  et  les 

facteurs et  i  -H-  s'approchent  indéfiniment  de  i. 


I  -j- 


n  -+■  I 

m 


La  limite  de  (  i  h )   est  donc  encore  le  nombre  e. 

Supposons  m  négatif,  ce  qui  revient  à  considérer  (  i j 


On 


a 


(-ir=(^r=(-;;r^r 


=  l  +  - 

TH 


I  H I        devient  c  ,   et   i  -h  

m  —  I  /  m  —  i 

devient  i  ^  donc  (  i )      devient  égal  à  e. 

Des  fonctions  dérivées. 

379.  Lorsqu'une  quantité  dépend  d^une  ou  de  plusieurs 
autres  qui  peuvent  recevoir  des  valeurs  arbitraires,  on  dit 
qu'elle  est  une  fonction  de  ces  quantités.  On  désigne  d'une 
manière  générale  les  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  quantités 
par  les  notations 

Quand  une  fonction  a  été  représentée  pàr^^x),  la  valeur 
qu  elle  prend  pour  a?  =  a  s'exprime  par/* (a).  On  indique  de 
même  par  y  (y —  2)  ce  que  devient  cette  fonction  quand  on 
remplace  x  par  j^  —  2  ;  par/(3)  ce  qu'elle  devient  lorsqu'on 

20 
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fait  a?  =  3.  Pour  une  fonction  de  deux  variables  désignée  par 
f(Xjy) ,  et  dans  laquelle  on  faîtj^=  3,  sans  attribuer  aucune 
valeur  à  x^  on  écrity(x,  3). 

On  appelle  variables  indépendantes  les  quantités  dont  les 
valeurs  peuvent  être  prises  arbitrairement. 

On  nomme  fonctions  algébriques  celles  dans  lesquelles  les 
opérations  indiquées  sur  les  variables  sont  seulement  des  addi- 
tions, des  soustractions,  des  multiplications,  des  divisions, 
des  élévations  à  des  puissances  et  des  extractions  de  racines  de 
degrés  connus.  Tontes  les  autres  fonctions  sont  appelées  iranS' 
cendantes. 

Les  fonctions  algébriques  sont  rationnelles  quand  les  va- 
riables n'y  sont  soumises  à  aucune  extraction  de  racine.  Elles 
sont  entières  quand  elles  se  composent  seulement  de  termes 
formés  des  puissances  entières  et  positives  des  variables,  mul- 
tipliées par  des  coefficients  constants. 

380.  Considérons  la  fonction  entière 


f{x)  =  Ax"  -h  B^-'  H-  Cx^-* . . .  -f-  Hx  -t-  K. 
Si  Ton  remplace  x  par  x  H-  h^  il  vient 

/(x-hA)  =  A(x-t-/i)'"-f-B(x+/f)'"-' . . .  H-H(x 

En  développant  les  puissances  du  binôme  x 
donnant  par  rapport  à  celles  de  /i,  on  trouve 

/'(x-»-A)  =  Ax^  -f-/wAx^-' 

-h  Bx*"-'  4-  (w  —  i)  Bx~~' 
4-  Ct^-'  -h  (w  —  2)  Gr^-=* 


A)  +  K. 
h  et  en  or- 


Hx 
K 


H 


h  -h  m  (m  —  i)Ax^-* 

-h  (/M  —  i){m  —  2)  Bx"*-' 
4-  (w  —  2)  (///  —  3)  Cx"*-* 


1 .2 


4-.. 


La  partie  de  ce  développement  indépendante  de  h  est  le 
polynôme/ (a:).  Le  multiplicateur  de  h  se  forme  en  multipliant 
chaque  terme  du  polynôme /(.r)  par  l'exposant  de  j?  etdimi- 

uiiantl'exposantd'uneuïiité. Le  multiplicateur  de—  est  formé 
avec  celui  de  h  comme  celui-ci  avec  f(x).On  passe  de  même 

du  multiplicateur  de  —  à  celui  de ;?•  Ainsi  de  suite. 

1.2  1.2.3 
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Les  polynômes  formés  suivant  cette  loi  sont  appelés  polj- 
nomes  dén\^és  on  fonctions  dériv^ées  àe  f[x).  On  les  indique 
par/'(x),/"  (x),/''' (a:),  etc.  ;  on  a  ainsi 

(,)  f{x + h)=f{x)+f  {x)h  +r  (*)  -^  +r  (x)  J^ H- . . . 

/'  (a:)  est  la  première  fonction  dérivée,  ou  la  dérivée  du  pre^ 
mier  ordre ^  f"(p^)  ^^^  1*  seconde  dérivée,  ou  la  dérivée  du 
second  ordres  ainsi  de  suite. 

381.  Le  plus  haut  exposant  de  x  diminuant  d'une  unité 
lorsqu'on  passe  du  polynôme  à  la  première  dérivée  ^  ou  d'une 
dérivée  à  la  suivante,  la  dérivée  de  Tordre  m  ne  contient  plusx, 
et  on  ne  peut  en  former  aucune  autre  au  delà.  Cette  dérivée  de 
Tordre  m  est  1  X2X3.../wxA^en  sorte  que  le  dernier 
terme  du  développement  dey*(a:  +  A),  suivant  la  formule  (i), 
est  A  A"*.  On  reconnaît  à  priori  que  ce  doit  être  là,  en  effet,  le 
terme  de  plus  haute  puissance  de  h.  Car,  après  la  substitution 
de  X  -f-  A  à  la  place  de  a: ,  le  terme  A  (x  -f-  A)*"  contii^nt  A  A"*, 
et  les  autres  termes  ne  produisent  que  des  puissances  moindres 
de  h. 

382.  La  formule  (i)  peut  s'écrire 

(^)  •^li±^i::ZW=/'(x)+A/'(,)+|-iL/w(^)+... 

Si  h  diminue  et  s'approche  indéfiniment  de  zéro,  les 
termes  du  second  membre,  à  l'exception  de/'  (x),  s'approcttent 
aussi  de  zéro;  puisque  les  dérivées,  qui  sont  des  fonctions  en- 
tières ,  ne  peuvent  devenir  infinies  tant  que  x  a  une  valeur 
finie.  Comme  le  nombre  de  ces  termes  est  limité,  leur  somme 

décroît  aussi  jusqu  a  zéro.  Le  rapport—^ — — «-^-^  se  rap- 
proche donc  de  plus  en  plus  de  f^  (x),  et  il  peut  en  devenir 
aussi  iroisin  que  Ton  veut  \  ou,  en  d'autres  termes, 


(3) 


limite  de  /(^^^)"-/(^)  ^f.  (,j. 


h 
383.  Lorsque /(x)  n'est  pas  une  fonction  entière,  on  dé- 

30. 
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signe  encore  par/ '(a:)  la  limite  de —^ ' — ^^-^— S    et   on  la 

nomme  la  dërivée  de^  (x)-,  c'est-à-dire  qu*o/i  appelle  fonc^ 
tion  dérivée  dC  une  fonction  quelconque  ^  la  limite  du  rapport 
de  V accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  ^variable, 
quand  celui-ci  décroît  jusqu  à  zéro. 

Suivant  cette  définition,  la  dérivée  dHune  quantité  constante 
est  zéro.  Si  a  est  une  constante,  la  dérivée  dey  (x)  -ha  est  la 
même  que  celle  de  f  [x),  La  déi-ivée  de  af(x)  est  af  [x). 
Celle  de  —/(or)  est—/  {x). 

384.  Soient  X,  Y,  Z,  U,...  des  fonctions  quelconques  d'une 
variable  x  ^  désignons  par  Xi ,  Yi ,  Zi ,  U, , . . .  ce  que  deviennent 
ces  fonctions  quand  x  devient  a:  -f-  A  5  et  par  X',  Y',  Z',  U',... 
les  dérivées  de  ces  mêmes  fonctions,  c'est-à-dire  les  limites  des 

X,  —  X     Y. —  Y 

rapports  — ?  — 7 — v* 

Si  l'on  aX  =  Y-|-Z-i-U-+-...,ilen  résultera 

X,  —  X      Y,  —  Y      Z.  —  Z       U,  ~  U 

-  H -, h. . .; 


h  h         '       h 

et  en  passant  aux  limites, 

X'  =  Y'-|-Z'4-U'-+-.... 

£ai  dérivée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la  somme 
des  dérivées  de  ces  fonctions , 

385.  Soit  X  =  YZ,  on  aura 

X.  -.X  =  Y,Z.-YZ  =  Y,(Z,-Z)  +  Z(Y,  — Y); 

donc 

X.~X  Z.-Z  ^  ^Y.  -  Y 

__  =  Y.  —j—  +  Z— ^— . 

Lorsqu'on  passera  à  la  limite,  en  faisant  h  =  o,  Yi  devien- 
dra Y,  et  Ton  trouvera 

,     X'==YZ'  +  ZY'. 

La  dérivée  du  produit  de  deux  fonctions  est  égale  à  la  somme 
des  produits  quon  obtient  en  multipliant  chaque  fonction  par 
la  dérivée  de  Vautre, 
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Sî  la  fouction  X  est  le  produit  d  un  nombre  quelconque  de 
facteurs  Y,  Z,  U,  V,...,  en  faisant  ZUV...  =  F  (a:),  on  aura, 
d'après  la  règle  précédente, 

X'  =  Y'  F  (x)  -h  YF'  (x). 

En  faisant  ensuite  UV...  =  Fj  (a:),  d'où  F  (x)  =  ZFi  (x),  on 

aura 

F'  (j:)  =  Z'  F,  (x)  H-  ZF',  (x)  ; 

par  conséquent 

X'zn  Y' ZUV h  Z' YUV. . .  -h  YZF;  (x). 

On  pourra  continuer  de  la  même  manière,  aussi  longtemps 
que  l'exigera  le  nombre  des  facteurs  -,  et  de  là  il  suit  que  La 
dérwée  du  produit  d'un  nombre  qiêelconque  de  facteurs  est 
égale  à  la  somme  des  produits  quon  obtient  en  multipliant 
ta  dériuée  de  chaque  facteur  par  le  produit  de  fous  les  autres 
facteurs. 

386.  Si  toutes  les  fonctions  Y,  Z,  U,...  sont  égales,  on 
aura  X  =  Y"*  et  X'  =  m  Y'""  *  Y'.  Donc,  Pour  obtenir  la  dérii^ée 
de  la  m**"'*  puissance  d'une  fonction ,  il  faut  multiplier  la  dé- 
rivée de  la  fonction  par  l* exposant  et  par  la  (m —  !)*«"•• 
puissance  de  la  fonction, 

Soit/(j:)  =  X"*  X  {a  — xy.  En  appliquant  les  règles  qui 
viennent  d'étro  établies ,  on  trouvera 

f  (x)  =  iïMT^-'  X  («  —  ^y*  —  p{ti  —  ^V""'  X  «*" 
=  x"-*X(«  —  jc)'^*  X  [*»«  —  (m -f-/')x], 

387.  Soit  X  =    •  On  conclut  de  là 

Z 

^'     ^~z,     z~~       z.z  ' 

donc 

X.  ~-X_ i_^  z,  —  z 

il        "^       Z.z'      h      ' 
et  en  passant  à  la  limite, 

X'-       ^ 
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.Y 

On  déduit  de  là  la  dérivée  d'une  fraction  —  ^  car  en  consi- 

ù 

dérant  cette  fraction  comme  le  produit  Y  X«>  et  en   appu- 
ie 

quant  la  règle  du  n°  385,  on  a  pour  la  dérivée  de  ce  produit, 

Y'.- — Y. —,     ou     =~ • 

z        z»  '  z» 

Donc,  Pour  obtenir  la  dérivée  d'une  fraction  ^  il  faut  multi- 
plier la  dérivée  du  numérateur  par  le  dénominateur,  sous- 
traire  de  ce  produit  celui  de  la  dérivée  du  dénominateur 
par  le  numérateur,  et  diviser  la  différence  par  le  carré  du 
dénominateur. 

Si  Ton  aX.=  —-»   il  en  résultera  X'  =  —   — =— — >  ou 

Z"*  Z'*" 

X'=  —  mZ""'"~*  Z',  ce  qui  prouve  que  La  dérivée  d'une  puis- 
sance négçitive  se  forme  suivant  la  même  règle  que  celle 
dSune  puissance  positive. 

Soit  la  fraction  ^7-- — = -,  :  la  dérivée  sera 

(3ar»-^5jf4-4)(4x— 5)~(23r^^5x— 3)(6jr  — 5) 

(3jf»  — 5x-f.4)»  ' 

ou ,  en  réduisant , 

5x»4-34x— 35 

(3x»  — 5x-f-4)»* 

388.  Soient  y  z=zfi^x}  et  -s  =  F  (j)  5  z  est  alors  ce  que  l'on 
nomme  une  fonction  de  fonction  de  x.  Supposons  que  x  de- 
vienne X  -h  A ,  et  qu'en  même  temps  j  devienne  j-  --\-het  z  de- 
vienne z  +  /•  La  dérivée  de  z  considérée  comme  une  fonction 

de  X  sera  la  limite  du  rapport  y  Or  on  aura 


-  =  -  X  T»     limite  de  7;  =  F'  (y) ,      limite  de  -  =/'  (x); 


donc 


liinitede^==F'(r)X/'(x).         , 


Il  suit  de  là  qu'on  obtient  la  dérivée  d'une  fonction  defonc- 
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tioti  en  multipliant  entre  elles  les  dériuècs  de  chacune  des 
Jonctions  par  rapport  à  la  quantité  dont  elle  dépend  immé- 
diat etnent, 

389.  Lorsque  l'ou  a  entre  deux  quantités  y  Gl  x  une  r^A^- 
tîon  telle  que  7-=y(j:),  la  lettre /"  indiquant  une  fonction 
dont  la  forme  est  entièrement  déterminée,  si  Ton  connaissait 
la  valeur  dey,  on  en  conclurait  celle  de  x  *,  la  variable  x  est 
donc  une  fonction  dey,  oux=9  (y).  Les  deux  fonclionsJ*(j:) 
ei(f[y)  sont  dites  inverses  Tune  de  l'autre.  Par  exemple,  si 

j  =  a:"*,  il  en  résulte  x  =  '\l y^  la  racine  m'^'"*  est  donc  la  fonc- 
tion inverse  de  la  puissance  du  degré  m.  Si  j*  i=  «*,  on  a 
j:  =  logj"5  le  logarithme  est  la  fonction  inverse  de  l'expo- 
nenticlle.  • 

Si  dans  Téquatioti  a?  =  y  (y)  on  remplaçait  y  par  sa  va- 
leury(.r),  on  aurait  identiquement 

Donc  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  et  en  appli- 
quant la  règle  relative  aux  fonctions  de  fonctions  (n^  388), 

i=^'{y)>^f[x),     ou    /(r) 


r(^)    /'[?tr)] 

Pour  obtenir  la  dérivée  xT  une  fonction  inverse  d^  une  autre  ^  U 
faut  diviser  l'unité  par  la  dérivée  de  celle-ci,  et  remplacer  la 
"Variable  dont  elle  dépend  par  la  fonction  proposée. 

Sijr  =  yx ,  d'où  X  =  j",  on  a  a:'  =  /y"""*  ^  donc 


I  I  I     i-, 


nx  " 

SoitX=5yY,  en  désignant  par  Y  une  fonction  quelconque 
de  x^  on  aura  par  la  règle  relative  aux  fonctions  de  fonctions, 

I 

X'  =  -Y"""' Y'. 
n 

390.  SiFona  X  =  VY^=  \Yv  ?   »"  en  conclura  par  la 
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même  règle 


m— l 


X'=  m  (  Y«  )       X  -  Y"    '  y  =  -  Y-"'  Y'. 

n  n  ' 

La  dérii^ée  d'une  puissance  fractionnaire  dune  fonction  se 
forme  suii^ant  la  même  règle  que  celle  d'une  puissance  e/i«^ 
tière. 

39i.  SîX  =  v/Y,  ona 

I     --  Y' 

X'  =  -Y    ^Y'  =  --î— . 

La  dérii^ée  d*un  radical  du  second  degré  est  égale  à  la  dé- 
rivée  de  la  quantité  sous  le  radical ^  diinsée  par  le  double  du 
radical. 


v^ 


■'(^)  =  -(■+^)-('-^)  ^  _ 


/'(*) 


/i  —  .r  (i  -+-x)i/i  — jr^ 


392.   Soit  y  =  log  ^  et  j  +  A  =  log  ( X  4-  ^)  •,  il  en  résulte 
Faisons  -  =  -,  d'où  y  =:  -;  il  viendra 


Si  /i  décroît  jusqu'à  zéro,  a  croîtra  jusqu'à  oo  ,  et  (  i  H —  | 
convergera  vers  le  nombre  e  (n°*  377  et  378)  ;  donc 

limite  de  --  =  r'  =  —^ — 

Pour  les  logarithmes  népériens  log  e  =  i ,  et  j'  =  — 

Soitfy  =  a',    doù  .r  =  logy  5    on    a    x'  =  -^^    donc 

»/ 

y'  =r  — ^  =  a'  la  ;  et  dans  le  cas  de  a  =  e ,  j'  =  e"". 
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Si   X  =  log  Y,    on    aura   X'  =  — v^'  ^^  pour  X  =  a^, 

X'  =  «^Y'la. 

La  dérii^ée  d'un  logarithme  est  égale  à  la  dén\^ée  de  la 
quantité  dont  on  doit  prendre  le  logarithme  ^  dii^isée  par 
cette  quantité,  et  multipliée  par  le  logarithme  du  nombre  e 
d  zns  le  ^stème  auquel  appartient  le  logarithme,  ou  par  le 
Tnodule  du  système. 

La  dérii^ée  d'une  fonction  exponentielle  est  égale  à  la 
Jonction  multipliée  par  la  dérivée  de  F  exposant  y  et  par  le  lo- 
garithme  népérien  de  la  base. 


I  + 


à/    I        wX^    JP^ 

La   dérivée    de  l(j:H-vH-x*)   est ■  y  et  en 

réduisant, 


393.  Quand  on  a  formé  la  dérivée  d'une  fonction  ,  si  l'on 
prend  la  dérivée  de  cette  fonction  dérivée,  on  a  la  seconde 
dérivée  ou  la  dérivée  du  second  ordre  de  la  fonction  proposée. 
La  dérivée  de  cette  seconde  dérivée  est  la  troisième  dérivée,  ou 
la  dérivée  du  troisième  ordre  de  la  fonction  proposée.  Ainsi  de 
suite. 

394.  Soient  j  =y*(x),  -z  =  y  (x),  et  u  =  F  (y,  z).  Suivant 
ces  relations,  u  est  une  fonction  dépendante  de  plusieurs  fonc-r 
tions,  qu'on  nomme  fonction  composée.  Désignons  par  h ,  A-, 
/  et  5  les  accroissements  simultanés  de  x^y^  zei  ii  ;  on  aura 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'où 


k       l 
Si  h  converge  vers  zéro ,  les  rapports  -r  et  .   auront  pour  fi- 

rn    \      .      ri     \      r       i-     •         i       F  (/,  3  H-  0  —  ^  (r,  i) 

miles  f  \x)   et  f  [x).   La  limite  de    -— ^^^-^ j- —^-^ 
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sera  la  dérivée  de  F  (y,  z)  par  rapport  à  z^  comme  si  j^  était 
une  constante;   on  la  désigne  par  F',  (y,  z).  La  limite  de 

^^  j ^-^ '  sera  pareillement  Fy(j^,  z-^-l) 

ou  F^  (y,  z)^  puisque  /  sera  zéro.  On  aura  donc,  en  nommant 
u!  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x^ 

«'  =  F;.(r,z)X/'W-4-Fl(/,z)X?'W. 

Si  i/=  \^f{x)Y  =y %  Ja  dérivée  FJ,  sera  zy^  et  la  dérivée 
F',  sera  j*ly^  (n**  392)  ;  donc 

et  pour  u  =  af^ 

w'  =  .r*-f-  a?*  /jc  =  jc*(i  4-  ir). 

395.  Lorsque  l'on  a  entre  deux  quantités  x  ely  une  équa- 
tion y  (j:,jr)  =  o,  chacune  de  ces  quantités  est  une  fonction 
implicite  de  l'autre.  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  remplacé/ 
dans/  (oc^j)  par  sa  valeur  ç  [x)  déduite  de  Féquation ,  le  ré- 
sultat sera  identiquement  nul.  La  dérivée  de  cette  fonction 
identiquement  nulle  sera  donc  aussi  zéro.  Or  cette  dérivée 
sera 

On  devra  donc  avoir  l'équation 

/x  [Jt,y)  -^  //  (x,  j)  X  f  W  =  o, 


d'où 


396.  Lorsque  la  dérivée  d^une  quantité  est  constamment 
nulle  y  cette  quantité  est  constante. 

Soit  y  (a:)  une  quantité  dont  la  dérivée  est  constamment 
égale  à  zéro.  Soient  x^  et  x,  deux  valeurs  quelconques  de  la 

variable  a:,  et  posons  Xt  —  oti  =  nlf^  d'où  h  =  -^ !•  Si  le 

nombre  n  est  très-grand,   h  sera  très-petit.  Or,  la  dérivée 

dej  [x)  étant  la  limite  de --^^ -. — ^-j  il  s'ensuit  que  l'on  a 
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£  désignant  une  quantité  qui  peut  être  rendue  aussi  voisine  de 
zéro  que  Ton  veut,  en  prenant  h  suffisamment  petit. 

Puisque/*'  (x)  =  o,  on  a,  d'après  Féquation  précédente, 


/(«,  -+-  »  A)  — /[j?i  -h  («  —  i)  A]  =  c„  A. 

On  conclut  de  là ,  en  ajoutant  et  en  remarquant  que 
Xx  +  nh  =  a?t> 

/(*,)  -/(x.)  =  «'+*'---^*"  X  (X,  -  *.). 

Soit  e  un  nombre  plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  cbacune 
des  quantités  s,,  Cj,...  e„.  Le  nombre  de  ces  quantités  étant  w, 

on  aura 

/(x,)  — /(x.)  <  f  X  (jTt  —  Jc.). 

Comme  on  peut  prendre  le  nombre  n  assez  grand  pour  que  e 
soit  ^ussi  petit  que  Ton  veut ,  il  suit  de  la  dernière  relation 
que  la  difTérence/*  (xt)  — /(^i)  est  moindre  que  toute  quan- 
tité assignable  ^  donc  elle  est  nulle.y  (a?)  a  donc  la  même  valeur 
pour  toutes  les  valeurs  de  x;  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoiieée. 

397.  Deux  fonctions  dont  les  dérwéos  sont  égales  ne  dij-- 
fèrent  que  par  une  constante* 

Si  Ton  a/'  [x)  =  y'  {x)  pour  toutes  les  valeurs  de  jc,  la  dif- 
férence/' (x)  —  (p'  (x)  est  constamment  nulle.  Or  cette  diflé- 
reuce  est  la  dérivée  de/(j:)  —  f(x).  Celle-ci  est  donc  une 
quantité  constante. 

398.  Quand  la  dérivée  est  Ax^^  en  désignant  par  A  et  a 
des  quantités  constantes,  la  fonction  primitive  est 

-— — -f-C. 

On  l'obtient  en  augmentant  l'exposant  d'une  unité  et  divisant 
par  cet  exposant  ainsi  augmenté.  C  désigne  une  constante  arbi-^ 
traire. 
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Cette  expression  de  la  fonction  primitive  est  en  défaut  lors> 
que  a  =  —  i  ;  car  alors  a  -f-  i  =  o. 

Dans  ce  cas  la  dérivée  est—  et  la  fonction  primitive  est 

A  /x  4-  C. 

399.  Lorsque  la  dérivée  d'une  fonction  f  (x)  est  positive 
pour  une  valeur  particulière  a  de  a: ,  en  désignant  par  h  une 

»   ,       y           .         1                     f{^'\'h) — f(a) 
quantité  tres-pelite ,  le  rapport  -^ 7 -^  est  aussi  posi- 
tif ;  donc,  si  h  est  positif,  on  dif  [a  -+-  h)  ^f(^)^  c'est-A-dire 
que  la  fonction  croît  avec  x.  Si,  au  contraire,  la  dérivée  est 

négative  pour  a:  =  a ,   le  rapport  — ^ j —    est  aussi 

négatif  pour  h  suffisamment  petit;  donc,  h  étant  positif,  ou 
a  y  (a  -I-  A)  <^f[a)^  c'est-à-dire  que  la  fonction  décroit  lors- 
que X  augmente. 

Séries  qui  dorment  les  valeurs  êtes  logarithmes. 

400.  Considérons  le  logarithme  népérien  de  i  -f-  x.  En  po- 
sant/(ar)  =  1  (  i  -+-  J:) ,  on  a/  (x)  =  y-^- 

Supposons  qu'on  donne  seulement  à  x  des  valeurs  compri- 
ses entre  o  et  i .  Avec  cette  condition  la  fraction exprime 

la  somme  de  la  progression  décrois«ante  et  indéfinie 

Comme  les  termes  de  cette  progression  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  on  a,  en  supposant  n  pair, 

(  I  ) I  -f-  x  —  «'  H-  x^ . . .  -h  x^"'  ">  o, 

^  I  -H^ 

(2) I  -h^  —  j:'-f-x*...-+-  j:"~'  —  x^<C  o. 

^   '  I  -f- jp  ^ 

Le  premier  membre  de  (1)  est  la  dérivée  de  la  fonction 

x^       x^       x'^             x^ 
^(jcjrzrlfl  4-^)  —  A- H -5-^-7-. ..H 
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Celte  dérivée  ç'(^)  étant  positive,  la  fonction  (f  {x)  est 
croissante  lorsque  x  augmente  (n^399).  D'ailleurs  elle  est 
nulle  pour  x=  o.  Par  conséquent  pour  J?  ^  o,  ç  (x)  ^  o ,  ou 

(3)  l(i  -+-x)>x 1. -.__..., 

Le  premier  membre  de  (2)  est  la  dérivée  de  <f{x)  — 


n  H-  1 
Cette  fonction  est  décroissante ,  puisque  sa  dérivée  est  négative. 

Elle  est  nulle  pour  x  =  o.  Donc,  pour  x]>o,  o  [x) <C^  > 

ri  "j~    I 

OU 

x^       or'  JC"  or"**"' 


K*  -H-^X^ h -5-... h 


2         3  «         /î  -h  I 

Puisque  x  <]  i ,  le  terme décroît  à  mesure  que  n  aug- 
mente; et,  pour  n  suffisamment  grand,  il  peut  devenir  plus 
petit  qu'une  quantité  donnée  quelconque.  Eln  conséquence, 
d'après  (3)  et  (4)9  en  supposant  w  =  00  , 

'M*  A*3  ^r*4 

^..  •    r  \  •*'  •*'  •** 

(5)  \(i+x)=x--  +  j-j  +  .... 

•401.    Soit    actuellement    f{x)  =  —  l(i  —  x)  ,    d'où 

I  x'* 

=  1  4-  ^  -h  ^'  +  ^ . . .  4-  A-"-'  -f- 


1   —  X  1   —  J7 

Donc ,  si  l'on  donne  seulement  à  x  des  valeurs  comprises 
entre  zéro  et  un  nombre  déterminé  a  <^  i , 


1  —  X 


I  —  X  —  x^  —  x^.  ..  —  x"~^  ]]>  o, 


1  x^ 

—  I  —  X  -^  x'  —  J?' . .  .  —  x^~^ <^  o. 


]  —  X  .1  —  a 

On  conclut  de  ces  inégalités ,  par  les  mêmes  considérations 
que  dans  le  numéro  précédent, 

X^  X^  JT** 

_l(,_^)_x_-_-...--->o, 

.  x^        x^  x"  x^-*"^  ^ 

^  '  2         3  n         (« -h  i)(i  — a)  ^    ' 
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ou  bien 

2        0  n  . 

1(1      — .J?)>    —    ^ ô-'- 


2         3  n        («-|-i)(i^4)' 

et  de  là,  en  supposant  n  =  oo  / 


j?'         x'         x^ 


(6)  I  (  I  -.  A-)  =  —  X  —  —  —  j  —  j  • . . . 

402.  Les  formules  (5)  et  (6)  donnent  les  valeurs  del(i  +  j?) 
et  de  1  (  1  —  x)^  exprimées  par  des  séries  qui  sont  convergentes 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i .  Lorsque 

X  =  I  j  la  série  x h  -5-  — ...  est  encore  converçente ,  et 

la  formule  (5)  ne  cesse  pas  d'être  exacte.  La  formule  (6)  sub- 
siste aussi  pour  cette  valeur  de  x  ^  car  les  deux  membres  sont 
infinis  (n^  372).  Mais  quaiid  a:  ^  i ,  les  deux  séries  deviennent 
divergentes,  et  les  deux  formules  ne  peuvent  plus  être  em- 
ployées. 

403.  En  faisant  x  =  -  on  a 

n 

'(■+0='(^)=""^"-'- 

et,  d'après  la  formule  (5), 

^^^  ^  '  n        2/1'       ôn^ 


En  retranchant  membre  à  membre  les  formules  (5)  et  (6), 
on  obtient 

/  I  -4-  x\  f  x^       x^  \ 

Soit    =  i  H —  ;     il    en    résulte     x  =a  — — —    et 

I  —  X  n  7.n  A-  z 


l/L±^\=.l(7i-h^)— 1/2;  donc 

(8)      l(/2H-2)  =  1/14-2     — T"  "*"  "^  .     ^  .     \.  "^  g  /^  ^   .     \5  "» 

^    '       ^        '  L2/Ï+2       3(2/i4-s)'       5[in-^zy  J 
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el  pour  -2  =  1, 

(q)     l(«-f-i)  =  l/î4-2    — î ^wj—^ — r.-+-F7 r-Ts"*"*--  r 

On  trouvera  les  logarithmes  des  nombres  entiers  consécu- 
tifs par  les  formules  (7)  et  (9),  en  faisant  successivement 
«  =  i,  =a,  =3,  etc.  Mais  la  formule  (9)  sera  préférable 
quand  la  valeur  de  n  ne  sera  pas  très-grande ,  parce  que  ses 
termes  décroissent  plus  rapidement  que  ceux  de  la  formule  (7)  • 

404.  Ces  formules  ne.  s'appliquent  qu'aux  logarithmes  né- 
périens. Pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires,  il  faudra  mul- 
tiplier toutes  les  séries  par  le  module  M  = . —  (n**  325). 
Ainsi ,  au  lieu  de  la  formule  (9),  on  aura  la  suivante  : 

(10)     loff  (/i -h I )  =  loff /? 4- 2 M  I h  :r7 ^  -H  ^^7 : — û  +•  •  •  r 

^     ^        fov    ^  /  b    -T-         l^^^n-^i       ^{^n-hiy       5(2/î-hi)'  J 

405.  En  faisant  n  =  i  dans  (9),  on 

et  en  prenant  un  nombre  suffisant  de  termes, 

1 2  =  0,693  i47  180  5. 

On  trouve  lio  en  faisant  dans  (8)   n=8  et  ^  =  2^   car 
18  =  312.  Il  vient 

llO  =  3l2  4-  2  i—h-^ :-h 


9        3.9'        5.9* 

En  calculant  les  termes  de  la  série  avec  dix  décimales  pour  en 
obtenir  neuf  dans  le  résultat,  on  trouve  que  la  valeur  du 
cinquième  terme  est  au-dessous  de  o ,  000  000  000  3  5  en  sorte 
qu'on  peut  négliger  tous  les  termes  suivants  ]  et  Ton  a 

lio  =  2,3o2  585o93* 
H  en  résulte 

M  =:  o  ,434  294  482' 

Le  module  M  étant  connu,  on  peut  calculer  les  logarithmes 
vulgaires  de  nombres  entiers  consécutifs  au  moyen  de  la  for- 
roule  (10). 
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406.  Si  Ton  veut  calculer  généralement  une  limite  de  Ter- 
reur que  Ton  commettra  par  Temploi  de  la  formule  (lo) ,  en 
s'arrètant  au  terme  de  la  série 


(2/  — l)  (2/1-4-  l)^*-^' 

on  remarquera  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  suivent  est 
moindre  que  la  somme  des  termes  d'une  progression  par  quo- 
tient dont  la  raison  est  -. r-?  et  le  premier  terme 

(2/14-1)*  ^ 


(2/ -h  i)  (2/1  H-  1)»'+* 


Il  suit  de  là  que  Terreur  commise  dans  Tévaluation  de  la  série 
sera  moindre  que 

I                                        (2/1  -h  l)' 
X7—7 -A> 


(2/  -h  i)  X  {^n  -h  i)'*-»-'       ^n  {n  -+- 1) 
ou 


4^(/l-|-l)(2l -h  l)(2«  -M)''~' 


Cette  quantité  sera  aussi  une  limite  de  Terreur  que  Ton  com- 
mettra sur  le  logarithme ,  puisque  le  module  M  est  inférieur 


a  - 
2 


407.  Les  formules  qui  viennent  d'être  exposées  en  font 
trouver  d'autres  qui  donnent  les  logarithmes  par  des  séries 
beaucoup  plus  convergentes.  En  remplaçant,  par  exemple, 
dans  la  formule  (10),  n  par  w*  —  i,  on  obtient 

L^W'—  I         3(2/1'—  i)^  J 


ou 


log(.-H.).Mog(n-.)^j^r_^  ■_^  1 

°  2  |_2/l* — 1         3(2/1' — l)^  J 

La  série  qui  entre  dans  cette  expression  de  log  n  est  très- 
convergente  5  et  lorsque  n  est  égal  ou  supérieur  à  20,  les  termes  à 
partir  du  second  n'influent  pas  sur  les  neuf  premières  décimales. 
D'ailleurs ,  si  le  nombre  n  est  premier,  les  nombres  w  -j-  i  et 
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n  —  I  sout  composés  de  facteurs  premiers  inférieurs  à  7i,  et 
lorsque  les  logarithm.es  de  ces  facteurs  sont  connus .  on  peut 
trouver  celui  de  n, 

408.  On  peut  abréger  le  calcul  des  logarithmes  pour  les- 
quels les  séries  sont  peu  convergentes ,  en  recourant  à  des  arti- 
fices particuliers.  Pour  log3,  par  exemple,  on  remarque  que 
3«=656i  et  a*«=65536;  donc  3«X  10  =  2"-+- 74-  En 
faisant /ït=  65  536  et  z  =  y^\j  on  aura,  d'après  la  formule  (8), 

81og3  -h  I  =:l6log2  -h  2M  '       '^^ 


i3ii46 

Le  premier  terme  de  la  série  suffira  pour  faire  trouver  log  3 
avec  dix  décimales. 

On  a  2*®=  1024;  donc,  en  faisant  w=  1000  et  ^  =  24^ 

°  L^^24         3  \2024/  J 

Mais  on  ne  déduit  pas  de  là  une  expression  utile  de  log  2; 
car,  pour  connaître  le  module  M,  il  faut  avoir  trouvé  1  2,  et 
en  le  multipliant  par  M,  on  obtient  le  logarithme  vulgaire. 

Enfin,  j'ajouterai  que  M,  Koralek  a  fait  connaître  récem- 
ment un  procédé  ingénieux,  par  lequel  on  calcule  rapidement 
le  logarithme  vulgaire  d'un  nombre  quelconque  compris  entre 
I  et  10  000  000. 

Evaluation  des  erreurs  qui  résultent  de  la  règle  des 
parties  proportionnelles  pour  les  différences  des 
nombres  et  celles  des  logarithmes,  -^    . 

409.  Soient  n  un  nombre  entier  et  d  une  quantité  plus 
petite  que  l'unité  ;  on  a  log  [n-^-d)  —  log  n  =  log  (  i  +  -  )  > 


donc 


ÎOg  (/Z  -h  t/)  —  log  /?  =:  M   ( -L-^  4.  .  .  ) 


Lorsque  le  nombre  n  est  tiès-grand,  les  termes  — :.»  5 — ^t  etc., 

ji,  il.     ^  Il 

21 
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sont  très-petits  comparativement  à  -  *,  on  obtiendra  donc  une 

valeur  très-approchée  de  la  diffénence  log  («H-^/)  —  logn, 

en  se  bornant  au  seul  terme  M—  Comme  la  valeur  de  ce 

n 

terme  est  proportionnelle  à  la  quantité  d^  il  s'ensuit  que ,  pour 
des  nombres  suffisamment  grands ,  les  différences  des  loga- 
rithmes sont  à  très-peu  près  proportionnelles  aux  différences 
des  nombres  ;  ce  qui  justifie  la  règle  qui  a  été  indiquée  dans 
le  nO  296. 

410.  Soit 

log('ï-*-^  —  \ogn  =  $    et    log(/i-hi) — log/z=sA. 
On  a 

log(;,  +  ,)-log;i  =  M(A^^,4.3i-3-...). 

On  conclut  de  cette  formule 


^  M              ^  M  /'           I  \ 
A<--    et     A>-     1 5 

et  par  le  développement  de  log  { n  H-  J)  —  log  /i, 

^<  et     ^>—     ,--_    . 

n  ^    \  ^^  I 

Suivant  la  règle  du  n**  296,  on  prend  pour  valeur  approchée 
de  la  diflférence  d  le  produit  rfA.  Or  ce  produit  est  compris 

entre  —  et  —  (  i )  î  et  puisque  la  vraie  diflerence  à  est 

^     Mû?      Mû?/          ^\      11  .       ^  r 

comprise  entre —  et —  I  i ]?  elle  est  comprise  a  lor- 

.     .      ^     Mrf   ^  Mû?  /  I  \    T\        i>  V 

tion  entre  —  et  —  1  i )  •  Donc  1  erreur  que  1  on  com- 

n  n    \  inj  ^ 

met    en    prenant    rfA    au    lieu    de    à    est    moindre    que 

Ad      nd  l  I  \         M</ 

I 1  ou  — -• 

n  n    \         2«/         2/1' 

La  valeur  du  module  M  est  plus  petite  que  -  (n**  405)  \  donc, 


M 


2 

M€/ 


si  le  nombre  n  est  plus  grand  que  loooo,  la  fraction  — ^  est 
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moindre  que  le  quart  d'une  unité  décimale  du  8®  ordre.  Ce 
qui  prouve  que  Terreur  ne  peut  pas  influer  sur  les  sept  pre- 
mières décimales  du  logarithme  cherché* 

•  41  i.  Lorsqu'on  reyient  d'un  l(^arithme  au  nombre,  on 
prend  pour  valeur  approchée  de  ce  nombre  /*  -h  ••  La  valeur 

«xacte  devant  être  n^dy  Terreur  est  rf .  Or,  suivant  ce 

qui  précède,  la  valeur  absolue  de  ht  différence  d£i  —  ^  est 
moindre  que — -:  donc 


^--< 


A^2/2»ù' 


€t  puisque  A>^—  (  x j)  on  a,  à  plus  forte  rmi»6n  , 


^_'< 


A         2AI  —  I 


Quand  le  nombre  n  est  plus  grand  que  loooo,  la  fraction 
-  est  moindre  que ;  Terreur  n'influe  donc  pas  sur 


2/1- —  I  20000 

les  quatre  premières  décimales  du  nombre. 

Mais  cette  conclusion  suppose  que  Ton  emploie  les  valeurs 
exactes  des  diflerences  ^  et  A ,  tandis  que  celles  dont  on  se  sert 
sont  seulement  approchées  ^  en  sorte  qu'elles  ne  peuvent  faire 
trouver qu'im  seul  chiffre  décimal  ou  deux  au  plus,  au  lieu  de 
<iuatre  [vP  300). 


HA  . 


32i4 


l'Il   « 
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PROPOSITIONS    GÉNÉRALES    SUR    LES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES 
d'un    degré    QUELCONQUE    A    UNE    INCONNUE. 


Forme  générale  des  équations  algébriques  à  une 
inconnue.— Elles  ne  comportent  qu^une  résolution 
numérique. 

412.  Les  équalîons  sont  dites  algébriques  ou  transcen^ 
dantes,  de  la  même  manîère  qiie  les  fonctions  (n**  379).  Celles 
qui  sont  algébriques  peuvent  toujours  être  ramenées  à  ne 
contenir  que  des*  puissances  entières  et  positives  des  incon- 
nues^ et  s'il  n'y  a  qu'une  seule  inconnue,  elles  peuvent  être 
réduites  à  cette  forme  : 

m  étant  un  nombre  entier,  et  A ,  B,  C . . .  K,  des  quantités  con- 
nues quelconques. 

On  donne  l'unité  pour  coefficient  au  premier  terme,  parce 
que  l'on  n'altère  pas  l'équation  en  divisant  tous  les  termes 
par  un  même  nombre.  L'exposant  m  est  le  degré  de  l'équa- 
tion. 

On  appelle  racine  toute  quantité  positive  ou  négative,  ou 
toute  expression  imaginaire,  qui,  mise  à  la  place  de  l'incon- 
nue, réduit  Téquation  à  une  égalité. 

413.  La  résolution  algébrique  des  équations  consisterait  à 
trouver  les  expressions  des  racines  de  toutes  celles  d'un  même 
degré  par  des  formules  générales.  On  a  vu,  dans  le  chapitre  VI, 
qu'on  y  parvient  pour  les  équations  du  troisième  degré.  On  y 
est  également  parvenu  pour  celles  du  quatrième  degré.  Mais 
il  a  été  démontré  que  les  degrés  plus  élevés  ne  comportent  pas 
de  semblables  formules.  En  outre,  celle  qu'on  obtient  pour  le 
troisième  degré  ne  donne  qu'une  solution  insuffisante,  à  cause 


CHAPITRE  TREIZIÈME.  325 

de  rimpossibilité  d'en  déduire  les  valeurs  numériques  des  ra- 
cines par  la  substitution  de  celles  des  coefficients ,  quand  on 
doit  trouver  trois  racines  réelles.  On  est  donc  dans  la  nécessité 
de  recourir  à  ce  qu'on  nomme  la  résolution  numérique ,  qui 
consiste  dans  des  opérations  par  lesquelles  on  calcule  directe- 
ment les  racines  des  équations  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  donnés. 

414.  J'indiquerai  ici  par  un  exemple  le  moyen  d'abréger  le 
calcul  de  la  valeur  que  prend  une  fonction  entière  de  x^  lors- 
que l'on  donne  à  jeune  valeur  numérique. 

Soit  le  polynôme  ^x^  —  i3a:*  H-  5a:^  —  4«^'  —  8  ,  dont  ou 
veut  avoir  la  valeur  pour  x  =  3, 

On  opérera  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

4X3— i3=:—i,   — ix34-5  =  -f-2,   -+-2X3  — 4  =  -h2, 
-+-2X3=4-6,     -+-6x3  —  8=-+- lo. 

Le  nombre  lo  est  le  résultat  cherché;  car,  d'après  les  opéra- 
tions qui  y  ont  conduit ,  ce  nombre  est  égal  à 

4  X  3*  —  i3  X  3*  4-  5  X  3'  —  4  X  3»  —  8. 

Valeurs  d'une  fonction  entière  de  x  pour  des  valeurs 
très'grandes,  ou  très-petites^  de  x.  —  Continuité  des 
fonctions  entières  d'une  variable. 

415.  Soit  le  polynôme  Ax"  H-  Bx"  H-  CxP  -f-  etc.,  dans  le- 
quel les  exposants  m,  n  ,  p,  etc.,  sont  des  nombres  entiers 
positifs  qui  forment  une  suite  décroissante  ^  si  Von  attribue  à 
X  des  valeurs  numériques  suffisamment  grandes ,  positives  ou 
négatives,  les  valeurs  du  polynôme  auront  le  même  signe 
que  celles  du  premier  terme  Ax"*  ;  et  Von  pourra  donnera  x 
une  valeur  assez  grande  pour  que  la  valeur  du  polynôme 
soit  aussi  grande  quon  le  voudra. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  : 

,       /         B       I         C       I 

\  A  x^'"''       A  af^-P 

Pour  ime  valeur  très-grande  dex,  les  fractions  -^^r;;?  -;;:r7>  *^lc. , 
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ont  des  valeurs  très-petites.  Par  suite,  la  somme  des  termes 

—  •  -—-t;'  t  •  -7r~»  e'^c.,  dont  le  nombre  est  nécessairement  li- 

mite,  a  aussi  une  valeur  très-petite  5  de  sorte  que,  si  Ton  fait 
croître  suffisamment  j:  •  le  polynôme  renfermé  dans  l&i  paren- 
thèses finît  par  prendre  des  valeurs  très-peu  différentes  de  l'u- 
nité ,  et  qui  sont  par  conséquent  positives.  Le  polynôme  donné 
prend  donc  des  valeurs  de  même  signe  que  celles  du  terme 
Ax^.  On  voit  de  plus  que  la  valeur  du  polynôme  peut  devenir 
aussi  grande  qu'on  le  veut ,  puisque  le  facteur  kx^  croit  indé- 
finiment avec  X. 

416.  Soit  le  polynôme  Ax"*  -f-  Bx°  -f-  Cl?  -+-  etc.,  les  esy 
posants  m  7  n  ,  p,  etc.^  étant  des  nombres  entiers  positifs  qui 
forment  une  suite,  croissante j  et  le  polynôme  étant  composé 
d!un  nombre  fini  de  termes  ;  si  F  on  attribue  ci  x  une  très-pe- 
tite "valeur,  positii^e  ou  négatiue,  le  polynôme  aura  une  ^valeur 
très-petite ,  de  même  signe  que  celle  du  premier  terme  Ax™. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  ; 


/         B  C  \ 


pour  une  valeur  très-petite  de  x,  les  quantités  x'*"'",  x^'^''^  etc. , 
dont  les  exposants  sont  positifs ,  ont  toutes  des  valeurs  très- 
petites;  de  sorte  que,  si  l'on  fait  converger  x  vers  zéro,  le 
polynôme  renfermé  dans  les  parenthèses  finit  par  prendre  des 
valeurs  très-peu  différentes  de  Tunité ,  et  qui  sont  par  consé- 
quent positives.  Le  polynôme  donné  prend  donc  des  valeurs 
de  même  signe  que  celles  du  terme  Axf".  On  voit  de  plus  que 
la  valeur  du  polynôme  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  le  veut,, 
puisque  le  facteur  Ax"*  décroît  indéfiniment  avec  x. 

in.  Étant  données  une  fonction  entière  f(x)  et  une  va- 
leur particulière  ai  de  x,  on  peut  trouver  une  quantité  h  assez 
petite  pour  que  la  différence  f  (a  -h  h)  —  f  (  a)  soit  plus  petite 
quune  quantité  donnée  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

En  effet ,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  380. 


_J 
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Or,   si  Ton  donne  à  h  une  valeur  très-petîte,  chacun  des 

termes/' (a)  ^,   — ^—^ — -,  etc.,  aura  une  valeur  très -petite-,  et 

comme  le  nombre  de  ces  termes  est  limité ,  on  peut  concevoir 
que  h  soit  assez  petit  pour  que  la  somme  de  ces  termes  devienne 
aussi  petite  qu'on  le  veut. 

418.  Soient  a  et  6  deux  nombres  donnés ,  6  étant  plus  grand 
que  a.  Si  l'on  veut  déterminer  la  quantité  h  de  manière  que, 
pour  une  valeur  quelconque  aàe  x  comprise  entre  a  et  S ,  on 
ait/(a-hA) — y{«)<CS'  ^^  désignant  par  e  une  quantité 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  on  y  parviendra  comme  il  suit. 

^  Soit  C  un  nombre  plus  grand  que  tous  les  coefficients  qui 

entrentdans  les  polynômes/' (x),*^—^— ^5*^—^»  etc.  Chacun 

des  termes  de  ces  polynômes ,  pour  une  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  6 ,  sera  plus  petit  que  C6'""-*,  si  6  >  i  -,  et  plus  petit 
que  C ,  si  6  <^  I  ^  par  conséquent ,  la  valeur  de  chaque  poly- 
nôme sera  plus  petite  que  mC6'"~*  ou  quemC  ,  selon  que  Ton 
aura  6  >  i  ou  6  <^  1 . 

Cela  posé ,  soit  K  le  nombre  m  C6"*~*  si  6  >  i ,  et  le  nom- 
bre mC  si  6<^i.  D'après  le  développement de/*(a H- A) — /(«)» 
on  aura ,  pour  une  valeur  quelconque  a  de  x  comprise  entre 
a  et  6, 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  est  égal  à  — - — y — -\  par 
conséquent ,  si  Ton  suppose  h<C  i  ^  ce  second  membre  sera 

moindre  que t«  Donc ,  si  l'on  pose j  <C  e ,  on  aura  à 

fortiori y{a  -h  h)  — f{^)  <ZB,Orlsi  première  condition  est  sa- 
tisfaite quand  on  a  /i  <  — •  Donc ,  en  donnant  à  x  des  va- 
leurs croissantes  depuis  a  jusqu'à  6 ,  et  telles  que  la  différeilce 
de  deux  valeurs  consécutives  soit  égale  à  = »   ou   moindre 

R.  -f-  8 

que  cette  quantité,  on  obtiendra  pour/(a:)  une  suite  de  valeurs 
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telles,  que  la  dilïérence  de  deux  valeurs  consécutives  sera  plus 
petite  quee. 

Propositions  par  Tesquelles  on  reconnaît  quune  équation 
a  une  racine  réelle.  —  Toute  équation  a  une  racine 
réelle  ou  imaginaire, 

419.  Théorème  i®"^.  —  Lorsque  deux  nombres  a  et  S ^  sub- 
stitués  dans  le  premier  membre  d\me  équation  f(x)  =  o,  don- 
nent des  résultats  de  signes  contraires  y  V équation  a  au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  ce  et  S, 

Si  Ton  attribue  à  x  des  valeurs  croissantes  depuis  a  jus- 
qu'à 6 ,  telles  que  la  différence  entre  chacune  des  valeurs  cor- 
respondantes dej^[x)  et  la  suivante  soit  plus  petite  qu'une 
quantité  e  aussi  petite  que  Ton  voudra,  il  y  aura  nécessaire- 
ment deux  valeurs  consécutives  àef(x)  qui  seront  de  signes 
contraires;  puisque,  par  hypothèse ,  /^(a)  eif(ë)  sont  de  si- 
gnes contraires.  Ces  deux  valeurs  consécutives  de  y  (x),  qui 
seront  de  signes  contraires,  ayant  entre  elles  une  différence 
moindre  que  s,  chacune  d'elles  sera  nunàériquement  plus  pe- 
tite que  6.  Or,  cette  conclusion  subsistant  quelque  petite  que 
soit  la  quantité  e,  il  s'ensuit  qu'il  existe  entre  a  et  S  au  moins 
une  valeur  de  x  pour  laquelle  ^(a:)  est  zéro. 

ScoLiE.  —  Comme  il  est  possible  que  le  polynôme  f(x) 
passe  plusieurs  fois  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au 
positif,  pendant  que  x  varie  depuis  a  jusqu'à  ê,  l'équation 
f(x)  =  o  peut  avoir  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre 
a  et  6. 

420.  Théorème  h.  —  Une  équation  de  degré  impair  a 
au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  son  dernier 
terme. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  négatif. 
Si  l'on  fait  a:  =  o  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  on 
aura  un  résultat  négatif,  puisque  ce  résultat  ne  sera  autre 
que  le  dernier  terme.  Si  Ton  donne  ensuite  à  x  une  valeur 
positive,  assez  grande  pour  que  le  signe  du  premier  membre 
soil  le  même  que  relui  de  son  premier  terme  (n*'  415),  on  aura 
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un  résultat  positif.  L'équation  aura  donc  au  moins  une  racine 
positive. 

Lorsque  le  dernier  terme  est  positif,  en  faisant  a:  =  o ,  on  a 
un  résultat  positif,  et  si  l'on  donne  ensuite  à  x  une  valeur  né- 
gative suffisamment  grande  ,  on  a  un  résultat  négatif^  l'équa- 
tion a  donc  au  moins  une  racine  négative. 

421 .  Théorème  m.  —  Une  équation  de  degré  pair,  dont  le 
dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles, 
r une  positive  et  l'autre  négativ^e. 

Car  en  faisant  a:  =  o,  on  a  un  résultat  négatif^  et  si  l'on 
donne  ensuite  à  x  une  valeur  suffisamment  grande,  positive  ou 
négative,  le  résultat  est  positif,  puisque  le  premier  terme, 
étant  de  degré  pair,  est  toujours  positif. 

422.  Théorème  iv.  —  Lorsque  le  premier  membre  d'une 
équation  est  composé  d'une  suite  de  termes  positifs,  après 
lesquels  tous  les  autres  termes  sont  négatifs  (le  second 
membre  étant  zéro),  T équation  a  une  racine  positii^e,  et  elle 
n  'en  a  qu  'une. 

Soit  Téquation 

dans  laquelles  les  termes  sont  tous  positifs  jusqu'au  terme 
N  a;'"""",  et  les  termes  suivants  sont  tous  négatifs. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  elle  a  une 
racine  positive  ;  il  s'agit  de  prouver  qu'elle  n'en  a  qu'une.  Or 
on  peut  mettre  le  premier  membre  sous  cette  forme  : 


^m-n l  ^n 


P  R 

■  i  ■  A-  J-'         •  .  »  '"I  ■  i.^  "~~  "~  •  .  •  ^^ 


Si  Ton  fait  croître  x  à  partir  de  zéro ,  la  quantité 
a:'*  -f-  A  a*"~* . . .  -h  N  ira  en  augmentant ,  sauf  le  cas  où  elle 
serait  constante,  ce  qui  aurait  lieu  si  le  premier  terme  de  l'é- 

P  R 

quation  était  seul  positif.  La  quantité  -  . .  .  -j ^    ira ,  au 

X  X 

contraire,  en  diminuant.  Donc,  si  x  croit  jusqu'à  l'infini, 
le  premier  membre  de  l'équation  ne  changera  de  signe 
qu'une  seule  fois.  L'équation  n'a  donc  qu'une  seule  racine 
positive. 
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On  voit  en  outre  que,  si  x  croît  à  partir  d'une  valeur  qui 
rende  le  premier  membre  de  Téquation  positif,  la  valeur  de 
ce  polynôme  croîtra  avec  celle  de  x, 

423.  Théorème  v.  —  Une  équation  a  toujours  une  racine 

de  la  forme  a-f-by'  —  i,  a  et  b  étant  des  quantités 
réelles  (*). 

Considérons  d'abord  les  quatre  équations 

a:*  z= -h  I ,      af**  =  —  i,      of*  = -f-y' — i,       af^  •=  —  sj — i. 

L'équation  x'"  =  -f-  i  admet  toujours  une  racine;  car  on  la 
vérifie  en  posant  x  =  i,  quel  que  soit  m,  A  l'égard  des  trois 
autres  équations,  on  sait,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cha- 
pitre VI,  que  l'équation  a:'"  =  —  i  a  toujours  au  moins  une 
racine  réelle  ou  imaginaire  \  et  que  chacune  des  deux  dernières, 

o:^  =  -h  ^ —  I ,  a:"*  =  —  \l —  i ,  a  des  racines  imaginaires , 
toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  de  la  forme  2*.  Il  reste  à 
vérifier  la  proposition  pour  ces  deux  équations,  quand  m  est 
un  nombre  impair  ou  le  produit  d'une  puissance  de  2  par 
un  nombre  impair.  A  cet  effet,  soit  m  =^  i^yc^n^  n  étant  un 

nombre  impair;  en  posant  x^  =.-  y^  on  a  les  deux  équations 
Or 

[^  sl—i)'''-'  =  4-  v^ ~,    (-4-  sl^iY""  =  -^~i;  (no  ao7) 

par  suite , 

(- v^rrr  ' = -  v/— ,  (_  ^/— r ' = + ^/-r. 

Ces  égalités  montrent  que  chacune  des  deux  équations  ci-des- 
sus, dans  lesquelles  n  est  un  nombre  impair,  admet  toujours 

une  racine  égale  à  -H  ^ —  i  ou  à  —  v^ —  i.  D'ailleurs,  si  dans 

l'équation  x*  =  jr  on  fait  y  =  -h  V^ —  i  ou  j^  =  —  ^ —  i , 
cette  équation  donnera  toujours  pour  x  des  valeurs  de   la 

forme  p  +  q  si —  i  (n*^  212).  Il  existe  donc  des  valeurs  ima- 

( *)  Le  lecteur  peut  admettre  ce  théorème  sans  s'arrêter  à  la  démonstration. 


^ 
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ginaircs  de  x  qui  vérifient  les  équations  x*"  =  -H  ^ —  i   et 

Considérons  actuellement  l'équation 
(i)  a:"+ A.a:"-'  4- A,a^«-'^  ..H-  A«-,ar4-  A,»  =0; 

les  coefficients  Ai ,  At , . . . ,  A,„_i ,  A«,  pouvant  être  des  quan- 
tités réelles  ou  des  expressions  imaginaires. 

Si  Ton  fait   dans  le  premier  membre  X'=^p-\-q  v — 19 
p  et  q  représentant  des  quantités  réelles,  le  résultat  sera  une 

expression  imaginaire  P  -h  Q  v' —  i ,  P  et  Q  étant  des  fonctions 
réelles  et  entières  de  p  et  q.  Pour  que  l'équation  soit  satisfaite, 
il  faudra  que  Ton  ait  P  =  o  et  Q  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  P*  -h  Q*  =  o.  Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  tou- 
jours un  couple  de  valeurs  réelles  de  p  et  ^  qui  satisfait  à  cette 
condition  P*  -h  Q*  =  o.  Pour  cela,  nous  prouverons  d'abord 
que  la  plus  petite  valeur  que  peut  recevoir  la  quantité  P'-4-Q', 
lorsqu'on  fait  varier  ;;  et  q^  correspond  à  des  valeurs  finies 
dep  et  de  q  -,  nous  ferons  voir  ensuite  que  cette  plus  petite  va- 
leur est  zéro. 
Rappelons,  avant  tout,  que  la  quantité  ^PM-Q*  est  ce 

qu'on  nomme  le  module  de  l'expression  imaginaire  Ph-Q  y/ —  i 
(n«205). 

Pour  démontrer   que   la  plus    petite  valeur  du  module 

^P'  H-  Q*  correspond  à  des  valeurs  finies  dep  et  de  ^,  il  suffit 
de  prouver  que,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  les  quantités 

p  et  ^  ou  seulement  l'une  d'elles,  le  module  y/P*  -h  Q*  croît  in- 
définiment. Or  le  premier  membre  de  Féquation  peut  être  écrit 
sous  cette  forme 


(-^ 


„»  .  .A,  A2  An, 


En  posant  x  =  p-{-q  \J —  i,  on  aura 

On  a  vu  que  le  module  du  produit  de  plusieurs  expressions 
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imaginaires  est  le  produit  des  modules  des  facteurs,  et  le  mo- 
dule du  quotient  de  deux  expressions  imaginaires  est  le  quo- 
tient du  module  du  dividende  divisé  par  celui  du  diviseur 
(n«»  206  et  208). 

Cela  posé,  les  modules  des  èoeiBcients  Ai,  Aj...,  A„j, 
étant  des  quantités  finies,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  les 
deux  quantités  ;?  et  ^ ,  ou  seulement  F  une  d'elles ,  les  modules 

des  fractions  '■■ '-^_-^-7-,v>   ~,  — — 

décroîtront  indéfiniment*,  ces  fractions  se  réduiront  donc  à 

des  expressions  imii^ginaires  «i  -h  6,  sj — i  ,«8-1-68  V^ —  i ,  etc., 
dans  lesquelles  les  quantités  «i,  6i ,  «s,  ^89  etc.,  pourront 
devenir  toutes  aussi  petites  qu'on  le  voudra.  Il  suit  de  là  que 

la  somme 

A,  Aï 

sera  une  expression  imaginaire  i  -H  y  -h  cJ  sj —  i»  dans  laquelle 
les  quantités  y  et  cî  pourront  être  rendues  aussi  petites  qu'où 
le  voudra  ^  par  conséquent  le  module  de  cette  somme ,  ou  la 

quantité  v/{i  4- y )*-!-<?*,  aura  une  valeur  très-peu  diffé- 
rente de  l'unité.  Mais  le  module  de  [p  -\-  q  sJ — i)"*  croîtra  in- 
définiment. Donc  le  module  de  P  -f-  Q  y/ —  i  croitra  lui- 
même  indéfiniment*,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  faut  actuellement  prouver  que  la  plus  petite  valeur  de 

^  P*  -{-  Q*  est  zéro  5  or  cela  sera  démontré  si  Ton  fait  voir 

que,  toutes  les  fois  que  V'P*  -h  Q'  a  une  valeur  différente  de 
zéro,  on  peut  assigner  une  valeur  imaginaire  de  a:  telle,  qu'en 
représentant  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  valeur  dans 

le  premier  membre  de  l'équation  par  P'  -+-Q'  V —  i  ?  ou  ait 

P"-f-Q''<P-+-Q'. 

Désignons   la    valeur  de  x  qu'il   s'agira  de   trouver   par 

p  +  q  si —  I  4-  s  u,  6  représentant  un  nombre  qu'on  pourra 
supposer  aussi  petit  qu'on  le  voudra ,  et  u  étant  une  indéter- 
minée qui  pourra  recevoir  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 
Pour  obtenir  le  résultat  de  la  substitution  de  la  quantité 

p  ~i-  ç  y/- —  I  4-  e  w  à  la  placé  de  x  dans  le  premier  membre  de 
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Téquation  (i),  nous  remplacerons  d'abord  x  par  a: -{-A;  nous 

ferons  ensuite  x  =  p  -h  ç  ^ —  i  eih  =  zu. 

Le  résultai  de  la  substitution  de  x -h  h  k  la  place  de  x  dans 
le  premier  membre  de  Téquation  peut  être  exprimé  par 

(2)  X  -h  X'  ^  4-  —  A»  -H  -^^  /i^  . .  4-  /*•"  ; 

^    '  I  .2  I .2.3 

X  désigne  alors  le  premier  membre  de  l'équation,  et  X',  X", 
X'",  elc,  sont  les  dérivées  successives  de  ce  polynôme. 

Quand  on  fait  x=p'\~ç  ^ — i  dans  le  polynôme  (2),  le 

premier  terme  X  devient  P  -f-  Q  ^— i. 

Quant  aux  coefficients  des  puissances  de  h  dans  les  termes 
suivants,  il  peut  arriver  que  quelques-uns  deviennent  nuls; 
mais  ils  ne  peuvent  pas  s'évanouir  tous  en  même  temps ,  puis- 
que le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  h  est  l'unité. 

Soit  A"  la  plus  faible  puissance  de  h  dont  le  coefficient  ne 

devient  pas  zéro  quand  on  suppose  a:  =  p  -f-  y  \/ — i .  Ce  coef- 
ficient sera  de  la  forme  R  -+-  S  s/ —  i ,  et  Ton  n'aura  pas  en 
même  temps  R  =  o ,  S  =  o. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par  P'  -h  Q  y/ — 1  la  valeur 
que  prend  Iç  polynôme  {2),  quand  on   y   remplace  x  par 

p  -h  ç  ^ —  I ,  et  A  par  e  m,  on  aura 

(3)  F  -4-  Q'  V^^  =  P  H-  Q  \/~  -h  (r  -I-  S  v/~)  8«  w 

H-  [des  termes  en  «"+',«"■*"%  ...,«'"). 

On  peut  attribuer  à  u  une  valeur  telle  que  «"==  -f-i,  ou 
que  w"  =  —  I ,  alors  il  vient 

P'  ^.  Q'  y/Tr7=:  p  4-  Q  v^^=T±(r  4-  s  s/^^)8'» 

-h  (des  termes  en  «"+',  «"+% . .  .  ,e'"). 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires ,  on 
trouve 

P'  =  P  ±  Re"  4-  (des  termes  reefs  en  g"-^-',  s"-^% ...  e"»  ), 
Q'rzrQiSe'»  '■\'{des  termes  réels  en  e"^',  6"+%.  .  -  s*")  j 

d'où  l'on  conclut 

.  P"  4-  Q"  =  P'  4-  Q'±  2  (  PR  4-  QS)  s" 

4-  [des  termes  réels  en  e""^',  £""•"% .  .  , ,  s""). 
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Or  on  peut  prendre  le  nombre  €  assez  petit  pour  que  la  somme 
des  termes  affectés  des  diverses  puissances  de  e  dans  la  valeur 
de  P'*  +  Q'*  ait  le  même  signe  que  le  terme  ±:  2  (  PR-f-  QS)  e" 
(n°  4-16)  ^  de  plus ,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  ce  terme 
soit  négatif  5  car  il  suffit  de  déterminer  u  de  manière  que  a" 
soit  égal  à  4-  I  ou  à  —  i  ,  selon  que  la  quantité  PR  -f-  QS  est 
négative  ou  positive.  Quand  toutes  ces  conditions  seront  rem- 

# 

plies ,  on  aura 

p'ï 4-  Q'»  < p»  -h  Q%     d'où     v^p'^-t-Q'» <  v/F+Q* • 

Nous  avons  supposé  que  la  quantité  PR  -h  QS  n'était  pas 
nulle;  il  faut  donc  encore  examiner  le  cas  où  Ton  aurait 
PR  -h  QS  =  o.  Alors ,  au  lieu  de  faire  m"  =  zh  i  dans  l'é- 
quation (3),  on  donnera  à  u  une  valeur  telle  que  l'on  ait 

u'*  =  dz  y— 1 5  il  en  résultera 

d'où 

et ,  par  suite , 

P'»  -f-  Q"  =  P* -h  Q*±  a  (QR  —  PS)  e«  H-. . .  ; 

les  termes  qui  suivent  le  terme  en  e"  sont  réels  ,  et  ne  contien* 
nent  que  des  puissances  de  s  dont  Texposani  est  supérieur  à  n. 
Comme  on  a ,  par  hypothèse ,  PR  -h  QS  =  o ,  on  ne  pourra 
pas  avoir  QR  —  PS  =  o  5  car,  si  ces  deux  égalités  subsistaient 
en  même  temps ,  on  en  conclurait 

(PR  +  QS)»4-(QR  — PS)*=o,     ou     (P»-+-Q»)(R»4-S«)=ro. 

Par  suite,  on  devrait  avoir  P*  -h  Q*  =  o,  c'est-à-dire  P  =  o , 
Q  =  o  -,  ou  bien  R*  -h  S*  =  o ,  c'est-à-dire  R  =  o ,  S  =  o  ;  ce 
qui  est  contraire  aux  suppositions  qui  ont  été  établies. 

La  quantité  QR  — PS  n'étant  pas  nulle,  on  pourra  prendre 
le  nombre  e  assez  petit  pour  que  la  somme  des  termes  affec- 
tés des  diverses  puissances  de  e,  dans  la  valeur  ci-dessus 
de  P'*  -h  Q'*,  ait  le  même  signe  que  le  premier  terme 
±2(QR  —  PS)£".  De  plus,  on  pourra  faire  en  sorte  que  ce 
terme  soit  négatif  5  car  il  suffira  de  déterminer  u  de  manière 
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que  a"  soit  égal  à-+-\/  —  i  ou  à  —  v^ —  i,  selon  que  la  quan- 
tité QR  —  PS  sera  négative  ou  positive.  Quand  ces  deux  con- 
ditions seront  remplies ,  on  aura 

Décomposition  des  Jonctions  entières  en  facteurs  du 

premier  degré. 

4-24*  Théorème  vi.  —  Si  a.  est  une  racine  d*une  équation 
X  =  o ,  fe  premier  membre  de  V équation  est  divisible  par  le 
binôme  x  —  a. 

Concevons  que  l'on  divise  le  polynôme  X  par  œ  —  a  ^  le  di- 
viseur ne  contenant  x  qu'au  premier  d^ré ,  l'opération  con- 
duira à  un  reste  indépendant  de  Xj  et  le  quotient  ne  renfer- 
mera point  X  en  dénominateur.  Nommons  Q  le  quotient  et  R 
le  reste  ;  on  aura 

X  =  (x— a)xQ-l-R. 

Si  l'on  fait  dans  cette  égalité  x=  a^  le  premier  membre  de- 
viendra nul 5  puisque,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  l'équa- 
tion X  =  o  5  le  produit  [x  —  a)  X  Q  deviendra  aussi  nui^  car 
le  facteur  x  —  a  est  réduit  à  zéro ,  et  le  facteur  Q  ne  peut  pas 
devenir  infini;  d'ailleurs  le  reste  R  ne  changera  pas,  puis- 
qu'il est  indépendant  de  x.  Il  suit  de  là  que  R  est  nul.  Donc 
le  polynôme  X  est  divisible  par  x  —  a. 

ScoLiE  i^"^.  —  Réciproquement,  lorsque  le  binôme  x  — a 
divise  le  polynôme  X ,  a  est  racine  de  l'équation  X  =  o.  Car 
on  a ,  par  hypothèse ,  X  =  (a:  —  û)  X  Q  ?  le  quotient  Q  étant 
entier  par  rapport  à  x  ;  or,  si  l'on  fait  dans  cette  égalité  x  =  a, 
'le  second  membre  devient  nul  5  le  premier  membre  doit  donc 
aussi  être  réduit  à  zéro. 

ScoLiEii. — Quelle  que  soit  la  quantité  a,  lorsqu'on  fait  a:=a, 
dans  les  deux  membres  de  l'égalité  X=:  (x  —  a)xQ-f-Ry 
le  produit  (x  —  a)xQ  est  réduit  à  zéro ,  et  le  reste  R  ne 
change  pas.  Donc  le  reste  R  est  égal  à  la  ^valeur  que  prend  le 
polynôme  X  lorsqu'on  remplace  x  par  a.  Cette  dernière  pro- 
position renferme  le  théorème  vi  5  car,  lorsque  a  est  racine  de 
l'équation  X  =  o ,  le  résultat  de  la  substitution  de  a  à  la  place 
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de  X  dans  X  étant  zéro,  le  reste  de  la  division  de  X  par  x  — 
est  aussi  zéro  5  le  polynôme  X  est  donc  divisible  parx  —  a. 


a 


425.  On  peut  démontrer  le  théorème  vi  d'une  autre  ma- 
nière, qui  fait  trouver  en  même  temps  la  loi  du  quotient  delà 
division  de  X  par  oc  —  a. 

Soit  l'équation 

(l)  a:«-4-A,a7»^'-hA,a:^»..  .-h  A«.,ar-h  A«='o. 

Si  a  est  une  racine,  on  aura  l'égalité 

«'"-♦-A.fl'"-'  4- Aja"»-'.  ..-HA«-,û-4- A„=:o.' 

En  tirant  delà  la  valeur  de  A,n>  et  la  reportant  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  { 1  ),  ce  polynôme  devient 

;tw— a'"4- A,(a:^-'— a'"-')-hA,(^-'  — ^-»).  .  .-I-A;„_,  (x  — /?). 

Or  X — a  divise  chacun  des  binômes  ocf — a*",  x^"^ — a'"~%etc. 
(n**  49).  Le  premier  membre  de  l'équation  (  i  )  est  donc  aussi 
divisible  par  x —  a. 

Pour  obtenir  le  quotient ,  il  suffît  d'effectuer  la  division  de 
chacun  des  binômes  x"*  —  a"*,  x'"~^  —  a'""* ,  etc.,  par  x  —  a , 
et  d'ajouter  ensuite  les  quotients  partiels,  en  multipliant  le 
second  quotient  par  Ai ,  le  troisième  par  At ,  etc.  ;  on  trouve 
ainsi  le  résultat  ci-dessous  : 


A, 


.m— a 


à" 
A, 


jf*' 


a' 


A3 


af^ 


—4 


^-1 
A,«'^» 

AjAr"^^ 


On  obtient  le  coefficient  de  chaque  terme  du  quotient ,  à  par^ 
tir  du  second  y  en  multipliant  le  coefficient  du  terme  précédent 
par  a ,  et  en  ajoutant  au  produit  le  coefficient  du  terme  quia, 
dans  le  polynôme  proposé,  le  même  rang  que  le  terme  du 
quotient  que  Von  veut  former.  Le  coefficient  du  premier  terme 
du  quotient  est  le  même  que  celui  du  prc  mier  terme  du  poly- 
nôme proposé. 


CHAPITRE  TREIZIÈME.  337 

4S6.  Quelle  que  soit  la  quantité  a,  le  premier  membre  de 
l'équation  (i)  peut  être  écrit  sous  cette  forme, 

-t-a"  -hA,«^'  H-Aa<?"*-» +  A^,  fl-hA«. 

Cette  expression  est  formée  de  deux  parties ,  dont  Tune  est 
divisible  par  x  —  a,  et  l'autre  est  indépendante  de  x*^  celle-ci 
exprime  donc  le  reste  de  la  division  du  polynôme  proposé  par 
X  —  a.  On  est  ainsi  ramené  à  la  conclusion  qui  a  été  établie 
dans  le  scolie  II  ci-dessus. 

On  peut  encore  établir  les  principes  contenus  dans  les  deux 
numéros  précédents,  en  effectuant  la. division  du  polynôme 
ar  -h  AïO?^"*  -4-  AjO?^"*  +  etc.  par  le  binôme  x  —  a, 

427.  Théorème  vu.  —  Une  équation  du  degré  m  a  m  ro" 
cines  réelles  ou  imaginaires. 

Représentons  l'équation  proposée  par  X  =  o.  D'après  le 
théorème  V,  cette  équation  a  une  racine  réelle  ou  imaginaire* 
Nommons  a  cette  racine;  le  premier  membre  sera  divisible 
par  X, —  a ,  et  le  quotient  sera  un  polynôme  du  degré  m  —  i  ; 
on  aura  donc 

X  =  (jc  — û)(^-'-4-  . . .). 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  polynôme  x"*""*  H- etc. ,  on  obtiendra 
une  équation  qui  aura  aussi  une  racine.  Nommons  b  cette  ra- 
cine; le  polynôme  x"*""*  H- etc.  sera  divisible  par  x — h^  et 
le  quotient  sera  un  polynôme  du  degré  m  —  2  ;  de  sorte  que 
1  on  aura,  à  cause  de  l'égalité  ci-dessus, 

X  =  («  —  fl)  (ar  —  ^  )  (o:^-» -h  . . .). 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  polynôme  a:^~*-Hetc.,  il  en  résul- 
tera une  équation  qui  admettra  une  racine  c;  le  polynôme 
jî^-*  -I-  etc.  sera  divisible  par  x  —  c,  le  quotient  sera  du  de- 
gré m  —  3 ,  et  l'égalité  précédente  deviendra 

X  =  (a?  — a)  {x^h)[x^c){±^^'h  ...)• 

On  pourra  continuer  ainsi  "jusqu'à  ce  que  le  dernier  quotient 
soit  un  binôme  du  premier  degré  x  —  A;  et  il  en  résultera 

X=:  (^  —  a){x  —  h){x  —  £?)...(«  —  l). 
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Or,  d'après  cette  égalité ,  le  polynôme  X  sera  réduit  à  zéro  si 
Ton  met  à  la  place  de  x  une  des  m  valeurs  a,  6,0,..., A; 
donc  Téquatîon  X  =  o  a  m  racines. 

Il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  facteurs  x  —  a^  x  —  t, 
X  —  c,  etc.,  soient  égaux;  dans  ce  cas  on  dit  que  l'équation 
X  =  o  a  des  racines  égales.  Par  exemple ,  si  le  polynôme  X 
est  divisible  par  (»r  —  «)*,  on  dit  que  Téquation  a  trois  ra- 
cines égales  à  a, 

4'28.  Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  a  différente  de  chacune 
des  quantités  a,  &,  ç, . . . ,  /r,  aucun  des  facteurs  ci-dessus  ne 
sera  nul ,  donc  leur  produit  ne  sera  pas  nul  (n°  206)  5  donc  a 
ne  sera  pas  racine  de  l'équatton  X  =  o.  SMljr  a  des  racines 
égales,  en  sorte  qu'on  ait  X  =  (x  —  a)"  (x  —  i)''. . . ,  le 
polynôme  X  ne  pourra  être  égal  à  aucun  autre  produit  formé 
des  mêmes  facteurs  avec  des  exposants  différents.  Car  soit, 
s'il  est  possible , 

(x  —  «)«  (  jr  —  ty  .  .  •  ==  (x  —  «  V»'  {x  —  b)P' 

Si  n^n'j  on  peut  diviser  les  deux  membres  par  (x  —  a)**', 
et  il  vient 

{x  —  ay-'^'  {x  ^  b)P  ...  =(jr—  h)P' 

Or,  le  premier  membre  de  celte  dernière  égalité  est  réduit  à 
zéro  par  Thypothèse  x  =  a^  et  il  n'en  est  pas  de  même  du 
second  membre,  puisque  tous  ses  fatîteurs  sont  différents  de 
X  —  a,  L^égaliié  est  donc  impossible. 

Il  suit  de  là  (^aUne  équation  du  degré  m  n  admet  quun 
seul  système  de  m  racines  égales  ou  inégales, 

429.  Si  l'on  multiplie  entre  eux  les  facteurs  du  premier 
degré  du  polynôme  X,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  les 
produits  qu'on  obtiendra  seront  des  diviseurs  de  X.  De  plus, 
le  polynôme  n'admettra  pas  d'autres  diviseurs  que  ceux  qui 
résulteront  de  ces  multiplications.  Le  nombre  des  diviseurs  du 

detÛLième  degré  est  donc   — ^- — -  \  celui  des  diviseurs  du 


,     .  .^         1        ,         m  (m  —  i)  (w—  2) 
troisième  aeçre  est  — ^ ^-^^ : 


1.2 

-2V 

etc. 
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430.  Représentons  par  A  et  B  deux  fonctions  entières  de  x. 
Si  elles  sont  toutes  deux  divisibles  par  une  autre  fonction  en- 
tière D ,  les  équations  A  =  o  et  B  =  o  auront  Tune  et  l'autre 
toutes  les  racines  de  l'équation  D  =  o. 

Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B,  en  supposant  le 
degré  de  B  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  celui  de  A  ;  et  soit 
R  le  reste  dont  le  degré  sera  moindre  que  celui  de  B.  On  aura 

A  =  BQ  -+-  R. 

D'après  cette  égalité,  si  une  valeur  de  x  donne  A  =  o  et 
6=0,  elle  donnera  aussi  R  =  o  ^  et  si  une  valeur  de  x 
donne  B  :=.  o  et  R  =  o ,  elle  donnera  aussi  A  =  o.  Les  racines 
communes  àA=o  etB  =  o  sont  donc  les  mêmes  que  celles 
qui  sont  communes  à  B  =  o  etR^o. 

Le  degré  de  R  étant  moindre  que  celui  de  B ,  on  pourra  di- 
viser B  par  R.  Si  la  division  ne  se  fait  pas  exactement,  il  en  ré- 
sultera un  reste  R'  dont  le  degré  sera  moindre  que  celui  de  R^ 
et  les  racines  communes  à  A  =  o  et  B  =  o,  ou  à  B±=:o  et 
R  =  o,  seront  les  niêmes  que  celles  qui  seront  communes  k 
R  =  o  et  R'=:o. 

En  continuant  ces  divisions  successives ,  eom.me  les  degrés 
des  restes  iront  toujours  en  diminuant,  on  parviendra  à  un 
reste  indépendant  de  j:?.  Si  ce  reste  est  nul ,  le  dernier  diviseur 
sera  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier  degré  communs 
aux  polynômes  A  et  B,  ou  le  diviseur  commun  de  ces  poly- 
nômes du  degré  le  plus  élevé.  Si  l'on  est  conduit  à  un  reste 
numérique,  les  polynômes  A  et  B  n'auront  aucun  facteur 
commun  en  x^  et  les  équations  A  =  o  et  B=o  n'auront 
aucune  racine  commune. 

Les  racines  d'une  équation  ne  changeant  pas  quand  on  la 
multiplie  par  un  nombre  quelconque,  on  peut  faciliter  et 
simplifier  les  opérations  en  introduisant  ou  en  supprimant  des 
facteurs  numériques  dans  les  polynômes  A  et  B  et  dans  les 
restes  successifs,  de  manière  à  éviter  dans  les  divisions  les 
coefficients  fractionnaires. 

Le  diviseur  commun  du  degré  le  plus  élevé  de  deux  fonc- 
tions entières  est  appelé  leur  plus  grand  commun  dmseur, 

431.  Théorème  viii.  —  Lorsqu'une  équation  dont  tous 

22. 
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les   coefficienfs    sont    réels   admet    une    racine  imaginaire 

a  4-  6  yj —  I  ^  ç//e  a  aussi  la  racine  conjuguée  a  —  6  sj — ^i. 

Concevons  que  l'on  su bsli lue  a  -f-  S  \J —  i  à  la  place  de  x 
clans  le  premier  membre  de  l'e'quatîon  ;  les  termes  dans  les- 
quels 6  si —  I  sera  élevé  à  une  puissance  paire  seront  délivrés 
du  symbole  y —  *  \  tandis  que  ce  symbole  se  conservera  dans 
tous  les  termes  où  la  même  quantité  6  \/ — i  sera  élevée  à  une 
puissance  impaire  (n®  207)  -,  de  sorte  que,  si  Ton  représente  le 
résultat  de  la  substitution  par  P  H-  Q  \j — i ,  P  et  Q  seront 
des  quantités  réelles;  P  ne  contiendra  que  des  puissances 
paires  de  o ,  et  Q  ne  contiendra  que  des  puissances  impaires  de 
cette  quantité. 

Si  l'on  remplace  dans  la  même  équation  x  par  a 6  J i, 

le  résultat  ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  puis- 
sances impaires  de  6  auront  des  signes  contraires;  par  consé- 
quent, ce  résultat  sera  P  — QydT.  Maïs  puisque,  par 
hypothèse ,  a  -4-  6  V^—^  est  racine  de  l'équation ,  il  faut  que 
l'expression  P  -H  Q  v^—  i  soit  zéro ,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 
séparément  P  =  o,  Q=:o.  L'expression  P— Qv/^^Tsena 
donc  aussi  zéro,  a — 6  V^ — i  sera  donc  une  racine  de  l'équation. 

Corollaire  i.  —  Dans  une  équation  dont  les  coefficients 
sont  réels,  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair. 

Corollaire  ii.  —  Les  facteurs  correspondants  aux  racines 
imaginaires  conjuguées  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  réels ,  produisent  des  facteurs  réels  du  second  degré  en  x. 
Car  les  facteurs  correspondants  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  étant  x  —  a  —  &  y/Hl  et  x  —  «  4-  6  sf^i^  le  pro- 
duit de  ces  deux  facteurs  est 

Ou  conclut  de  là  qu'î/n  polynôme  f  (x)  de  degré  pair,  dont 
les  coefficients  sont  réels,  est  décomposable  en  facteurs  réels 
du  second  degré. 

Un  polynôme  de  degré  impair  a  un  facteur  réel  du  premier 
degré  (n°  420)  ;  et,  en  le  divisant  par  ce  facteur,  on  a  un  quo- 
tient de  degré  pair. 
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Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  et  les 

racines. 

432.  Théorème  ix. — Dans  une  équation  ramenée  à  la  forme 
x"+  A x"*~*  -H  B x"*~* -H C x"-'  . . .  +  K  =  o  {le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  V inconnue  étant  V unité) ,  le 
coefficient  du  deuxième  ternie  pris  ax^ec  un  signe  contraire  est 
égal  à  la  somme  des  racines^  Le  coefficient  du  troisième  te/me 
est  égal  à  la  somme  des  produits  des  racines  deux  à  deux» 
Le  coefficient  du  quatrième  terme  pris  ai^ec  un  signe  contraire 
est  égal  à  la  sommé  des  prx>duits  des  racines  trois  à  trois  ; 
ainsi  de  suite.  Le  dernier  terme  pris  as^ec  son  signe  ou  av^ec 
le  signe  contraire,  suivant  que  le  degré  de  t équation  est 
pair  ou  impair,  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines. 

Soient  a ,  i ,  c , . . . ,  Âr ,  les  m  racines  de  Téquation  \  le  pre- 
mier membre  devra  être  identique  avec  le  produit 

(jc  —  a)\x  -r-  b){x  —  c) .  .  .  (a?  —  k). 

Or,  dans  le  produit  de  m  facteurs  x-|-a,x-t-6,a:-hc,  etc. , 
le  coefficient  de  a:"*~*  est  la  somme  des  quantités  a^b^c^  etc.  ; 
le  coefficient  de  af"^'^  est  la  somme  des  produits  des  mêmes 
quantités  deux  à  deux  \  celui  de  af^"^  est  la  somme  des  produits 
àe  ces  quantités  trois  à  trois,  etc.  \  et  le  dernier  terme  est  le 
produit  de  toutes  ces  quantités  (n^  340).  Pour  passer  du  pro- 
duit des  facteurs  x-\-a^x-\-b^  etc.,  à  celui  des  facteurs 
X  —  a^x  —  & ,  etc. ,  il  suffit  de  changer  les  signes  des  quan- 
tités a,  6,  c,  etc  \  par  là  les  produits  dans  lesquels  ces  quan- 
tités entrent  en  nombre  impair  changent  tous  de  signe,  et 
ceux  dans  lesquels  elles  entrent  en  nombre  pair  ne  changent 
pas.  On  conclut  de  là  le  théorème  énoncé. 

ScoLiE.  —  Ce  théorème  donne  m  équations  entre  les  m  ra- 
cines et  les  coefficients  ;  et  on  pourrait  penser  qu'on  faci- 
litera la  recherche  des  racines ,  en  remplaçant  l'équation  pro- 
posée par  le  système  de  ces  m  équations.  Mais,  comme  les 
racines  entrent  toutes  de  la  même  manière  dans  ces  équa-<> 
tions ,  en  sorte  que  celle  que  l'on  a  représentée  par  a ,  par 
exemple,  exprime  indifféremment  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  il  faudra  nécessairement  que,  si  Ton  parvient  à  dé- 
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duîre  des  relations  dont  il  s'agit  une  équation  qui  ne  contienne 
plus  que  flr,  celle  équation  donne  indistinctement  toutes  les 
racines*,  par  conséquent,  elle  sera  la  inème  que  l'équalioA 
proposée. 

Considérons,  par  exemple,  Téquation  du  troisième  degré 

x^  4-  Ax'-j-  Bj:  -h  C  =  o. 
En  représentant  les  trois  racines  par  «,  i,  c ,  on  a 

—  a  —  b  —  c=A,      ab  ~\- ac ->r  bc  =i^y      — abcznC 

Pour  éliminer  i  et  c  entre  ces  trois  équations,  il  suffit  de  sub- 
stituer dans  la  deuxième  les  valeurs  de  &  +  c  et  de  bc  dé- 
duites de  la  première  et  de  la  troisième.  On  parvient  ainsi  à 
l'équation 

fi^  -f-  Afl*  -t-  B«  -f-  C  =  o. 

Celle-ci  ne  diiïère  de  la  proposée  que  par  le  changement  de 
X  en  a. 

Transformation  des  équations, 

433.  On  facilite  souvent  la  résolution  d'une  équation  en 
lui  faisant  subir  quelque  transformation  dont  l'efTet  est  d'aug- 
menter ou  de  diminuer  les  racines  d'une  certaine  quantité,  de 
les  multiplier  ou  de  les  diviser  par  un  môme  nombre,  etc. 

Soit  Féqualion 

Pour  augmenter  toutes  les  racines  d'une  quantité  A,  on  pose 

j  =  .r  -h  /i ,     d'où     x-rz y  —  h\ 
en  eifecluant  la  substitution  dans  l'équation  (i),  il  vient 

(2)        (7  —  A)»»  -t-  A  (r  —  hY^'  H-  B(r  —  hy-^  .  .  -h  K  =  o. 

Cette  équation  satisfait  à  la  condition  proposée;  car  le  résultai 
de  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  (i)  est  le  même 
que  celui  de  la  substitution  de  «  -f-  A  à  la  place  de^  dans  (3). 
Par  conséquent,  si  a  est  une  racine  de  la  première  équation,. 
«  -t-  A  est  une  racine  de  la  seconde. 
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On  peut  ausrî  parvenir  à  cette  conclusion  en  mettant  le 
premier  membre  de  Téquation  sous  la  forme  d'un  produit  de 
facteurs  du  premier  degré;  car,  sia,6,c,...,fc  sont  les  ra- 
cines, le  premier  membre  sera  équivalent  à 

(x  — -  rt)  {x  —  /;)  [x  —  c),  ,  .{x  —  A). 

Or,  en  mettant  y  —  h  k  la  place  de  or,  on  change  ce  produit 
dans  le  suivant  : 

[r  -  {« -h //)]  [r-(b-h  A)]  [/  -  (c  -f-  A)J  .  [y-(i+  h)]-, 

les  racines  de  Téquation  en  y  formée  par  cette  substitution 
sont  donc  a  +  /i ,  è  H-  A , .  .  . ,  k-\-  h. 

434.  Quand  on  veut  diminuer  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (i)  d'une  même  quantité,  la  question  ne  diffère  de  celle 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  qu'en  ce  que  h  doit  être  une 
quantité  négative.  Si  l'on  représente  celte  quantité  par  — &, 
l'équation  transformée  est 

(3)      (r  4-  /O"  -h  A(/  -+-  h)'"-'  -+-  B  (/  -h  fi)'^-'  .  . .  +  K  =  o. 

On  se  sert  de  cette  transformation  pour  changejr  une  équa- 
tion en  une  autre  qui  ne  contienne  pas  une  puissance  désignée 
de  l'inconnue.  En  développant  les  diverses  puissances  du 
binôme  y  ^  h  dans  l'équation  (3),  elle  devient 


j*"  ^-  mh 


(4) 


4-(/w—  i)AA 
-+-B 


-hAA*-' 
-4-BA'^» 


=  o. 


K 


Si  l'on  veut  que  cette  équation  ne  contienne  pas  la  puissance 
m —  I  dej^,  il  faudra  poser 


A 

mh  -h  A  =  o ,      d'où     /i  =r . 

m 


La  relation  x  =:j  +  11  deviendra  par  là 


•^       m 


Donc,  pour  transformer  une  éc [nation  en  une  autre  qui  manque 
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du  second  terme,  il  faut  remplacer  Tinconnue  x  par  uue  autre 

inconnue  y  augmentée  du  coefficient  A  du  second  terme  dans 

l'équation  proposée,  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le 

d^ré  de  Téquation.  Les  racines  de  l'équation  transformée  sont 

A 
alors  égales  à  celles  de  la  proposée  augmentées  de  —  • 

On  peut  s'expliquer  cette  règle  par  celles  qui  ont  été  expo- 
sées relativement  à  la  composition  des  coefficients  avec  les  ra- 

A 
cines  (n^  432) .  Lorsque  les  racines  sont  toutes  augmentées  de  —9 

leur  somme  est  augmentée  de  m  X  —>  ou  de  A  ;  mais  cette 

somme  était  d'abord  égale  à  —  A;  la  somme  des  racines  de  la 
nouvelle  équation  est  donc  égale  à  zéro.  Le  coefficient  du  se- 
cond terme  doit  donc  être  nul. 

Si  Ton  voulait  faire  disparaître  le  troisième  terme  de  l'équa- 
tion (4),  on  égalerait  le  coefficient  de  ce  terme  à  zéro,  ce  qui 
donnerait  une  équation  du  second  degré,  d'où  Ton  tirerait 
deux  valeurs  de  h.  L'évanouissement  du  quatrième  terme  dé- 
pendrait d'une  équation  du  troisième  degré,  etc. 5  et  si  l'on 
voulait  faire  évanouir  le  dernier  terme,  on  aurait  à  résoudre 
une  équation  toute  semblable  à  la  proposée. 

Il  est  facile  de  s'expliquer  celte  dernière  particularité  ;  car, 
lorsque  le  dernier  terme  de  l'équation  (4)  est  nul,  une  des 
racines  de  cette  équation  est  égale  à  zéro  \  or  ces  racines  sont 
celles  de  la  proposée ,  diminuées  de  h  \  par  conséquent ,  pour 
que  Tune  d'elles  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  h  soit  une  des 
racines  de  l'équation  proposée. 

4f3({.  Pour  exemple  de  l'évanouissement  du  second  terme, 
prenons  l'équation 

(5)  ar* -I- 5ar<  4- or*  — *  16a:' — 20x —  16=0. 

Il  faut  remplacer  x  parj^  —  i  ;  ce  qui  donne 

^*  —  9r' H-r' —  9  =  o- 
On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  ; 

Cr'  — 9)(/'  +  0  =  of 
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alors  on  voit  qu'elle  se  partage  en  deux  autres,  savoir  : 

7^—9  =  0,    j»-hi=o. 

On  conclut  de  la  première  j^  =  4-  3  ely  ==  —  3  ;  et  la  seconde 
donne  (n°  213) 

:r  =  -j,  j.  =  i(i  +  v^— 3),   ^  =  i(,_^ir3). 

Il  suit  de  là  queFéquation  (5)  a  trois  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires,  qui  sont 

*=i(_n-vCl3),     *  =  !(_, -v^Ts).- 

Dans  cet  exemple,  l'équation  transformée  ne  contient  ni  la 
quatrième  puissance  d^l'inconnue,  ni  la  première.  Mais  on 
ne  doit  pas  généralement  compter  sur  la  possibilité  de  faire 
évanouir  à  la  fois  plusieurs  termes  -,  et ,  quand  il  manque 
des  termes,  si  l'on  fait  évanouir  un  de  ceux  que  Féqua- 
tion  contient,  cette  transformation  fait  reparaître  les  termes 
qui  manquaient  d'abord. 

436.  Pour  transformer  une  équation  en  une  autre  dont  les 
racines  soient  égales  à  celles  de  la  proposée  multipliées  par 

une  même  quantité  A,  on  posera  y  =  hxy  d'où  0:=-^  la 

substitution  de^  à  la  place  de  ordonnera  l'équation  demandée. 

Si  les  racines  doivent  être  divisées  par  h ,  on  posera  jy  =  -ry 
d'où  X  =  Ay. 

437.  Pour  transformer  une  équation  donnée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  la  première  avec 
des  signes  contraires,  il  faut  remplacer  x  par  — y. 

Quand  le  degré  est  pair,  la  substitution  de  —  J^  à  la  place  de 
X  change  les  signes  de  tous  les  ternies  de  rang  pair ,  à  partir 
du  premier  5  et  les  termes  de  rang  impair  ne  changent  pas. 
Quand  le  degré  est  impair,  les  termes  de  rang  impair  chan- 
gent de  signes,  et  les  termes  de  rang  pair  ne  changent  pas^  mai» 
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alors  il  £aut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  de  Tëquation 
résultante,  afin  que  le  premier  terme  devienne  positif.  Par 
eonséquent,  si  l'équation  est  complète,  c'est-à-dire  si  elle  ren- 
ferme tous  les  termes  que  son  degré  comporte,  on  change  les 
signes  des  racines  en  changeant  seulement  les  signes  des  termes 
de  rang  pair.  La  même  chose  a  encore  lieu  lorsqu'il  manque 
des  termes,  si  les  exposants  de  l'inconnue  sont  alternativement 
pairs  et  impairs. 

438.  Lorsqu'une  équation  ramenée  à  la  forme  ordinaire  a 
tous  ses  termes  de  même  signe ,  elle  ne  peut  admettre  aucune 
racine  positive;  car  la  substitution  d'une  valeur  positive  à  la 
place  de  or,  dans  le  premier  membre,  donne  une  somme  de 
quantités  positives,  qui  ne  peut  être  nulle. 

Une  équation  complète  dont  les  larmes  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  n'a  aucune  racine  négative  ;  car,  après 
le  changement  des  signes  des  termes  de  rang  pair,  tous 
les  termes  étant  positifs,  la  transformée  n'a  aucune  racine 
positive. 

Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives^ 
elle  est  complète  et  ses  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs.  Quand  toutes  les  racines  sont  réelles  e|  négatives, 
Téquation  est  complète  et  tous  ses  termes  sont  positifs.  Cela 
résulte  évidemment  de  la  proposition  du  n°  432. 

Quand  une  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  l'inconnue,  les  racines  ne  diffèrent  deux  à  deux  que  par  le» 
signes;  car,  la  substitution  de — y  à  la  place  de  x  n'appor- 
tant aucun  changement  dans  l'équation,  il  faut  que  les  racines 
ne  soient  pas  changées  quand  on  les  prend  toutes  avec  des  signes 
contraires  5  par  conséquent,  s'il  y  a  une  racine  -H  a ,  il  y  a 
aussi  la  racine  —  a.  On  parvient  également  à  cette  conclusion 
en  remarquant  que,  si  Ton  pose  x^=y^  Téquatton  sera  ra- 
menée à  une  autre  de  degré  sous-double,  et  pour  chaque  valeur 
àey  Oïl  obtiendra  deux  valeurs  de  x  qui  différeront  seulement 
par  le  signe. 

Réesproqnement^  lorsque  les  racines  d'une  équation  ne  dif- 
fèrent deux  à  deux  que  par  le  signe,  l'équation  ne  contient 
que.  des  puissances  paires  de  F  inconnue.  En  effet,  les  racines 
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pouvant  être  exprimées  par 

le  premier  membre  de  l'équation  est  le  produit  des  facteurs 

X  —  ûy      ar-ha,      X  —  by      x+b^     x — c,      x-f-c,.,.; 

donc  il  est  égal  au  produit  des  facteurs  du  second  degré 

x'  — a',      x'— ft%     x«— c% 

Comme  ceux-ci  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  x^ 
il  en  est  nécessairement  de  même  de  leur  produit. 

Règles  des  signes^  de  Descartes, 

439.  Lorsque  Ton  considère  une  suite  de  termes  affectés  des 
signes  +  et — ,  les  changements  de  signe  qui  ont  lieu  d'un 
terme  au  suivant  se  nonmient  "variations  ,•  et  l'on  dit  qu'il  y  a 
permanence  toutes  les  fois  que  les  signes  des  deux  termes 
consécutifs  sont  les  mêmes.  Ainsi,  dans  Téquation 

x^  —  3wC*  —  2x'4-;r*  —  X  —  1  =0, 

il  y  a  trois  variations,  qui  se  trouvent  du  premier  terme  au 
deuxième,  du  troisième  au  quatrième,  et  du  quatrième  au 
cinquième.  Il  y  a  deux  permanences  :  une  du  deuxième  terme 
au  troisième,  l'autre  du  cinquième  du  sixième. 

Il  est  clair  que,  dans  toute  équation  complète,  le  nombre 
des  variations  et  des  permanences  est  égal  au  degré. 

La  proposition  qu'on  nomme  la  règle  des  signes  de  Des- 
CÀRTES ,  consiste  dans  le  tbéorème  ci-après . 

440.  Théorème  x.  —  Dans  une  équation  complète  ou  in-- 
complète ,  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  sur- 
passer le  nombre  des  variations  (*). 


(*)  On  énonçait  liahituellement  la  règle  des  signes  comme  il  suit:  Dans  toute 
équation ,  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  des  varia-' 
tiens ,  et  le  nombre  des  racines  négatit*€S  ne  peut  pas  surpasser  la  nombre  des  perma- 
nences. Mais  le  seconde  partie  de  cet  énoncé  est  inexacte,  si  l'on  n'ajoute  pa» 
que  les  termes  de  l'équation  sont  alternativement  de  degré  pair  et  de  degré 
impair,  taudis  que  la  première  partes  n'exige  pas  cette  restriction. 
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Supposons  qu'on  ait  forme  le  produit  des  facteurs  corres* 
pondants  aux  racines  imaginaires  et  aux  racines  négatives  de 
Fëquation  ;  il  ne  s'agira  plus,  pour  obtenir  le  premier  membre, 
que  de  multiplier  successivement  ce  produit  par  tous  les  fac- 
teurs correspondants  aux  racines  positives.  Le  théorème  énoncé 
sera  donc  démontré  si  Ton  fait  voir  que,  lorsqu'on  multiplie 
un  polynôme  par  un  facteur  x  —  a  dans  lequel  a  est  positif, 
le  produit  contient  au  moins  une  variation  de  plus  que  le  mul- 
tiplicande. 

Soit  le  polynôme 

«"4-..  .  — Naf»-»  — . . . H- P jr^-A» -I- . . .  — Qx^7.  .  .  —  R. 

Supposons  que ,  s'il  se  trouve  des  termes  entre  a:^  et  —  N  ar^""*, 
ils  ont  tous  le  signe  +5  que  s'il  y  en  a  entre  —  Nx'"""  et 
-H  Px^"'',  ils  ont  tous  le  signe  —  5  et  que  depuis  le  terme 
—  Qx^'^f  jusqu'au  dernier  terme  —  R,  tous  les  termes  ont 
le  même  signes  chacun  des  groupes  composés  alternativement 
de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  pouvant  d'ailleurs  se 
réduire  à  un  seul  terme. 

Multiplions  ce  polynôme  par  x  — a  ;  l'opération  sera  telle* 
qu'on  le  voit  ci- dessous  : 

-c"..  .  —  ^af^-"" -^Vjf^-P —  Qof'-y —  R 

X — a 


ic^'...— N'    x^^^' . .  . -4- P'   ^-'^'...— Q'  ar-9+^ +  Rrt. 

D'après  les  suppositions  qui  ont  été  établies  sur  les  signes 
des  termes  du  multiplicande  ,  les  termes  du  produit  de  ce 
polynôme  par  —  a  dans  lesquels  les  exposants  de  x  seront 
m — n-hi,  m  —  p-hi,  m — ç-\-i^  auront,  s'ils  ne  sont 
point  nuls ,  les  mêmes  signes  que  les  termes  affectés  des  mêmes 
exposants  de  x  dans  le  produit  du  multiplicande  par  x  5  par 
suite ,  les  termes  affectés  de  ces  exposants  dans  le  produit  total 
auront  aussi  ces  mêmes  signes. 

Cela  posé,  il  n'y  a  qu'une  seule  variation  flans  le  multipli- 
cande depuis  le  premier  terme  x"*  jusqu'au  terme  — •  Naf^"^^ 
et  il  y  en  a  au  moins  une  dans  le  produit  depuis  le  premier 
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terme  :r^+*  jusqu'au  terme  —  ]S'a^'*"+*,  puisque  ces  deux 
termes  ont  des  signes  différents.  De  même ,  il  n'y  a  qu'une  seule 
variation  depuis  le  terme  —  Na:^""  du  multiplicande  jusqu'au 
terme -H  Pa:^""'*,  et  il  s'en  trouve  au  moins  une  entre  les  termes 
_]>j/jjm-«+i  et  ^  p/ jju«-H-4  du  produit.  On  voit  par  là  que  le 
nombre  des  variations  qui  se  trouvent  dans  le  produit  jusqu'au 
terme  —  Q'x«-^+* ,  est  au  moins  égal  au  nombre  des  varia- 
tions qui  se  trouvent  dans  le  multiplicande  jusqu'au  terme 

—  Qx^'f^^.  Mais,  à  partir  de  ce  terme,  le  multiplicande  ne 
contient  plus  aucune  variation ,  et  il  s'en  trouve  au  moins  une 
depuis  le  terme  -h  Q' j:'"""^+*  du  produit  jusqu'au  dernier  terme 

—  Ra.  Le  produit  contient  donc  au  moins  une  variation  de 
plus  que  le  multiplicande. 

441.  Lorsque  la  multiplication  par  un  facteur  correspon- 
dant à  une  racine  positive  introduit  plusieurs  variations ,  elle 
en  introduit  toujours  un  nombre  impair.  En  effet,  supposons 
d'abord  que  le  dernier  terme  du  multiplicande  ait  le  signe  -H  ; 
il  faudra  que,  si  les  signes  changent,  ils  changent  un  nombre 
pair  de  fois,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des  variations  du 
multiplicande  sera  zéro  ou  un  nombre  pair  ;  mais ,  dans  ce 
cas ,  le  dernier  terme  du  produit  aura  le  signe  —  ;  par  consé- 
quent ,  le  nombre  des  variations  du  produit  sera  impair.  Si , 
au  contraire,  le  dernier  terme  du  multiplicande  a  le  signe — , 
il  y  aura  dans  ce  polynôme  un  nombre  impair  de  variations; 
dans  ce  cas ,  le  dernier  terme  du  produit  aura  le  signe  4-  ;  par 
conséquent,  le  nombre  de  ses  variations  sera  pair.  Le  nombre 
des  variations  du  produit  différera  donc  toujours  du  nombre 
des  variations  du  multiplicande  d'un  nombre  impair. 

D'un  autre  côté ,  puisqu'une  équation  dont  le  dernier  terme 
est  négatif  a  toujours  une  racine  positive  (n***  420  et  421  ) ,  le 
produit  des  facteurs  correspondants  aux  racines  négatives  et 
aux  racines  imaginaires  doit  avoir  son  dernier  terme  positif; 
par  conséquent ,  s'il  y  a  des  variations  dans  ce  produit,  il  y  en 
a  un  nombre  pair.  Donc ,  puisque  chacun  des  facteurs  corres- 
pondants aux  racines  positives  introduit  un  nombre  impair  de 
variations,  si  le  nombre  des  variations  est  plus  grand  que 
le  nombre  des  racines  positives ,  il  le  surpasse  d\in  nombre 
pair. 
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442.  Puisqu'on  change  les  signes  des  racines  d'une  équa- 
tion en  changeant  x  en  —  x^le  nombre  des  racines  négatii^es 
ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  Véquation 
transformée  qu'on  obtient  par  ce  changement. 

Lorsque  les  termes  de  Téquation  sont  alternativement  de 
degré  pair  et  de  degré  impair,  le  changement  àfi  x  en — x  fait 
changer  les  signes  des  termes  de  rang  pair  (n**  437) ,  et  par  là 
les  variations  deviennent  des  permanences  ,  et  vice  versa. 
Donc,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  négatii^es  ne  peut 
surpasser  le  nombre  des  permanences. 

La  même  chose  n'a  plus  lieu  quand  deux  exposants  conse- 
sécutifs  sont  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs.  Ainsi 
l'équation  or'  —  2a:-|-i=:o  n'offre  pas  de  permanence*,  ce- 
pendant elle  a  au  moins  une  racine  négative  (n°  420). 

443.  Soient  f^  le  nombre  des  variations  d*une  équation  , 
v'  le  nombre  des  variations  de  la  transformée  qu'on  obtient  en 
changeant  a: en  — x.  Le. nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion ne  pourra  pas  surpasser  i^-f-i^.  Donc  ,  si  cette  somme 
est  moindre  que  le  degré  m,  l'équation  aura  des  racines  ima- 
ginaires. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  x^  —  aa:  -H  i  =  o;  On  a  P'  =  2, 
et  en  changeant  x  en — x,  on  trouve  i/=  i  ;  donc  ^-^i^  =iZ* 
Il  y  a  donc  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

La  somme  ^'-h  ^  n'est  jamais  plus  grande  que  led^ré  ;  et, 
quand  elle  est  moindre,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

En  effet,  quand  l'équation  est  complète,  la  somme  ♦'-t-*^ 
est  égale  au  nombre  des  variations  et  des  permanences ,  lequel 
est  égal  au  degré  ^  il  ne  s'agît  donc  que  d'examiner  le  cas  où 
il  manque  des  termes.  Or,  si  Ton  considère  une  suite  de  /7-f-i 
termes  consécutifs ,  telle  que 

db  N:c«  ±  P  ûc^-' . . .  ±  S  ^«-/'+'  ±  T  x'-P, 

cette  suite  de  termes  donnera  dans  la  proposée  et  dans  la  trans- 
formée p  variations.  Si  Ton  supprime  tous  les  termes  de 
cette  suite,  à  l'exception  du  premier  dr  Nx"  et  du  dernier 
db  T.r""'',  il  y  aura  deux  cas  à  distinguer  :  celui  où  p  sera 
pair,  et  celui  où  p  sera  impair.  Dans  le  premier  cas ,  lorsqu'on 
changera  x  eu  — .r,  les  deux  termes  ±  Njc"  et  ±  To.^"'' 
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changeront  tous  deux  de  signe,  ou  ils  n'en  changeront  ni  l'un 
iiiFautre;  donc,  s'ils  ont  des  signes  différents,  ils  donneront 
dans  la  proposée  et  dans  la  transformée  deux  variations  ;  et 
s'ils  ont  le  même  signe,  ils  n'en  donneront  aucune.  Dans  le 
second  cas,  lorsqu'on  changera  xen  — a:,  l'un  des  deux  termes 
gardera  son  signe  et  l'autre  en  changera  ;  par  conséquent , 
s'ils  donnent  upe  variation  dans  la  proposée,  ils  n'en  donne- 
ront pas  dans  la  transformée,  et  vice  versa. 

Il  suit  de  là  que ,  si  p  est  un  nombre  pair,  après  la  suppres* 
sion  de  tous  les  termes  compris  entre  ±  Nj::"  et  zt  Ta:""''',  la 
somme  p» -h inséra  égale  km  —  (p —  2)  ou  à  m  —  p,  suivant 
que  les  deux  termes  dzNx»  et  dz  Ta:"""''  auront  des  signes 
différents  ou  le  même  signe  \  ei  si  p  est  un  nombre  impair, 
la  somme  ^'-H^^,  après  la  suppression  des  termes  compris 
entre  zhNx"  et  db  Tx"""'',sera  égale  à  m — p-h  i.  Donc,  dans 
une  équation  incomplète,  la  somme  f^ 4- ^^  est  toujours  au  plus 
égale  au  degré  \  et  quand  elle  est  moindre ,  elle  en  diffère  d'un 
nombre  pair. 

S'il  ne  manque  qu'une  seule  puissance  de  x,  ou  a  ^  =  2  ^  et 
si  les  deux  teimes  dont  les  degrés  comprennent  celui  de  la 
puissance  qui  manque  ont  des  signes  contraires,  la  somme 
u-i-u'  étant  égale  à  m,  l'équation  peut  avoir  toutes  ses  racines 
réelles  \  mais  s'il  manque  une  puissance  de  x  entre  deux  ternes 
de  même  signe,  il  y  a  au  moins  deux  racines  imaginaires  (*)* 


(* )  Quand  la  multiplication  du  premier  membre  d'une  équation  par  un  fac- 
teur X  —  a,  dans  lequel  a  est  une  quantité  positÎTe,  introduit  a  A  + 1  Tariations, 
ou  quand  la  multiplication  par  x-i-a  en  fait  disparaître  2k,  l'équation  a  au 
moins  2k  racines  imaginaires.  En  effet,  soierft  p  le  nombre  des  yariations  d'une 
équation/ (x)  =  o,  du  degré  m,  et  v"  =-i'  -4-  aA:  -t- 1  le  nombre  des  yariations  du 
produit/*(x)  (jf  —  û)  =  ç?(x);  l'équation  9  (x)  =  0,  dont  le  degré  est  m  -h  i, 
a  au  plus  m  -f- 1  —  v'  racines  négatiyes;  or  les  racines  négatiyes  de  9?  (x)  =  o 
senties  mêmes  que  celles  dey*(x)  =  o;  et,  puisque  celle-ci  a  seulement  v  yaria- 
tions, elle  a  au  plus  p  racines  positives;  elle  a  donc  au  plus  p  -f-  m  -f-  i  —  p'  ou 
m  —  7k  racines  réelles.  A  l'égard  de  la  multiplication  par  x  ^a,  ai  le  nombre 
des  yariations  du  produit  y*(x)(x-hû)  est  t»— 2A:,  l'équation  /(x)  =  o 
a  au  plus  I'  —  a  Al  racines  positives;  mais,  puisque  v  est  le  nombre  des  variations, 
de  cette  équation,  elle  a  au  plus  m —  v  racines  négatives.  Le  nombre  des  racines 
réeUes  est  donc  au  plus  m  —  2  A. 

n  est  facile  de  reconnaître  que  la  différence  entre  le  nombre  des  variations 
du  produit /(x)  (x -h  a)  et  celui  des  variations  de/(x)  est  un  nombre  pair,» 
et  que  le  premier  nombre  ne  peut  surpasser  le  second. 
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444.  Quand  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles , 
le  nombre  des  racines  positii^es  est  égal  au  nombre  des 
"Variations^  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au 
nombre  des  ^variations  de  la  transjormée  qiCon  obtient  en 
changeant  x  en  — x. 

En  eflfet ,  soient  f^  le  premier  nombre  de  variations  ,  i^  le 
second ,  p  le  nombre  des  racines  positives ,  n  celui  des  racines 
négatives,  et  m  le  degré  de  Téquation.  Puisque  toutes  les 
racines  sont  réelles  ,  on  a  ;?-|-n  =  m;  et  puisque  la  somme 
p-l-nnepeut  surpasser  la  somme  v-^-v^'^  qui  est  au  plus 
égale  à  m,  il  faut  que  Ton  ait 

P'\'i/  =zm,  donc  pH-p'=/?-f-/ï. 

Cela  posé ,  si  p  était  moindre  que  i^,  il  faudrait  que  Ton  eût 
7i]>  t^ ,  ce  qui  ne  se  peut.  On  a  donc  ;>  =  »^  et  n  =  ^^. 

Si  r équation  est  complète,  le  nombre  des  variations  de  la 
transformée  est  égal  au  nombre  des  permanences  de  la  pro- 
posée. Ainsi,  dans  ce  cas,  lorsque  toutes  les  racines  sont 
réelles,  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre 
des  permanences. 

445.  Lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles ,  on  peut  con- 
naître ,  au  mo'yen  de  la  règle  des  signes ,  le  nombre  des  ra- 
cines qui  sont  comprises  entre  deux  nombres  donnés  a  el  b. 
Si  Ton  diminue  toutes  les  racines  de  a ,  en  posant  y^=-x —  a 
(n°434),  d'où  a:=j^-i-a,  l'équation  en  j^  aura  aussi  toutes 
ses  racines  réelles ,  et  le  nombre  de  ses  racines  positives  sera 
égal  au  nombre  de  ses  variations.  Or  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  en  y  est  celui  des  racines  plus  grandes 
que  a  de  l'équation  proposée.  On  connaîtra  de  même  le 
nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  plus  grandes  que 
i,  en  faisant  ;r=j'4-iî  et  si  a<^i,  en  retranchant  le 
nombre  des  racines  plus  grandes  que  b  de  celui  des  racines 
plus  grandes  que  a ,  la  différence  sera  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a  et  &• 

Quand  on  fait  a:=j)^-f-«,  l'équation  résultante  en  y  est 
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Donc,  si  l'on  écrit  les  fonctions  f(x) ^  J*  {x)^  f"  (x) , . . .  , 
^(«)  (x),  et  si  l'on  fait  dans  toutes  ces  fonctions  x=à,  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  des  résultats  de 
cette  substitution  sera  le  nombre  des  racines  plus  grandes  que 
adey*(x)  =  o.  En  faisant  ensuite  x=&,  dans  les  mêmes 
fonctions,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes 
des  résultats  de  cette  seconde  substitution  sera  le  nombre  des 
racines  plus  grandes  que  h.  Donc  la  différence  de  ces  deux 
nombres  de  variations  sera  le  nombre  des  racines  comprises 
entre  aeti  (*). 

446.  Si  l'on  pose  y  =    j ^  les  valeurs  positives  dej-ré-' 

sulteront  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  & ,  et  seront 
en  même  nombre  que  ces  valeurs.  Donc,  en  formant  l'équa- 
tion en  j^,  le  nombre  des  variations  de  cette  équation  sera  , 
dans  tous  les  cas,  une  limite  supérieure  du  nombre  des  ra« 
cines  de  la  proposée  comprises  entre  a  et  &  ;  et  il  lui  sera 
égal,  si  toutes  les  racines  sont  réelles .  Cette  remarque  est  de 
M.  Jacobi. 


(*)  La  proposition  dn  vfi  441$  a  été  indiquée  par  M.  Bcdan.  Ce  géomètre  n*a 
pas  seulement  considéré  le  cas  où  toutes  les  racines  sont  réelles;  il  a  démoktré, 
de  plus ,  que,  dans  tous  les  cas,  U  momhre  des  racines  comprises  entre  a  et  h  ne 
peut  pas  surpasser  la  diffUrence  des  nombres  de  variations  de  la  transformée  en 
y '^È.  et  de  la  transformée  en  y-hh;  et  que,  lorsqu'il  est  moindre  que  cette  diffé- 
rence,  il  est  moindre  d*un  nombre  pair.  Fodribe  est  parrenu  au  même  théorème 
sans  le  faire  résulter  de  la  règle  des  signes ,  et  en  considérant,  au  lieu  des  trans- 
formées en  ^  -+-  fl  et  jr-^  b,  la  suite  des  fonctions /(«),/'(*)....  On  Terra 
plus  loin  quelle  est  l'utilité  de  ce  théorème  dans  la  recherche  des  racines,  et  ce 
qu'il  fallait  y  ajouter  pour  le  rendre  susceptible  d'une  application  entièrement 
générale. 
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limites  des  racines.  racilfes  gommensurables.  dégompositioif 
d'une  Équation  qui  a  des  racines  égales,  formules 
générales  sur  les  différences. 


Des  limites  des  racines, 

447.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équation  est  rendu 
positif  par  un  nombre  et  par  tous  les  nombres  plus  grands^ 
Féquation  ne  peut  avoir  que  des  racines  plus  petites  que  ce 
nombre  •,  il  est  donc  une  limite  supérieure  des  racines. 

Soit  l'équation 

x"it:  Ax^-'  ±  B:c«-»  ±  Cx^-\ . .  ±  K  =  o, 

le  premier  terme  jt:^  étant  positif,  et  les  autres  termes  pouvant 
avoir  indiflféremment  le  signe  -h*  ou  le  signe  — . 

Désignons  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient 
négatif.  On  rendra  le  premier  membre  de  l'équation  positif  si 
Ton  satisfait  à  l'inégalité 

Or  le  polynôme  No;"*-*  -H  Nx~-* ...  -l-  Nx  -h  N  est  la  même 
chose  que  N  (x'"-*  -H  af''^  . .  -h  x  -h  i  ) ,  ou  ^If^njO. 
La  condition  ci-dessus  est  donc 

^—  I 

Celle-ci  sera  vérifiée  si  l'on  fait  a:=  i  -h  N  ou  or  >^i  -h  N; 
car  le  quotient  de  N  par  x  —  i  sera  égal  à  i  ou  moindre  que  i  ; 
par  conséquent ,  le  second  membre  sera  égal  x"*  —  i ,  ou  plus 
petit  que  x*"  —  i .  Donc,  On  a  une  limite  supérieure  des  raci- 
nes d'une  équation  ^  en  ajoutant  Vunité  à  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif, 

448.  Quand  le  terme  du  degré  immédiatement  inférieur  à 
celui  de  l'équation  n'est  pas  négatif,  on  peut  obtenir  une  H- 
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mite  moindre  que  la  précédeule.  Soit  réquation 

le  terme  —  Fx'*"""  étant  le  premier  terme  négatif,  et  les  ter- 
mes suivants  pouvant  être  indifféremment  positifs  ou  négatifs. 
Désignons  encore  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif.  On  rendra  le  premier  membre  de  T équation 
positif  si  l'on  satisfait  à  l'inégalité 

j:*>Nx"-"'H-Nx~-'»-'.  .  .-hN,      ou     i:«>N 

X  —   I 

Si  l'on  suppose  a:  ^  i ,  il  suffira  que  l'on  ait 

^^ ,     OU     x»-"'(x — i)]>N. 

X  —  I 

Or  la  dernière  condition  sera  vérifiée  si  l'on  a 

(jj-ii)»-»  (x— i)  =  ou  >-N,     ou  bien     (jc—  1)"=  ou  >N; 

d'où 

^  =  ou  >  I  -f»  ^N. 

Donc,  On  a  encore  une  limite  supérieure  des  racines,  en  ajou- 
tant r unité' à  la  racine  de  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif,  dont  T indice  est  la  différence  entre  le 
degré  de  l'équation  et  F  exposant  du  premier  terme  négatif 
On  doit  observer  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  recourir  à  cette  règle 
lorsque  le  coefficient  N  est  plus  petit  que  Tunité^  puisque,  dans 

ceca8,^N>N. 

449.  On  peut  obtenir  une  limite  supérieure  des  racines  par 
le  moyen  suivant ,  qui  a  été  indiqué  par  Newton  : 

Si  l'on  diminue  toutes  les  racines  de  l'équation  d'un  même 
nombre  A,  et  si  l'on  détermine  h  de  manière  que  l'équation 
transformée  n'ait  aucune  racine  positive ,  ce  nombre  sera  une 
limite  supérieure  des  racines  de  la  proposée. 

Représentons  l'équation  proposée  par /(or)  =  o.  Pour  di- 
minuer toutes  les  racines  d'une  même  quantité  h ,  il  faut  poser 
y  =  x  —  A ,    d'où   a;  =  y  -f-  A  5  l'équation   transformée  est 

23. 
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/(j4.A)  =  o,  ou 

/(A) +/' {A)r +/"(*)  -^ +r  (A)  7X3 

Cela  posé,  si  Ton  prend  pour  h  un  nombre  tel  que  tous  les 
termes  de  cette  équation  soient  positifs,  elle  n'aura  aucune 
racine  positive  (n**  438).  Ce  nombre  sera  donc  la  limite  cber- 
cbée. 

Pour  trouver  ce  nombre ,  on  considérera  d'abord  la  dérivée 
de  l'ordre  m  —  i  àef[x)^  qui  ne  contient  ai  qu'au  premier 
degré,  et  on  déterminera  la  plus  petite  valeur  entière  de  x  qui 
la  rendra  positive.  On  substituera  cette  valeur  dans  la  dérivée 
de  Tordre  m  —  2 ,  et  si  le  résultat  est  négatif,  on  augmentera 
la  valeur  de  x  successivement  d'une  unité ,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  nombre  qui  donne  un  résultat  positif.  On 
continuera  ainsi  pour  toutes  les  fonctions  successives  jusqu'à 

Lorsqu'un  nombre  h  rendra  positives  toutes  les  dérivées 
depuis  Tordre  m —  i  jusqu'à  l'ordre  n,  s'il  faut  augmenter 
ce  nombre  k  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  pour  en  obtenir  un 
qui  rende  positive  la  dérivée  de  Tordre  n  —  i ,  on  sera  assuré 
que  cette  nouvelle  valeur  de  x  rendra  encore  positives  toutes 
les  dérivées  depuis  Tordre  m  —  i  jusqu'à  Tordre  n.  Car,  en 
considérant  une  dérivée  d'ordre  quelconque ,  on  a 

I  •  2 

Donc,  si/''^  (fc),/''+'^  (*)./'^*n*)>  etc.,  sont  des  quantités 
positives ,  h  étant  aussi  une  quantité  positive  ,/^''^  (  ^  +  A)  sera 
une  quantité  positive. 

450.  Quand  Téquation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles, 
la  méthode  de  Newton  fait  trouver  la  limite  la  plus  approchée, 
en  nombre  entier,  c'est-à-dire  le  nombre  entier  immédiate- 
ment supérieur  à  la  plus  grande  racine.  Car,  dans  ce  cas ,  l'é- 
quation en  j'  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles;  par  conséquent, 
pour  qu  elle  n'ait  aucune  racine  positive,  il  faut  que  tous  ses 
termes  soient  positifs.  Or,  en  ne  prenant  dans  les  essais  que 
des  nombres  entiers ,  on  déterminera  toujours  le  plus  petit 
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nombre  entier  qui  fera  prendre  des  valeurs  positives  au  pre- 
mier membre  de  Féquation  et  à  ses  dérivées. 

451 .  Pour  obtenir  une  limite  inférieure  des  racines  positi- 
ves ,  on  remplace  x  par  -  :  si  L  est  une  limite  supérieure  des 

racines  de  Téquation  en  y,  il  est  clair  que  -  est    une  limite 

inférieure  des  racines  de  Téquation  en  a:. 

En  effectuant  cette  transformation  sur  une  équation  litté- 
rale, on  reconnaît  que  l'on  peut  toujours  prendre  pour  li- 
mite inférieure  des  racines  positives ,  la  valeur  absolue  du  der- 
nier terme ,  divisée  par  la  somme  qu  on  obtient  en  ajoutant  à 
la  valeur  absolue  du  dernier  terme  celle  du  plus  grand  coeffi- 
cient de  signe  contraire  au  signe  du  dernier  teime. 

Pour  trouver  des  limites  des  racines  négatives  ,  on  remplace 
a: par  —  a:,  et  Ion  cherche  les  limites  des  racines  positives  de 
la  transformée. 

452.  On  peut  tenir  compte  avec  avantage ,  pour  la  détermi- 
nation des  limites,  des  différents  termes  positifs  que  l'équation 
renferme ,  en  partageant  les  termes  en  plusieurs  groupes  ; 
comme  on  le  voit  dans  les  exemples  suivants  : 

a^  —  4-^'  +  i3j:*  —  X*  —  i8x*  +  3x^  —  loox  •+■  iooo  =  o; 

on  écrit  cette  équation  comme  il  suit  : 

x'(x-4)-K.3^(.'--jLar-i|)-t-.3[(x_Çy+^]=o. 

On  voit  alors  que  le  premier  membre  aura  une  valeur  positive 
si  l'on  a  x  =  4  ^^^^  4h  ^^^  ^^  binôme  x  —  4  sera  positif^ 

d'ailleurs  le  trinôme  x* ^x ^  est  positif  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  qui  surpassent  iH — =5  et  la  quantité  (  x 5-  )  H 

est  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Le  nombre  4 
est  donc  une  limite  supérieure  des  racines.  La  règle  du  u"  447 
donnerait  pour  limite  loi. 
Soit  encore  l'équation 

2x^  —  7 a?*  H-  Jî*  -h  2 X*  —  6o.r  — ^  4^  ~  ^  • 
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On  peHt  récrire  ainsi  : 

!?.x^Ijc  —  ^  j-ho;*  -f-  ajT^  — 6ox  —  48  =  0. 

LebinAoïex — -sera  positif  pour  toute  valeur  de  ar  plus 

grande  que-;  et  d'après  la   règle  du  n**  448,  le  polynôme 

x*  4-  ax'  —  60  X  —  48  sera  positif  pour  a:  =  i  +  ^60  et  pour 

toute  valeur  plus  grande  de  x.  D'ailleurs  i  H-  \/6o  est  compris 
entre  4  6t  5.  Le  nombre  5  est  donc  une  limite  supérieure  des 
racines  de  Téquation, 

On  peut  obtenir  une  limite  moindre  que  5  5  car  le  poly- 
nôme x^  -f-  2X^  — 60  a:  —  48  n'offrant  qu'une  seule  varia- 
tion ,  si  X  croissait  à  partir  de  zéro,  la  valeur  du  polynôme 
irait  toujours  en  croissant  et  ne  changerait  de  signe  qu'une 
seule  fois  (n**  422).  Or,  on  trouve  qu'il  est  positif  pour  a:  =  4  5 

d'ailleurs  le  binôme  x  —  -  est  aussi  positif  pour  x  =  4»  Donc 

4  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

En  faisant  a:  =  3  dans  le  polynôme  x^  H-  a  a:'  —  60  x  —  48, 
on  obtient  un  résultat  négatif  ;  par  conséquent ,  ce  polynôme 
sera  aussi  négatif  pour  toute  valeur  de  x  plus  petite  que  3. 

D'ailleurs  x  —  -  est  aussi  négatif  pour  a:  r=  3  et  pour  toute 

valeur  de  x  plus  petite  que  3.  Donc  le  nombre  3  est  une  li- 
mite inférieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
Si  l'on  a  l'équation 

a:*  H-  or'  —  nx^  —  Sx*  -f-  I20j:*  —  2x^  —  8x'  -+-  5oa?  -f-  60  =  o, 

on  pourra  obtenir  une  limite  inférieure  de  ses  racines  posi- 
tives ,  en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

60  H-  Soj;  —  8ar'  —  2x^  -f-  »r*  (120  —  Ss:  —  2  j:*)  -|-  ^'  -h  •**  =  o. 

Il  est  aisé  de  prouver,  en  imitant  la  démonstration  du  n®  4-22, 
que,  lorsqu'un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  Xj  est  composé  d'un  ou  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  tous  négatifs  ,  s'il  est  positif 
pour  une  valeur  positive  de  x  ^    il   est  aussi    positif  pour 


y 
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toute  valeur  positive  plus  petite.  Or,  les  deux  polynômes 
60  •+-  5ox  —  Sx*  —  2  a:*  et  120  —  5x  —  2 j:*  sont  positifs 
pour  a:  =4-  Donc  4  ^st  une  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  l'équation. 

En  groupant  les  termes  de  cette  autre  manière 

X^{x^  4- X*  —  2JF  —  5)  -f-x'  (12OX*  —  2X 8)  H-50X  M- 60=  G, 

on  reconnaît  que  2  est  une  limite  supérieure  des  racines.  Par 
conséquent  l'équation  n'a  aucune  racine  positive.  Comme 
elle  a  quatre  variations ,  elle  a  au  moins  quatre  racineà  ima- 
ginaires. 

453.  Nommons  X  le  polynôme  x^  -\-  Ax^"^  H~  etc..  et 

L   la   limite   i-f-N  ou   iH-^N  des  racines   de   l'équation 
X  =  o.  Si  l'on  attribue  à  x  des  valeurs  qui  croissent  à  partir 
de  L ,  la  valeur  du  polynôme  X  croîtra  avec  celle  de  x  ,♦  car, 
si  l'on  considère  le  premier  terme  x"'^  et  l'ensemble  des  termes 
négatifs ,  ces  termes  formeront  un  polynôme  qui  sera  positif 
pour  j:  =  L ,  «t  qui  croîtra  lorsque  x  croîtra  à  partir  de  cette 
limite  (n**  422)  ^  et  puisque  les  autres,  termes  de  X  sont  po- 
sitifs et  croissent  avec  x,  le  polynôme  X. croîtra  aussi.  La 
même  chose  a  lieu  en  prenant  pour  L  une  limite  obtepue  par 
la  décomposition  du  polynôme  X  en  plusieurs  groupes  de 
termes  de  degrés  décroissants  ,  commençant  chacun  par  un  ou 
plusieurs  termes  positifs,  et  dans  lesquels  les  signes  ne  changent 
qu'une  seule  fois  5  puisque  chacun  de  ces  groupes  croîtra  lors- 
que X  croîtra  à  partir  de  L.  Il  en  est  encore' de  même  quand  L 
est  la  limite  de  Newton  (n**  449)  ;  car,  si  /(A) ,  /'  (h) ,  /^  (h) ,  etc. ,  - 
sont  des  quantités  positives,  et  si  k  est  aussi  une  quantité  po- 
sitive, on  voit,  par  le  développement  def(h-^k)j  que  cette 
quantité  augmentera  lorsque  k  augmentera.  Si  L  est  une  li- 
mite supérieure  quelconque  des  racines  de  X  =  o,  et  si  toutes 
les  racines  sont  réelles,  le  polynôme  X  croîtra  constamment 
lorsque  x  croîtra  à  partir  de  L  -,  car  tous  les  facteurs  du  pre- 
mier degré  de  ce  polynôme  croîtront.  Mais,  s'il  y  a  des  racines 
imaginaires,  les  facteurs  réels  qui  leur  correspondront  étant 
de  la  forme  (x  —  or)'  -h  6',  pour  que  l'on  soit  assuré  que  X 
croîtra  lorsque  x  croîtra  à  partir  de  L,  il  ne  suffira  plus  que 
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le  nombre  L  soit  plus  grand  que  toutes  les  racines  réelles  ;  et 
il  faudra  qu'il  soit  aussi  plus  grand  que  les  parties  réelles  des 
racines  imaginaires. 

Si  l'on  doit  donner  à  x  des  valeurs  négatives  ,  dans  le  po- 
lynôme X,  on  changera  x  en  —  x\  on  pourra  ensuite  déter- 
miner une  quantité  L' telle  que ,  pour  des  valeurs  croissantes 
à  partir  de  L',  la  valeur  absolue  du  polynôme  sera  constam- 
ment croissante. 

Racines  commensurables , 

454.  Soit  Téquation 

(i)  A^ar-^  A,«^-' ...  4-  K-^2X*  +  A«_iX-4-  A«  =  o, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

Si  un  nombre  entier  a  est  racine  de  cette  équation  y  on  aura 
l'égalité 

A.fl^-hA.a'"-'.    . -hA«,^afl»-|-A«-.,«-f-A«  =  oj 
d'où 

(2)  —  =  — Afta»"-'  — A.a^-*.,  .  —  A«_2û  — A,n-i. 

Le  second  membre  de  celle-ci  est  un  nombre  entier;  donc  a 
doit  être  un  diviseur  de  k^. 

Posons  —  =  Oi  :  on  aura 

(3)  ^'"^^^""'^-A.fl^^-Ato^...  — A„-.; 

donc  a  doit  être  un  diviseur  de  Qi  -f-  A„,«i . 

c  •  Qt4-Afl,_i       ^^ 

^oit =  Os  :  on  trouvera 

a  ^  ' 

(4)  Q!±i^'=_Aa«'«-^-^A.«--^...; 

donc  a  doit  être  aussi  un  diviseur  de  Qj  -f-  A„_2, 

En  continuant  ainsi ,  on  parviendra  enfin  à  la  condition 

(5)  2sr;_±il=_A,. 
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Lorsque  la  dernière  condition  est  vérifiée,  le  nombre  a  est 
racine  dé  Féquation.  En  e£fet ,  si  Ton  divise  les  deux  membres 
de  réquation  (i)  par  o:^,  elle  devient 

(o)  "i;;"*"'z;rT^"i;;nr  '  •  '  ■• hA«  =  o. 

Or,  d'après  les  opérations  par  lesquelles  on  obtient  les  quo- 
tients Qi,  Qj,  etc.,  la  quantité  ^^^^ ^  4- A»  est  le  résul- 
tat de  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  (6)  (n^  414).  Donc,  si  cette  quantité  est 
nulle,  ce  qui  est  la  condition  (5),  l'équation  (i)  est  vérifiée 
quand  on  fait  x  =  a. 

Ainsi,  pour  qu'une  quantité  entière  a  soit  racine  d'une 
équation  dont  les  coefficients  sont  entiers ,  il  faut  et  il  suffit  : 

Que  cette  quantité  soit  un  diviseur  du  dernier  terme; 

Que,  si,  au  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  on 
ajoute  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  y  la  somme 
divisée  par  a  donne  pour  quotient  un  nombre  entier; 

Que,  si  Von  ajoute  à  ce  second  quotient  le  coefficient 
de  x',  la  somme  divisée  par  a  donne  pour  quotient  un  nombre 
entier: 

Ainsi  de  suite  ; 

Enfin  que,  lorsqxion  est  parvenu  au  (m —  i  )««"««  quotient j 
en  lui  ajoutant  le  coefficient  de  x"*"^  et  divisant  la  somme 
par  fi,  on  ait  un  q^otient  égal  au  coefficient  du  premier  terme 
pris  en  signe  contraire. 

Quand  l'équation  est  incomplète,  il  faut  agir  comme  si  elle 
était  complète ,  en  prenant  zéro  pour  coefficient  de  chacune 
des  puissances  de  x  quj  manquent. 

455.  Lorsque  ces  conditions  sont  vérifiées,  les  quotients 
Qi,Qt,...  — Ao,  changés  de  signe,  et  dans  l'ordre  inverse 
de  celui  dans  lequel  on  les  obtient,  sont  les  coefficients  du  quo- 
tient de  la  division  du  premier  membre  de  l'équation  (i)  par 
X —  a  (n°  425).  Ce  quotient  égalé  à  zéro,  donné  une  équation 
du  degré  m — i ,  qui  doit  faire  trouver  toutes  les  autres  racines. 
Comme  l'équation  proposée  peut  en  avoir  plusieurs  égales 
à  a,  il  faut  s'assurer  si  cette  quantité  est  ou  non  racine  de  la 
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nouvelle  équation.  Si  elle  ne  Test  pas,  on  passe  aux  autres 
diviseurs  du  dernier  terme  qui  n'ont  pas  été  essayés.  En  con* 
tinuant  de  la  sorte,  on  détermine  successivement  toutes  les 
racines  entières  et  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles. 

456.  On  commence  par  substituer  dans  Téquation  + 1  et 
—  I ,  qui  sont  toujours  des  diviseurs  du  dernier  terme ,  et 
pour  lesquels  les  opérations  qui  résultent  des  conditions  ci- 
dessus  ne  diffèrent  pas  de  la  substitution  directe.  Oh  peut  aussi 
déterminer  d'abord  des  limites  des  racines,  afin  de  n'essayer 
que  les  diviseurs  compris  entre  ces  limites. 

1"  Exemple,  x*  -H  Sx*  4-  ^  —  i&p*  —  ^ox  —  i6  =  o. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i ,  2,    4»   8,    i6.   La 
limite  supérieure  des  racines,  calculée  d'après  la  règle  du 

n**  4-48,  est  i  +  ^ao,  qui  est  moindre  que  4?  et  en  changeant 
a:  en — or,  on  reconnaît  que  —  5  est  une  limite  des  racines  né- 
gatives. On  a^donc  à  essayer  +i,H-2,*  —  i,  —  2,  —  4* 

H-  I  et  —  I  ne  sont  pas  racines,  -f-  2  donne  les  résultats 
suivants  : 

rv  i6  o.^       — 8 — 20  , 

Q.=  — — =-8,         Q,  =  _— — =-,4, 


2  est  racine ,  et  la  division  de  l'équation  proposée  par  x  —  2 
donne  l'équation  du  quatrième  degré 

JT*  -h  7  or^-H  i5a:'  +  i4^  4-  8  =  0. 
Celle-ci  n'a  aucune  racine  positive.  En  essayant  —  2 ,  on  a 


^       —5-+- 15  ^       -,       —  5-h7 

Q3  = —  =  ~5,     Q4= --^  =  — I. 

.  —  2  —   2 

—  2  est  racine ,  et  la  division  de  l'équation  par  a:  +  2  donne 
l'équation  du  troisième  degré 

x='-f-5x'-i-5x-f-4  =  o. 


"BW^n 
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En  essayant  de  nouveau  •—  2 ,  on  trouve  que  le  quotient  Qt 
est  fractionnaîre  ;  donc  —  2  n'est  pas  racine.  Pour  —  4?  oi^  ^ 


.4  —  I  -h  5 

Q,=— -^  =  —   I,  Q2=         _r        =—I> 

— •  4  est  racine,  et  la  division  de  réquation  par  x  -h  4  donne 
Téquation  du  second  degré 

07*  4-  J?  +  I  =  o. 

Celle-ci  n'a  que  des  racines  imaginaires. 

2«  Exemple.         24;*  —  53jr  +  io5  =  o. 

Les  nombres  H-  i  et  —  i  ne  sont  pas  racines.  Les  limites 
sont  -h  i/ —  et  —  f  I  -f-  i  / 1  ,  et  les  diviseurs   de  io5 

compris  entre  ces  limites  sont  3,5,  —  3,  —  5et^— 7.  Pour  3, 
on  a 

^        io5      o*-      ^       35—53  ^      ^       —6+0 

Q,  =  -j-  =  35,    Qa= ^ —  =  —  6,    Q3= ^ —  =  —  2. 

Le  nombre  3  est  racine ,  et  la  division  de  l'équation  par  x  —  3 
donne  l'équation  du  second  degré 

2  07*  -f-  6  X  —  35  =  o. 

Les  racines  de  celle-ci  sont  inconunen^urables. 

457.  Supposons  maintenant  qu'une  fraction  irréductible 
j  soit  racine  de  l'équation  (i).  En  substituant  t  à  la  place  de 
X ,  on  aura 

d'où ,  en  multipliant  par  i**, 

(7)  Aofl'"  +  A,rt'"-»^-hAafl'»-*^'  .  .  .   +  Am^'»^  o. 

Tous  les  termes  du  premier  membre ,  à  partir  du  second , 
sont  divisibles  par  J5  donc  b  doit  diviser  A© a*" 5  et  puisqu'il 
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est  premier  avec  a,  il  doit  diviser  Ao.  Par  une  raison  sem- 
blable, a  doit  diviser  A^* 

Il  résulte  de  cette  proposition  que  les  racines  commen- 
surables  deviendraient  toutes  des  nombres  entiers,  si  Ton 
multipliait  toutes  les  racines  par  le  coefficient  Ao  du  premier 
terme  5  de  sorte  que ,  par  cette  transformation ,  la  recherche 
des  racines  fractionnaires  serait  ramenée  à  celle  des  racines 
entières.  Mais  on  peut  aussi  trouver  les  racines  fractionnaires 
directement. 

458.  En  divisant  tous  les  termes  de  Tégalité  (7)  par  &,  et 
en  posant  A©  r  H-  Ai  =  Bi ,  on  obtient 

B|  /!"-•  4-  A,  «"•-*  6  ...  -h  Am^"*-'  =  o. 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  b  devant  être  un  diviseur 
de  Ao  5  Bi  est  un  nombre  entier.  En  outre ,  d'après  la  dernière 
égalité,  tous  les  termes,  à  partir  du  second,  étant  divisibles 
par  b ,  il  faut  que  b  divise  Bj  a^"^  ;  et  puisqu'il  est  premier 
avec  a,  il  doit  diviser  Bf 

Soit  Bi  T  +  At  =  Bs  ^  Bs  sera  un  nombre  entier,  et  on  aura 

Ba  a"»-'  -f-  A3  «"•-«  b  ...  -4-  A„  6"^^  =0. 

On  conclut  de  là  que  b  doit  diviser  Bj. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  en  dernier  lieu  à  la 

condition  B^.i  t  4-  A,»  =  o. 

Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  im- 
médiatement le  quotient  de  la  division  du  premier  mem- 
bre de    Péquation  par  le  facteur  x  —  -jx  car   les  nombres 

Ao,  Bi,  Bj, . . . ,  Bfl,-!  sont  les  coefficients  de  ce  quotient.  En 
calculant  les  quotients  de  ces  nombres  divisés  par  &,  qui 
sont  entiers ,  on  a  les  coefficients  du  quotient  de  la  division  du 
même  polynôme  par  bx  —  a.  On  en  conclut  l'équation  au 
moyen  de  laquelle  on  doit  chercher  les  autres  racines ,  en 
comprennent  dans  les  nouveaux  essais  celle  qui  vient  d'être 
obtenue. 
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459.  Les  coefficients  du  quotient  de  la  division  du  premier 
membre  dé  Téquation  par  bx —  a  étant  des  nombres  entiers, 
il  s'ensuit,  en  supposant  x  =  1  eta:  =  —  i,  que  le  résultatde 
la  substitution  de  i  à  la  place  de  x  dans  le  premier  membre, 
doit  être  divisible  par  b — d]  et  le  résultat  de  la  substitution 
de  —  I  doit  être  divisible  par  b-i-a* 

On  commencera  par  éprouver,  au  moyen  de  ces  deux  condi- 
tions,  toutes  les  fractions  dont  les  deux  termes  satisferont  à 
celles  qui  ont  été  reconnues  dans  le  n^  457.  On  passera  en- 
suite à  la  vérification  des  autres  conditions,  expliquées  dans 
le  n^  458. 

Pour  les  racines  entières,  il  faut  supposer  i  =  i  ;  en  sorte 
que ,  si  a  est  une  de  ces  racines  ,  a  —  i  doit  diviser  le  résultat 
de  la  substitution  de  +  i ,  et  a+  i  doit  diviser  le  résultat  de 
la  substitution  de  —  i. 

S^'ËxufPLB.  6a:«  — 19«*-+- i3,r«— 20«'4-48^*— 16  =  0. 

On  trouve  la  racine  2  répétée  deux  fois,  et  les  deux  racines 
I  et  —  -7.  Les  deux  autres  sont  imaginaires. 

4^  Exemple.   i54:*4-i6x' — ^6  x^ --Sx -h  6  =  0. 

On  trouve  les  racines  |  et  —  -j.  Les  deux  autres  sont  incom- 
mensurables. 

Décomposition  d'une  équation  qui  a  des  racines  égales. 

460.  Soit 

/(a:)=(j:  — fl)»  ( x  —  6)/'(;r  — r)^ 

L'équationy  (a:)  =  o  ades  racines  égales ,  savoir  :  n  racines 
égales  ka^p  racines  égales  kb^q  racines  égales  à  c,  etc. 
Considérons  la  dérivée  dey(a:)  ^  on  a 

/' (  x)  = /i  (x— fl)"-»  {x— ^y»  (  0?— c  )«. . . 

H-/?  (or  — û)"(x —  by-^  [x  —  c)^. .  . 


•  I  • . 


.  • . 


Posons 

D  =  ( jc  —  a)"-'  (a?  —  * )P-'  (  X  —  c)?-'. . . ; 
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D  divise/ (jc)  et/'  (x).  Il  est  le  pkis  grand  commun  diviseur 
de  ces  deux  quantités  ,  autrement  il  faudrait  que  Tun  des 
facteurs  de/(x)  divisât  le  quotient  de/'  {x)  par  D,  lequel 

est 

/i(;r  —  6  )  { x  — c).  .        '-\^p(x  —  o)  {x — c),.. 

-^  q  (x  — a)(x  — 6)...  4-  ••• 

Or  chacun  des  facteurs  x — a,  .r— i  ,  etc. ,  divise  toutes  les 
parties  de  cette  somme ,  à  l'exception  d'une  seule  •,  par  con- 
séquent la  somme  n'est  divisible  par  aucun  de  ces  facteurs. 

Donc ,  Lorsqu'une  équation  a  des  racines  égales ,  le  pre- 
mier membre  de  V équation  et  sa  fonction  dérii^ée  ont  un 
comm.un  dii^iseur  algébrique^  et  ce  commun  dii^iseur  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines 
égales  de  t équation,  élei^és  chacun  à  une  puissance  moin- 
dre d'une  unité. 

Lorsque  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales  ^  le  premier 
membre  et  sa  fonction  dérii^ée  n^  ont  aucun  facteur  commun 
algébrique  ;  car  les  exposants  n  ^p^-q  ^  etc.  ,  étant  l'unité ,  le 
plus  grand  commun  diviseur  de/ (x)  elf'(x)  se  réduit  à  un 
nombre. 

46t.  D'après  ces  propositions  .  pour  reconnaître  si  une 
équation  donnée  f(x)  =o  a  des  racines  égales  ,  on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme/ (x)  et  de  sa 
fonction  dérivée  /'  (jî).  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur est  numérique,  toutes  les  racines  sont  inégales.  Si  le 
plus  grand  commun  diviseur  est  algébrique  et  s'il  est  du  pre- 
mier degré ,  il  fait  connaître  une  racine  double  de  l'équation  ; 
et  il  n'j  a  pas  d'autres  racines  égales.  Si  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  est  du  second  degré ,  en  l'égalant  à  zéro ,  on  a 
une  équation  qui  peut  avoir  deux  racines  différentes  ou  deux 
racines  égales.  Dans  le  premier  cas,  chacune  des  deux  racines 
se  trouve  deux  fois  dans  l'équation /(a*)  =0;  dans  le  second 
cas ,  la  valeur  de  x  qu'on  a  trouvée  est  une  racine  triple. 

462.  Quand  le  plus  grand  commun  diviseur  est  un  poly- 
nôme Di  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  opère  sur  D^ 
comme  on  a  opéré  sur  le  polynôme/(  j:)  5  c'est-à-dire  que  l'on 
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cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D^t  et  sa  fonction 
dérivée.  Soit  D9  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Soit  Dale  plus 
grand  commun  diviseur  de  Dj  et  de  sa  fonction  dérivée,  et  sup- 
posons que  Ds  soit  premier  avec  sa  dérivée.  Dans  ce  cas  Dj  a  des 
facteurs  doubles  et  ne  contient  pas  de  facteurs  répétés  plus  de 
deux  foi%.  Di  a  des  facteurs  triples  et  ne  contient  pas  de  facteurs 
répétés  plus  de  trois  fois.  Enfin /(a:)  a  des  facteurs  quadruples, 
et  n'en  contient  pas  à  un  degré  de  multiplicité  plus  élevé. 

Désignons  par  Xi  le  produit  des  facteurs  simples  du  poly- 
nôme/*(  a:),. par  Xj  le  produit  des  premières  puissances  des 
facteurs  doubles,  par  X»  le  produit  des  premières  puissances 
des  facteurs  triples,  par  X4  le  produit  des  premières  puissan- 
ces des  facteurs  quadruples.  On  a 

/(a:)  =  X.XÎX;XÎ. 

L){  ^^^   A.2  A.3  A.^  . 
Jjj A.3  -^4  • 

D3  =  X, . 

En  divisant  chacune  de  ces  égalités  par  la  suivante,  et  en 
nommant  Qi  le  quotient  de  f(oc)  par  Di ,  Qj  celui  de  Di  par 
Dj ,  Qs  celui  de  Dt  par  Ds ,  on  trouve 

Ql=X|X2X3X4,         Qi  =  XaX3X4,  Q3^:X3X4. 

En  divisant  encore  chaque  égalité  par  la  suivante,  et  la  der- 
nière par  Ds  =  X4 ,  on  obtient 

^^x.,  Q--^^'  d;-^*- 

Après  ces  opérations  qui  déterminent  les  facteurs  Xi,  X,, 
Xs,  X4 ,  on  trouvera  toutes  les  racines  de  l'équation /'{x)  ==  o 
en  résolvant  séparément  les  quatre  équations 

X|  =  o ,     Xj  =  o ,     X3  ^  o ,     X4  =:  o . 

La  première  équation  fera  connaître  les  racines  simples  de  Té- 
quation  proposée ,  la  deuxième  donnera  les  racines  doubles  -,  la 
suivante  donnera  les  racines  triples  5  enfin  la  dernière  don- 
nera les  racines  quadruples. 

Si  l'un  des  polynômes  Xi,  Xj,  Xg  est  numérique,  on  en 
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conclura  qu^il  n'y  a  pas  de  racines  du  d^ré  de  multiplicité 
correspondant  au  rang  de  ce  polynôme. 

463.  Pour  exemple  de  Fapplication  de  cette  méthode,  je 
prendrai  l'équation 

«•— ^j:' — 2j:*-+-ii8x* — 269  j:* — 83«'-+-6iaj:' — io8j: — 2^32  =ro. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  membre  et  de  sa 
fonction  dérivée  est 

X*  —  ^ar»-}- i3aî* -f-3a?  —  18. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  sa  fonc- 
tion dérivée  est  a:  —  3. 

Le  binôme  x  —  3  n'a  aucun  facteur  commun  avec  sa  déri- 
vée,  par  conséquent  l'équation  proposée  ne  contient  pas  de 
facteurs  élevés  à  des  puissances  supérieures  à  la  troisième. 

En  conservant  aux  lettres  Xi ,  Xt ,  Xt ,  le  même  sens  que 
précédemment,  on  a 

x,x;xî  =  ;e  —  7«' —  2««  + 1 18a:*. . . , 

X,X;=a:«  — 7x»H.  i3j:\.., 
Xs  =  X  —  3. 

En  divisant  chacuue  de  ces  égalités  par  la  suivante ,   on 

trouve 

X|XaXj  =  x*  —  i5a?* -h  I04? -h  24, 

XjXarzrar*—    4^»  4-       a: -h    6. 

En  divisant  de  nouveau  la  première  égalité  par  la  deuxième,  et 
celle-ci  par  Xj  =  x  —  3 ,  on  obtient 

X|  =  a7H-4,        Xj=4?* X —  2. 

Les  équations  à  résoudre  sont  donc 

x4-4  =  o,     x^  —  X  —  2  =  0,     X  —  3=0; 
d'où 

x= — 4>     ^= — ï>     j:  =  2,     x  =  3; 

—  4  ^^^  ^^^^  racine  simple;  —  i  et  2  sont  deux  racines  doubles^ 
3  est  une  racine  triple. 
Soit  encore  l'équation 

jc*  +  2a:* +  47'  4-6^  +  7JC*  —  20?*  H-  3ar*  -h  2X^ —  I2jc  —  8=0. 
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On  obtient  deux  racines  simples,  ~  2  el  -H  15  deux  racines 

j      -Il  I  4- J —  n         I— v/ — 7  •  .    1 

doubles  î et ;  et  une  racine  triple ,  —  i. 

464.  Si  l'on  voulait  avoir  une  équation  qui  contint  toutes 
les  racines  simples  ou  multiples  de  Téquation  donnée ,  et  dans 
laquelle  chaque  racine  ne  se  trouvât  qu'une  seule  fois,  il  suffi- 
rait de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  D^  du  poly- 
n6mef(x)  et  de  sa  fonction  dérivée,  et  de  divisery(a:)  par 
Di  5  le  quotient  donnerait  l'équation  demandée ,  puisque  ce 
quolient,  que  nous  avons  désigné  par  Qi ,  est  XiXjXsX*. 

On  peut  former  deux  équations  dont  l'une,  donne  les  racines 
simples,  et  l'autre  les  racines  multiples  sans  les  contenir 
plus  d'une  fois  chacune.  A  cet  efïet,  après  avoir  obtenu  le 
quotient  Qi ,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  d 
des  polynômes  Di  et  Qi^  on  a  ^^XsXsX^,  et,  par  suite, 

-^=  Xi  ;  les  équations  demandées  sont  donc  -^  =  o  et  J=  o. 

465.  Lorsque  tous  les  coefficients  numériques  d'une  équa- 
tion sont  commensurables ,  les  polynômes  que  nous  avons  dési- 
gnés par  Xi ,  Xt ,  Xa ,  etc.,  ne  contiennent  aussi  que  des  coeffi- 
cients commensurables  ;  car  les  opérations  par  lesquelles  on  les 
obtient  ne  peuvent  pas  introduire  de  quantités  irrationnelles. 
Par  conséquent ,  si  Tune  des  racines  de  l'équation  est  répétée 
n  fois,  et  si  toutes  les  autres  racines  ont  des  degrés  de  muK 
tiplicité  diiïërents,  celte  racine  est  nécessairement  commensu- 
rable.  On  conclut  de  là  qu'une  équation  du  troisième  degré 
qui  n'a  pas  de  racine  commensurable ,  n'a  pas  de  racines  éga- 
les, puisqu'elle  ne  peut  avoir  deux  racines  au  même  degré  de 
multiplicité.  La  même  conclusion  s'applique  à  l'équation  du 
cinquième  degré  ;  car,  si  elle  a  des  racines  égales  incommen 
surables,  il  faut  qu'elle  en  ait  deux  au  même  degré  de  multi- 
plicité; elle  ne  peut  donc  avoir  que  deux  racines  doubles; 
alors  elle  a  une  racine  simple ,  qui  est  commensurable.  Quant 
à  Téquation  du  quatrième  degré ,  si  elle  a  des  racines  égales  in- 
commensurables,  il  faut  qu'elle  ait  deux  racines  doubles  ;  dans 
ce  cas,  son  premier  membre  est  un  carré.  On  peut  donc  évi- 
ter l'emploi  de  la  méthode  des  racines  égales  pour  toutes  les 
équations  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  le  cinquième. 

74 
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466.  Quand  on  connaît  une  racine  a  d'une  équation ,  on 
peut  déterminer  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  en  la 
substituant  dans  les  dérivées  successives  du  premier  membre 
de  l'équation  j  car,  suivant  le  théorème  du  n°  460,  si  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  est  divisible  par  [x — a)",  la  dé- 
rivée du  premier  ordre  est  divisible  par  (x  —  ^Y"^  ^  celle  du 
deuxième  ordre  est  divisible  par  [x — a)"""*,  ainsi  de  suite  ; 
onfin,  la  dérivée  de  l'ordre  n —  1  est  divisible  par  x  —  a  ,  et 
la  dérivée  suivante  ne  contient  pas  le  facteur  x — a.  La  racine 
a  doit  donc  réduire  à  zéro  les  dérivées  successives  du  pre- 
mier membre  jusqu'à  celle  de  l'ordre  /z-^i,  sans  réduire  à 
zéro  la  dérivée  suivante. 

467.  On  peut  parvenir  au  théorème  du  n^  460  par  une 
méthode  dilférente  de  celle  que  nous  avons  suivie,  et  dans 
laquelle  la  considération  des  fonctions  dérivées  se  présente 
d'une  manière  plus  directe. 

Soit  a  une  des  racines  de  l'équatîony  (jr)  =  o.  Si  l'on  forme 
une  autre  équation  dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de 
la  proposée  diminuées  de  a ,  cette  équation  aura  autant  de 
racines  égales  à  zéro  qu'il  y  aura  dans  la  proposée  de  racines 
égales  à  a.  Pour  diminuer  toutes  les  racines  de  la  proposée  de 
a  ,  il  faut  poser  y  =  x — a ,  d'où  x=.y-^a  ;  Téquation  trans- 
formée est  y(j^-Hû)==o,  ou 

/(«)+/'(«)/+/"  (a)  ^ +/-(«)  -Ç^+ •  •  -=0. 

f  [a]  étant  nulle,  puisque  ,  par  hypothèse,  a  est  une  racine 
de  l'équation  f  {x)  =  o,  l'équation  en  y  est  satisfaite  par 
j  =  o.  Si  la  racine  a  est  répétée  n  fois  dans  l'équation  pro- 
posée ,  l'équation  en  y  devant  avoir  n  racines  égales  à  zéro  , 
il  faut  que  son  premier  membre  soit  divisible  parj^",  ce  qui 
exige  que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  j^  jusqu'à 
j'""*  soient  nuls.  Donc,  lorsqu'une  racine  rt  entre  n  fois  dans 
une  équation ,  toutes  les  dérivées  du  premier  membre,  jusqu'à 
celle  de  l'ordre  //.— i  inclusivement,  doivent  devenir  nulles 
quand  on  y  fait  x  =  a.  Réciproquement,  si  a  étant  racine 
d'une  équation ,  l'hypothèse  x  =z  a  annule  les  dérivées  du  pre- 
mier membre,  jusqu'à  l'ordre  de  n — i  inclusivement,  sans 


CHAPITRE  QUATORZIÈME.  371 

annuler  celle  de  Tordre  /i,  la  racine  a  entre  n  fois  dans  Féqua- 
tion;  puisque  Téquation  dont  les  racines  sont  celles  de  la  pro- 
posée diminuées  de  a  a  /t  racines  égales  à  zéro. 

On  déduit  de  là  le  théorème  du  n®  460  5  car,  si  les  n  —  i 
premières  dérivées  Aef[x)  sont  réduites  à  zéro  pour  a;=:a, 
la  suivante  ne  l'étant  pas  ,  Téquationy  (x)  =  o  aura  n  —  i 
racines  égales  à  a  5  par  conséquent/^ (or)  sera  divisible  par 
(  X — a)""*  ;  d'ailleurs  ce  polynôme  ne  sera  pas  divisible  par 
une  puissance  plus  haute  de  x — a\  car,  pour  €^ef'[x)  fût 
divisible  par  [x — «  )'*,  il  faudrait  que  la  /i'*"**  dérivée  Aef[x) 
devint  nulle  poura:,=  a. 

Formules  générales  relatives  aux  différences. 

468.  Considérons  une  suite  de  quanti  tés  quelconques 

Si  l'on  retranche  chacune  déciles  de  celle  qui  la  suit,  on  for- 
mera une  autre  suite  dont  les  termes  seront  ce  que  Ton  appelle 
les  différences  premières  des  quantités  proposées.  On  désigne 
ces  différences  par  la  lettre  A  placée  devant  la  quantité  que 
Ton  soustrait;  on  a  ainsi 

A  tto  =  «I  —  "•  >     A  «,  =  «a  —  «, ,     A  /«a  =  «3  --  Wj ,  etc. 

En  formant  de  même  les  différences  des  quantités' A*  w^ , 
A  £/i,  Aiis^  etc.,  on  obtient  \e^ différences  secondes  des  quan- 
tités proposées ,  et  on  les  désigne  par  le  signe  A*  ;  de  sorte  que 
Ion  a 

A'ao  =  A«,  —  Atto>      A*«,=Aa,  —  A«,  ,      A'MjZzAaa  —  À  «3,   etc. 

En  continuant  de  la  même  manière  ,  on  forme  successive- 
ment les  différences  troisièmes ,  quatrièmes ,  etc. ,  qui  sont 
désignées  par  A^,  A^,  etc. 

469,  On  peut  obtenir  l'expression  d'une  différence  d^un 
ordre  quelconque ,  en  fonction  de  toutes  les  quantités  de  là 
suite  primitive  dont  elle  dépend.  On  a  d'abord,  par  les  va 
leurs  ci-dessus  de  A  uo  et  de  A  u^ , 

A'«o  =  «i  —  «I  — (tt,  —  Wa)  =  tt,  —  2i/,  -+-Wo; 

24. 
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.» 
pareillement 

À'  K,  =  II3 2  ttj  -h  Ut  : 

donc 

A*  «t  =  (  1*5  —  att,  -h  w,  )  —  («a  —  2  M,  4-  «0  ) 
=  Wj  —  3 «3  +  3  Kl  —  ff«. 

Les  coefficients  numériques  dans  ces  expressions  de  A*  1/0 
el  A*  ii«,  sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  du  cube  du  bi- 
nôme X  —  a.  Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale,  for- 
mons l'expression  de  A"  u^.  Soit 

on  a  pareillement ,  et  avec  les  mêmes  coefficients  , 

A*-'»,  =  tt„—  A  a«-,  H-  B Un^i  —  C  ««^3  4- ...  ; 
donc 


A*  II.  =  A  *»-'«,—  A  «-'  «0 


=  Mn— A 
—  I 


Wrt-.  4-  B 
A 


«„_,  —  C 
—  B 


Un — 3  -f"  •  •  •  • 


On  conclut  de  là  que  les  coefficients  numériques,  dans  le 
passage  d'une  difierence  à  la  suivante ,  se  forment  suivant  la 
même  loi  que  dans  le  passage  d'une  puissance  du  binôme 
X — a  à  la  puissance  suivante  ^  et  puisque  les  coefficients  nu- 
mériques de  Texpression  de  A*Uo  sont  les  mêmes  que  ceux  du 
carré  de  x — a,  les  coefficients  de  l'expression  d'une  diflFé- 
rence  quiconque  seront  aussi  les  mêmes  que  ceux  de  la  puis- 
sance correspondante.  On  a  ainsi 

(a)A»«,  =  W„— /îa«-l4 ^ ^Un^2 ^ —r, •«;,-34-.  .  • 

I .a  1 .2.0 

Oi^  écrit  abréviativement  celle  formule,  de  la  manière  sui- 
vante : 

A«a  =  (a  —  !)■. 

On  devra  changer,  seulement,  dans  le  développement  de  la 
puissance,  les  exposants  de  u  en  indices. 

470.  Lorsque  l'on  connaît  les  différences  de  l'ordre  n  d'une 
suite  de  quantités ,  et  le  premier  terme  de  chacune  des  suites 
précédentes  de  différences ,  et  de  la  suite  des-  quantités  elles.» 
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mêmes,  on  peut  former  toutes  ces  suites.  On  obtient  d'abord 
les  différences  de  Tordre  n  — i  en  ajoutant  successivement  à  la 
première  de  ces  différences,  qui  est  connue ,  celles  de  l'ordre  n  j 
on  passe  de  même  de  la  suite  des  différences  de  Tordre  n  — i  à 
celle  des  différences  de  Tordre  n  —  a  ;  ainsi  de  suite. 

471,  On  peut  aussi  obtenir  l'expression  de  Tune  quel- 
conque des  quantités  de  la  suite  primitive ,  au  moyen  du  pre- 
mier terme  iio  de  cette  suite  et  de  ses  différences  successives 

A  {/o  9  A*  2/o ,  A'  lio ,  etc. 
On  a 

1^1  =  2«, -4- Ai^t,      Ai^i  =  Àee«+ A'i^O)      A' tf  1  =  A' f^a -f- A' £fe ^ 

a,  =  tt,  4- A  «I  =  Mo  +  2  A  Ht -H  A^  i^t  ) 
Am,  =  Am,  +  A'tfi  =  Attg  4-  2A*at-|-  A*iit, 

«3  r=  «2  +  A  M2  =  Mo  +  3  A  tto  -f-  3. A* Mo  -1-  A'  Mo. 

Les  coefficients  numériques  des  expressions  de  u^  et  dé  1/3  sont 
encore  ceux  du  carré  et  du  cube  d'un  binôme.  Pour  démontrer 
que  <;ette  loi  est  générale ,  supposons  que  Ton  ait 

an-\  =  Mo  -f-  A  AMo-I-  BA'Mo  4-  CA*Mo-|-.  .  • , 
on  aura  pareillement 

A  Un^i  =  A  Mo  4-  A  A'  Mo  -f-  B  A^  Mo  +  C  A*  Mo  -h  .  .  .  ,, 

et  il  en  résultera 


M„=  M„_,  4- Am„_, 


=  Mo4-  A 

-i- 1 


A  M«  4-  B 

4- A 


A»Mo4-C 
B 


^A*Mo  4^. .  .  . 


On  conclut  de  là  que  les  coefficients  numériques,  dans  le 
passage  d'une  quantité  à  la  suivante ,  se  forment  de  la  même 
manière  que  dans  le  passage  d'une  puissance  de  x  +  a  à  la 
puissance  suivante.  On  a  donc 

(2)M„=Mo4-/ïA«o-h-^ ^A^Mo4--^^ ^-^ -'A'Wo-f-... 

1 .2  1 .210 

On  écrit  abréviativement  cette  formule  de  la  manière  suir- 

vante  : 

m„  =  (i4-A)«m; 
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seulement,  après  le  développement  de  la  puissance ,  les  expo- 
sants n'ont  pas  leur  signification  ordinaire ,  et  ils  ne  sont  que 
des  indices  de  Tordre  des  différences. 

Différences  des  fonctions  entières, 

472.  Supposons  que  les  quantités  i/o  )  «i  9  Ut  9  ^z  9  etc. ,  soient 
les  valeurs  d'une  fonction  entière  de  x ,  et  qu'elles  corres- 
pondent à  des  valeurs  de  la  variable  x  équidistantes  les  unes 
des  autres.  Soit  la  fonction 

Il  =  A«" -h  Bar«-' H- Cx«-»  4- Da:^' -I- .  • .  ; 

et  désignons  par  h  la  différence  constante  de  deux  valeurs 
consécutives  de  x ,  on  aura 

A«  =  A[(jr  -f-  hy  —  jr»]  -4-B  [(x  +  A)«-'  — ^-'Jh- 

Cette  expression  de  Au  est  du  degré  n  — i  par  rapport  à  x^ 
et  de  cette  forme , 

«AAx«-'-+-BiAx''-'4-C,ÂJ:^3-h 

On  obtiendra  la  différence  suivante  du  même  ordre,  Aui,  en 
remplaçant  x  par  x  4-  A  5  et ,  puisque  A'  11  =  Aui  —  Au ,  on 
trouvera 

à}u=:n  [n  — i)  AÂ'a:'»-»4-  B,  k'af-^  H-  C,  A^oî»--*  -h . .  . . 

Les  degrés  de  ces  différences  successives  Au,  A'u,  etc., 
décroissent  d'une  unité ,  de  chaque  différence  à  la  suivante , 
par  conséquent  la  différence  de  l'ordre  n^  ou  A"  u,  ne  dépen- 
dra pas  de  X  ^  et ,  d'après  les  expressions  ci-dessus ,  on  aura 

A"a  =  1 . 2 . 3 . . . /i  A  A". 

Cette  différence  étant  constante,  toutes  celles  des  ordres  sui- 
vants seront  nulles. 

473.  D'après  cette  propriété  des  fonctions  entières,  on 
peut  obtenir  par  des  additions  toutes  les  valeurs  d'une  telle 
fonction  pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable ,  quand 
on  a  calculé  directement  un  nombre  de  ces  valeurs  égal  au 
degré  de  la  fonction. 
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..5 


—  3  .r^  -t-  X-  —  8  -r:  —  10; 


et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  les  valeurs  de  ce  polynôme 
en  prenant  pour  x  les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs. 

Il  faudra  calculer  les  valeurs  correspondantes  à  cinq  nom- 
bres entiers  consécutifs;  et  Ton  choisira,  pour  plus  de  sim- 
plicité, les  nombres  — 2,  — i,  o,  -|-i,  -i-2.  On  formera 
ensuite,  avec  les  résultats  de  ces  substitutions,  le  tableau  sui- 
vant ; 


2 
I 
0 
I 
2 

3 

4 

5 
6 


2 
I 

10 
'9 

'4 


,37 

806 

2726 
7106 


DIFF.  I. 


II 

9 
5 


lOI 

669 

>9>9 
438i 


DIFF.  11. 


~    10 

H-     2 

+  i4 


146 

5i8 

I250 

24^2 


DIFF.  m. 


12 


-+■    12 


l32 

372 

732 

1212 


DIFF.  IV. 


DIFF.  V. 


O 


120 
240 

36o 
48u 


120 


La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  x ,  et  la  deuxiè- 
me ,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction.  On  a  d"'abord 
formé  les  nombres  qui  sont  au-dessus  des  filets.  On  a  obtenu 
ceux  de  la  troisième  colonne  en  retranchant  chacun  des  nom- 
bres de  la  deuxième  colonne  de  celui  qui  est  au-dessous  de 
lui.  La  quatrième  colonne  est  formée  avec  la  troisième  comme 
celle-ci  a  été  formée  avec  la  deuxième.  La  différence  cinquième 
est  connue  à  priori ,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro 
précédent. 

Pour  obtenir  les  nombres  qui  sont  au-dessous  des  filets,  on 
continue  d'abord  la  colonne  des  différences  quatrièmes ,  dans 
laquelle  chaque  nombre  est  égal  au  précédent  augmenté  de  la 
différence  constante  120.  On  forme  chacune  des  différences 
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troisièmes  en  ajoutant  à  celle  qui  précède  la  différence  qua- 
trième placée  dans  la  même  ligne.  On  agit  de  la  même  ma- 
nière pour  obtenir  les  différences  secondes,  les  différences 
premières ,  et  enfin  les  nombres  contenus  dans  la  deuxième 
colonne  à  gauche,  qni  sont  les  valeurs  de  la  fonction. 

D  faut  opérer  autrement  pour  les  valeurs  correspondantes 
aux  nombres  négatifs  —  3 ,  —  4>  ^^c. ,  qui  sont  données  par 
le  tableau  ci -dessous  : 


3 

—  139 

-+■    i4i 

—  142 

H-  l32 

—  120 

4 

-  794 

H-  655 

-  5i4 

-*-  372 

—  240 

5 

—  2695 

-f-  1901 

—  1246 

H-  732 

—  36o 

120 


On  retranche  d'abord  la  différence  constante  lao  de  la  dif- 
férence quatrième  o,  correspondante  à  x  = —  25  ce  qui  donne 
la  différence  quatrième  —  120,  correspondante  k  x  =  — 3. 
On  retranche  cette  différence  quatrième  —  120  de  la  diffé- 
rence troisième  -f-  1 2 ,  correspondante  a  x  =  —  25  ce  qui 
don  ne  la  différence  troi  sième  -h  1 3  2 ,  correspondante  à  x  = —  3  • 
On  obtient  d'une  manière  semblable  les  différences  —  142 , 
H-  i4i,  et  le  résultat  —  139.  Les  nombres  de  la  ligne  corres- 
pondante à  j:  ==  —  4  sont  formés  avec  ceux  de  la  ligne  corres- 
pondante k  X  =  —  3 ,  comme  ceux-ci  ont  été  formés  avec  les 
nombres  contenus  dans  la  ligne  correspondante  à  x=  —  2; 
et  Ton  continue  de  même  autant  qu'il  est  nécessaire. 

474.  Lorsque  deux  fonctions  entières,  du  degré  /i,  ont  les 
mêmes  valeurs  pour  n-\-i  valeurs  différentes  de  la  variable, 
elles  sont  identiques 5  car,  si  elles  ne  Tétaient  pas,  leur  diffé- 
rence ,  qui  serait  du  degré  /z  au  plus ,  serait  annulée  pour  n-\-i 
valeurs  *de  x  :  ce  qui  est  contraire  à  la  proposition  qu'une 
équation  du  degré  n  n'a  pas  plus  de  n  racines. 

En  représentant  la  fonction  par 

et  en  exprimant  qu'elle  prend  les  valeurs  zio  9  ^1 9  ^s  9  z^s  ?  etc. , 
lorsqu'on  remplace  successivement  x  par  les  valeurs  désignées, 
Xoj  Xij  Xi  y  Xs-,  etc.,  on  aurait  «  H- i  équations,  au  moyen 
desquelles  on  trouverait  les  valeurs  de ti -f-  i  eoefficients  A, 
lî>  C,  etc. 
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Mais,  dans  le  cas  où  les  quantités  Xo^  Xi  ^  od^y.,  ^  x,,»  sont 
cquidistantes  les  unes  des  autres,  l'expression  de  la  fonction 
peut  se  déduire  de  la  formule  (2)  [n®471].  Le  second  membre 
de  cette  formule  devenant  successivement  i/o ,  Wt ,  Mi  ,  1/5 ,  etc. , 
lorsqu'on  fait  n  =  o,  =i,==2,=3,  etc. ,  si  l'on  représente 
par  A  la  différence  constante  de  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  Xoy  Xiy  Xj ,  etc. ,  et  si  l'on  écrit  dans  la  formule  (2) ,  au 

lieu  de  n ,  — r— *  >  le  second  membre  deviendra  successivement 

I/o,  Wj,  Wj,...,  i/„,  lorsqu'on  remplacera  x  par  or^,  a^o-f- A, 
.ro-h  2  A  5... ,  Xo-\-  nh.  D'ailleurs  il  sera  une  fonction  entière 
de  x,  du  degré  n  ;  il  sera  donc  la  fonction  cherchée.  On  aura 
ainsi ,  en  désignant  cette  fonction  par  m,  , 


(3) 


X  —  x^  /x  —  Xo         \    fx  —  JPo  \     A^"»      . 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  fait  x  =  x^-i —  A ,  on  ob- 
tient pour  la  valeur  de  la  fonction , 

III  5 

Wo  -h  -  Atto—  ô  ^'"0  "+•  "^  ^' "0 Q  A*  «•  -H . . .. 

2  O  10  120 

475.  Lorsque  la  quantité  i/o,  et  les  différences  Ai/o, 
A' i/o,  etc,  jusqu'à  A"//^,  sont  toutes  positives ,  h  étant  aussi 
une  quantité  positive,  la  fonction  Uje  a  une  valeur  positive 
pour  x^^Xo-h  (n  —  i)/*,  et- pour  toute  Valeur  plus  grande 
de  X'^  car  ces  valeurs  de  x  rendent  positifs  tous  les  coeffi- 
cients des  différences  dans  la  formule  (3).  Il  suit  de  là  que 
:ro+  (n — i)  h  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équa- 
tion «;p  =  o. 

476.  Si  l'on  fait ,  pour  abréger,  — 7 — *  =  <2 ,  la  formule  (3  ) 

devient 

z(z  —  i)  z(z  —  i)(z  —  2) 

(4)   /i,=  ttoH-zA«o-^'-^^ ^-à'u.'h- -^ iA««o-f-.... 

^^'  1.2  1.2.3 

Supposons  que  la  valeur  de  z  soit  comprise  entre  o  jet  i, 


idz 
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ce  qui  a  lieu  qUand  on  donne  à  x  des  valeurs  comprises  entre 
a'o  et  Xo  +  A.  Dans  ce  cas,  les  coefficients  des  diflërences  Awo? 
A'uo,  etc.,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  leurs 
valeurs  absolues  vout  en  décroissant. 

Le  coefficient  de  A'//o, ^^ ^    a  une  valeur  au  plus 

égale  à  n;   car,  la  somme  de  deux  facteurs  z  et  1  —  z  étant 
o 

constante  et  égale  à  1,  le  maximum  de  leur  produit  est  y 

Soit  y  (2)  =  z  (^  —  i)  (^  —  7.)  :=:  z^  —  3z'  ■-{'  iz.  On   a 
y'  [z)  =  Zz^  —  63  H-  2.    Les    racines    de  (p'  (^)  =  o  sont 

i/^«  La  fonction  <p'  [z)  est  positive  pour  les  valeurs  de  z 
comprises  entre  o  et  i  —  v/ô'  ®^  ^^l^  ^^^  négative  pour  les  va- 
leurs de  z  plus  petites  que  1  et  plus  grandes  que  i  —  \/ô* 
Donc  (f  [z)  est  croissante  depuis  z  =  0  jusqu'à  ^  =  i  —  \/ô' 

et  elle  est  décroissante  depuis  2  =  i  —  i /-r  jusqu'à  z  =  1. 
On  obtiendra  donc  la  valeur  maximum  du  coefficient  de  A^Ug, 

en  faisant   z  =;  i  —  V/ô?  ^®  4^^  donne  -\/ô'  qui  est  un 

nombre  plus  petit  que  -^• 

On  conclut  de  là  que  la  valeur  numérique  du  coefficient  de 

A*  Mo  est  moindre  que  -=  X  7  ou  — ;  celle  du  coefficient  de 

^      10       4         20 

A*Wo  est  moindre  que  —  x|  ou  ^\  etc. 

20       o        20 


»»••' 
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CALCUL    DES    RACINES    INCOMMENSURABLES    DES    ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES. 


Séparation  des  racines  incommensurables. 

iill.  La  recherche  des  racines  incommensurables  comprend 
deux  parties  ;  on  détermine  d'abord  deux  limites  de  chaque 
racine,  l'une  plus  petite,  l'autre  plus  grande,  et  qui  soient 
assez  rapprochées  pour  ne  comprendre  qu'une  seule  racine  ; 
c'est  ce  qu'on  appelle  réparer  les  racines.  On  calcule  ensuite 
la  valeur  de  chaque  racine  avec  le  degré  d'approximation  que 
la  question  exige. 

478.  Il  a  été  prouvé  que  lorsque  deux  quantités  substituées 
dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  des  résultats 
de  signes  contraires ,  l'équation  a  au  moins  une  racine  réelle 
comprise  entre  ces  quantités.  Voici  une  autre  proposition 
essentielle  à  connaître  pour  parvenir  à  la  séparation  des 
racines. 

Théorème.  —  Si  Von  substitue  dans  le  premier  membre 
dune  équation  deux  quantités  qui  comprennent  une  racine 
réelle  y  ou  qui  en  comprennent  un  nombre  impair ^  les  deuoc^ 
résultats  auront  des  signes  contraires  ;  et  si  les  quant^té&. 
substituées  ne  comprennent  aucune  racine ,  ou  si  elles  en: 
comprennent  un  nombre  pair,  les  deux  résultats  auront  le 
même  signe. 

Représentons  l'équation  proposée  par /"(or)  =  o;  désignons^ 
par  OL  ei  &  deux  quantités  réelles  quelconques,  et  supposons. 
a  <^  6.  Si  les  quantités  a  et  6  ne  comprennent  aucune  racine 
de  l'équation,  les  résultats  qu'on  obtiendra  en  substituant 
successivement  ces  quantités  à  la  place  de  x  devront  avoir  le^ 
mêmesjgne^  car  s'ils  avaient  des  signes  contraires,  il  y  aurait 
une  racine  comprise  entre  a  et  6  (n*'  419)  \  ce  qui  est  contre- 
rhypoihèse. 
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Examinons  le  cas  où  a  et  6  comprennent  plusieurs  racines , 
a^  bj  c, , . ,  ,k.  Le  polynôme  y  (x)  est  divisible  par  le  pro- 
duit des  facteurs  x  —  a^x  —  i,«..,a:  —  Ar,  et  en  représen- 
tant le  quotient  par  (f  (x)^  on  a 

/(x)  =  («  — £i)  (a?—  i)(x  — c)...(x  — ^jXçW. 

Faisons  successivement  dans  cette  égalité  x  =  a  et  a:  =  6  ^  il 
viendra 

/(a)  =  (a  —  <i)  (a  —  ^) . . .  (a  —  ^)  X  ?  (a) , 
/(e)  =  (6  -  a)  (6  -  ^)..  .(6  -  X-)X  7(6). 

Or,  les  racines  a,  J, .  . .  ,A  étant  comprises  entre  a  et  S,  les 
facteurs  a  —  a, oc  —  J,...,  «  —  k  sont  tous  négatifs ,  et  les 
facteurs  S  —  a\  6  —  i,...,6  —  k  sont  tous  positifs.  H  suit  de 
là  que  le  produit  des  facteurs  ex,  —  a ,  «  —  i ,  etc. ,  a  le  même 
signe  que  le  produit  des  facteurs  6  —  a,  6 — J,  etc. ,  ou  le 
signe  Contraire,  suivant  que  les  racines  a,  6,. .  .,Xi  sont  en 
nombre  jpair  ou  en  nombre  impair.  D'ailleurs,  (f  (a)  et  f  (S) 
ont  le  même  signe  ;  car,  si  ces  quantités  avaient  des  signes 
contraires ,  l'équation  (f  (x)  =  o  aurait  une  racine  entre  a  et  6; 
donc  a ,  i , . . . ,  A:  ne  seraient  pas  les  seules  racines  def(x)  =  o 
comprises  entre  «  et  6,  ce  qui  est  contre  Fhypotbèse.  Donc,  si 
le  nombre  des  racines  a,  J, . . . ,  A  est* pair,  les  résultats  /*{«) 
et  y*  (6)  ont  le  même  signe  ;  et,  si  le  nombre  de  ces  racines  est 
impair,  les  résultatsy(«)  exf(6)  ont  des  signes  contraires. 

Cette  proposition  fait  immédiatement  conclure  la  réci- 
proque : 

Si  deux  quantités  substituées  dans  le  premier  membre 
d*une  équation  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
elles  ne  comprennent  qiiune  racine,  ou  elles  en  comprennent 
un  nombre  impair  ^  et,  si  deux  quantités  donnent  des  résul^ 
tats  de  même  signe,  elles  ne  comprennent  pas  de  racines,  ou 
elles  en  comprennent  un  nombre  pair. 

La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  que  les  ra- 
cines a^  by» .  .^k  soient  différentes  *,  de  sorte  que,  si  a  et  6  com- 
prenaient une  racine  qui  fût  répétée  un  nombre  pair  de  fois , 
sans  en  comprendre  aucune  autre,  il  faudrait  considérer  ces 
quantités  comme  comprenant  un  nombre  pair  de  racines. 
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479.  Lorsque  le  dernier  terme  d'une  équation  est  positif, 
Féquation  n  a  pas  de  racines  positives^  ou  elle  en  a  un  nombre 
pair;  car,  en  substituant  successivement,  à  la  place  de  x,  zéro 
et  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  on  a  des  résultats 
de  même  signe.  Quand  le  dernier  terme  est  négatif,  le  nombre 
des  racines  positives  est  impair;  car,  en  substituant  zéro  et  une 
limite  supérieure  des  racines  positives,  on  a  des  résultais  de 
signes  contraires. 

480.  Avant  de  passer  à  la  recherche  des  racines  inconunen- 
surables  d'une  équation ,  on  doit  d'abord  la  simplifier  par  la 
suppression  de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines 
commensurables.  Il  faut  ensuite  appliquer  la  méthode  des  ra- 
cines égales,  afin  de  décomposer,  s'il  est  possible,  l'équation 
en  d'autres  de  degrés  moindres. 

Le  problème  à  résoudre  étant  ainsi  réduit  à  trouver  les  ra- 
cines réelles  d'une  équation  quand  elles  sont  toutes  incom- 
mensurables et  inégales,  supposons  que  Ton  substitue  dans  le 
premier  membre  les  nombres  entiers  compris  entre  une  limite 
numériquement  supérieure  des  racines  négatives  et  une  limite 
supérieure  des  racines  positives.  Si  la  suite  des  résultats  de  ces 
substitutions  présente  autant  de  changements  de  signes  qu'il 
y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation ,  il  ne  se  trouvera 
qu^une  seule  racine  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront 
donné  des  résultats  de  signes  contraires,  et  il  ne  s'en  trouvera 
aucmie  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront  donné  des 
résultats  de  même  signe  ;  autrement,  il  faudrait  que  le  nombre 
des  racines  surpassât  le  degré  de  l'équation.  La  séparation  sera 
donc  effectuée. 
Soit  l'équation 

JC* X^  1007*  -f-  «SP  -f-  l5  =  O. 

On  trouve  pour  limites  des  racines ,  par  la  méthode  du  n^  449 , 
+  4  et  —  3  ;  et  en  substituant  dans  le  premier  membre  les 
nombres  entiers  depuis  —  3  jusqu'à  -h  4  ?  l^s  signes  des  résul- 
tats sont  tels  qu'on  les  voit  ci-dessous  ; 

x=--3,  =—2,  =— I,  =o,  =4-1,  5=4-2,  =4-3,  =4-4> 

4^,        4->         — )  "^j 
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On  conclut  de  là  que  les  quatre  racines  de  Téquation  sont 
réelles;  qu'une  d'elles  est  comprise  entre  i  et  2;  une  entre 
3  et  4;  une  entre  — i  et  — 25  et  la  quatrième  entre  — a 
et  —3. 

Quand  on  sait  que  l'équation  n'a  pas  plus  de  jx  racines 
réelles,  y.  étant  un  nombre  inférieur  au  d^ré,  il  suffit,  pour 
que  la  séparation  s'effectue  en  substituant  les  nombres  entiers 
compris  entre  les  limites,  que  la  suite  des  résultats  de  ces 
substitutions  présente  |x  changements  de  signes. 

4Si .  Si  Ton  veut  effectuer  seulement  la  séparation  des  ra- 
cines positives,  il  faudra  qu'en  substituant  les  nombres  entiers 
depuis  zéro  jusqu'à  une  limite  supérieure  des  racines  positives, 
le  nombre  des  changements  de  signes  dans  la  suite  de^  résultats 
soit  égal  au  nombre  des  variations  de  l'équation. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

x^  —  Sx'  —  x^  —  8x  -+-10  =  0. 

Comme  elle  n'a  que  deux  variations,  elle  n'a  pas  plus  de  deux 
racines  positives.  Le  premier  membre  est  positif  pour  x  =  a; 
il  est  négatif  pour  j:  =  i  et  x  =  2 ,  et  positif  pour  a:  ==  3.  On 
conclut  de  là  que  l'équation  a  deux  racines  positive»^  l'une 
comprise  entre  o  et  1 ,  et  l'autre  entre  2  et  3 . 

Si  l'on  veut  trouver  les  racines  négatives,  on  changera  x  en 
—  :r ,  ce  qui  donne 

x^  —  3.r^  -h  x^  —  8x  —  10  =:o. 

Cette  équation  a  trois  variations  ;  ainsi  elle  peut  avoir  trois 
racines  positives.  On  trouve,  par  la  méthode  du  n°  449,  que 
le  nombre  3  est  une  limite  supérieure  des  racines-,  et  en  substi- 
tuant o,  I»  2,  on  obtient  des  résultats  négatifs;  d'ailleurs  la 
limite  3  donne  un  résultat  positif.  Il  suit  de  là  que  l'équation 
X*  —  3x'  —  X*  —  Sa: -h  10  =  0  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  —  2  et  —  3  ;  mais  ces  substitutions  ne  décident 
pas  si  les  deux  autres  racines  sont  réelles. 

482.  On  abrège  le  travail  des  substitutions  en  calculant  les 
résultats  au  moyen  des  différences.  Mais  l'avantage  de  celte 
méthode  n'est  pas  seulement  de  simplifier  les  opérations. 
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Prenons  pour  exemple  Téquation 

x^  —  3  or' H- a;'  —  8x  —  10  =  0. 

On  reconnaît  par  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres 
entiers,  qui  ont  été  formés  (n^  473) ,  qu'il  y  a  au  moins  une 
racine  entre  2  et  3 ,  une  entre  o  et  —  i ,  et  une  entre  —  2  et 
—  3.  On  voit,  en  outre,  que  le  nombre  7  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  (n*^475).  On  peut  tirer  de  ces  résultats  la 
conclusion  qu'il  n'existe  aucune  racine  en  dehors  des  trois  in- 
tervalles ci -dessus.  Comme  la  règle  des  signes  apprend  que 
Téquation  n'a  pas  plus  de  deux  racines  négatives ,  il  suiBt  de 
considérer  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres  positifs. 

Pour  l'intervalle  des  nombres  o  et  i,  en  donnant  à  i/o  dans 
la  formule  (4)  [page  377]  la  valeur  correspondante  à  j:=  o, 
qui  est  —  10 ,  les  seuls  termes  positifs  sont  ceux  qui  dépendent 
des  différences  troisième  et  cinquième.  On  peut  écrire  les  trois 
derniers  termes  comme  il  suit  : 


/  3  — z    , 

[f — r^ 


5  \  4       /  *2o 

z  étant  moindre  que  i ,  d'après  les  valeurs  A'=i32,  A*=r  240, 

3 2 

la  quantité  A* ^ —  A*  est  moindre  que  1 2  :  par  conséquent, 

la  première  partie  de  la  quantité  ci-dessus  est  moindre  que 

I  o  F  *10 

-^  (n®  476) .  La  seconde  partie  est  plus  petite  que  — ^'  La  fonc- 

1  o  29 

tion  ïijr  ne  pourra  donc  pas  devenir  positive.  ; 

Par  rapport  à  l'intervalle  des  nombres  i  et  2,  on  reconnaît 
d'une  manière  semblable  que  les  trois  derniers  termes  de  la 
formule  (4)  ne  peuvent  donner  qu'une  quantité  positive  infé- 
rieure à  la  valeur  numérique  de  Wo?  qui  est  —  1 9.  Â  la  vérité,  la 
différence  première  donne  un  terme  positif^  mais,  pour  que  ce 
terme  positif  puisse  l'emporter  sur  celui  qui  dépend  de  la  dif- 
férence deuxième,  et  qui  est  négatif,  il  faut  que  la  valeur  de  z 
diffère  très-peu  de  l'unité;  et  cette  condition  rend  très-petits 
les  coefficients  des  autres  termes  positifs. 

Pour  l'intervalle  des  nombres  3  et  4^  la  formule  (4)  donne 

«,  =  l37-4-z[669  — (l— z)625]-+-2(l  — 2)(2— z)[202  — (3— z)25] 

-hz(i  -^z)i2  — z)(3  — z)  (4—2); 
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z  étant  moindre  que  i ,  tous  les  termes  de  cette  expression  de 
Ujc  sont  positifs. 

On  reconnaît  de  la  même  manière  quHl  n'y  a  pas  de  racine 
comprise  entre  4  et  5. 

Au  delà  de  5,  en  prenant  pour  la  valeur  Uo  celle  qui  répond 
àar  =  i,  on  a  ;s  =  4  ouz]>45  ^^^s  les  coefficients  des  diffé- 
rences sont  positifs  \  et,  d'après  les  valeurs  de  ces  différences 
qui  correspondent  à  o:  =  i,  on  voit  que  la  somme  des  termes 
positifs  l'emportera  constamment  sur  le  premier  terme ,  qui 
sera  seul  négatif. 

483.  Après  la  substitution  des  nombres  entiers,  si  la  sépa- 
ration des  racines  n'est  pas  entièrement  effectuée,  ou  pour  ap- 
procher davantage  de  celles  qui  ont  été  reconnues,  il  faut  sub- 
stituer des  nombres  plus  rapprochés. 

Ces  substitutions  se  font  par  de  nouvelles  différences  que 
l'on  calcule  au  moyen  des  précédentes. 

Supposons  que  l'on  veuille  attribuer  à  xdans  la  fonction  Uj, , 
exprimée  par  la  formule  (3)  du  n®  474,  des  valeurs  comprises 

entre  Xa  et  x^i-^h^  dont  les  différences  soient  — •  Les  résultats 

'  lO 

de  la  substitution  de  ces  valeurs  seront  ceux  que  l'on  trouverait 
si  l'on  donnait  à  z,  dans  la  formule  (4)?  les  valeurs  o,  i,  o,  2, 
o,  3,...,  o,  9.  Comme  les  coefficients  de  Auo?  ^'z^o?  etc.,  sont 
des  fonctions  entières,  on  peut  calculer  leurs  valeurs  au  moyen 
des  différences^  on  trouve  celles  qui  sont  contenues  dans  le 
tableau  suivant  : 


A 

A> 

A' 

A* 

A» 

4- 

a^H_ 

-f- 

^  , 

4- 

0,1   * 

o,o/|5 

0,0285 

0,020.662.5 

0,016.116.75 

0,2 

0,080 

o,o/|8o 

o,o33. 600.0 

0,025.536.00 

0,3 

o,io5 

0,0595 

0,040.162.5 

0,029.720.25 

0,4 

U,I20 

0,0640 

0,041.600.0 

0,029. 952. 0<» 

0,5 

0,125 

0,0625 

0,039.062.5 

0,037.343.75 

'  0,6 

0,120 

o,o56o 

o,o33. 600.0 

0,022.848.00 

0.7 

o,io5 

0,0455 

0,026.162.5 

0,017  367.25 

0,8 

0,080 

0,0320 

0,017.600.0 

0,011 .264.00 

0,9 

0,045 

o,oi65 

0,008.662.5 

0,005.370.75 
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Les  différences  qui  font  trouver  ces  valeurs  donnent  aussi  les 
diflérences  des  valeurs  de  la  fonction  u^  pour  des  valeurs  de  z 
de  dixième  en  dixième,  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  x 

croissantes  de  — »  En  désignant  ces  nouvelles  différences  par 

la  lettre  (^,  on  a 

Su^  =  o,i  A  —  0,045 A' 4- 0,0285 A* —0,0206625  A*  H- 0,016116.75 A*  -h. 
S^u^ss  0,01  A»    — 0,009 A^    -+-0,007725  A*   — 0,006697. 5 A*    ■+"• 

^*«t  =  0,001  A*  — o,oor35A<      4- 0,00 1462. 5 A'    -H, 

^at=  0,0001  A*        — o, 00018  A*  -h. 

^irg=  0,00001  A*  -h. 

Ces  formules  et  le  tableau  qui  précède  suffiront  jusqu'au 
cinquième  degré  inclusivement. 

484.  En  appliquant  les  dernières  formules  à  l'exemple  du 
n®  482,  pour  substituer  les  différents  nombres  de  dixièmes  entre 
2 et  3,  on  aMo= — 14^  Aiio=  i5i,  A*ao=  5i8,  A' 1/0=  782, 
A*  I/o  =  480  ,  A*  lio  =  lîio  (  page  SjS  ).  Il  en  résulte 
(îi/o= -4- 4,668.01,  cî*//o  = -f- 1,496.3,  d'Mo  =  + 0,259.5, 
5*  Ho  = -h  0,026.45  <Î''mo  = -h  0,001.2.  On  forme  avec  ces 
différences  le  tableau  suivant  : 


•  • 


JC=  2 

—     14,000.00 

-+-    4,668.0i 

4-  1,496.3 

4-  0,269.5 

4-  0,026.4 

4-  0,001.2 

2,1 

—     9,331.99 

4-    6,i64.3i 

■+■  1,755.8 

4-  0,285.9 

4-  0,027.6 

2,2 

-     3,167.68 

-h    7,920.11 

-H  2,041.7 

4-  o,3i3.5 

4-  0,028.8 

s»,3 

-h     4,762.43 

+    9,961-81 

H-  2,355.2 

4-  0,342.3 

4-  o,o3o.o 

2,4 

-+-   ï4,7»4-24 

4-  12,317.01 

H-  2,697.5 

4-  0,372.3 

4-  0,o3l .2 

2,5 

H-     27,03 1.25 

H-  15,014. 5i 

4-  3,069.8 

4-  o,4o3.5 

4-  o,o32.4 

*     2,6 

-H    42>o45.76 

-+■  18,084.31 

4-  3,473.3 

4-  0,435.9 

4-  o,o33.6 

î»,7 

H-    6o,i3o.07 

•+•  21,557.61 

4-  3,909.2 

4-  0,469.5 

2,8 

-+-    81,687.68 

-t-  25,466.81 

4-  4,378.7 

2,9 

-h  107,154.49 

■+■  29,845.51 

Jr=:3,0 

-h  137,000.00 

On  conclut  de  ces  résultats  qu'il  n'existe  aucune  racine  eu 
dehors  de  Tiuiervalle  des  nombres  2,2  et  2,3  ;  car,  dans  chacun 
des  autres  intervalles ,  les  termes  delà  formule  (4)  qwi  auront 
un  signe  contraire  à  celui  du  premier  terme,  ne  pourront  don- 
ner leur  signe  à  la  valeur  de  la  fonction  (*). 

(*)  On  pourra  toujours  parvenir,  par  cetle  méthode,  à  connaître,  avec  une 
entière  certitude,  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation.  Car;  s'il  n'y  a 

a5 


r 
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485.  Si  Ton  voulait  substituer  des  nombres  croissants  de  un 
centième  entre  deux  nombres  consécutifs  de  dixièmes ,  les  dif- 
férences qu  il  faudrait  employer  seraient  données  par  les  mêmes 
expressions  de  du^j  ^'^e?  etc.,  dans  lesquelles  on  prendrait 
pour  Ai/o ,  A*Uo9  etc.,  celles  qui  auraient  été  trouvées  par 
les  dernières  opérations. 

Si  Ton  avait  été  assuré,  avant  d'effectuer  les  opérations 
dont  nous  venons  de  présenter  le  tableau ,  qu'il  ne  se  trouvait 
pas  plus  d'une  racine  entre  les  nombres  entiers  a  et  3,  on  au- 
rait pu  arrêter  ces  opérations  après  avoir  obtenu  le  résultat  de 
la  substitution  de  2,3,  qui  est  positif.  Mais  alors  il  n'y  aurait 
eu  aucune  garantie  de  l'exactitude  des  calculs  5  tandis  qu'en 
les  prolongeant  jusqu'à  la  valeur  correspondante  à  a:  =  3 ,  on 
obtient  une  vérification,  puisque  cette  valeur  est  déjà  connue. 

Calcul  des  valeurs  approchées  des  racines, 

486.  En  développant  le  second  membre  de  la  formule  (4), 
et  en  faisant  11^=  o,  on  obtient  une  équation  de  cette  forme  : 

(5)  o  =  w-i-A2-+-Bz»+C25»4-Dz«4-Ez* 

On  a  d'ailleurs 

B=        La'— -&.'  +  —,  à'-  ~  AK.. 

2  3  24  12 

(6)  (C=  ^.3_',,^.^,.... 

D=  1.  ^^ !-  A».  . 

E=  — A^.. 

120 


aucune  racine  entre  deux  nombres  a  eib,  la  valeur  numérique  de  la  fouctioii , 
dans  l'intervalle  de  ces  deux  nombres,  ne  pourra  pas  descendre  au-dessous  d'un 
certain  minimum  ,  tandis  qu^en  subdivisant  convenablement  cet  intervalle,  les 
différences  A  « ,  A'  u ,  etc.,  pour  chacune  des  subdivisions ,  pourront  devenir 
aussi  petites  qu'on  le  voudra;  de  sorte  qu'en  appliquant  la  formule (4)  aux 
différentes  subdivisions,  il  en  résultera  des  expressions  de  la  fonction  »«  dans 
lesquelles  les  termes  variables  dont  le  signe  sera  contraire  à  celui  du  terme 
constant  u, ,  ne  pourront  donner  qu'une  somme  inférieure  à  cette  quantité.* 
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On  formera  aisément  tous  les  termes  de  ces  dernières  for- 
mules, suivant  le  nombre  des  différences  qu'on  aura  à  consi- 
dérer, et  qui  dépendra  du  degré  de  Téquation  proposée.  Les 
expressions  ci-dessus  comprennent  tous  les  termes  qu'on  aura 
à  calculer,  dans  le  cas  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

En  négligeant,  dans  l'équation  (5),  les  puissances  de  z  su- 
périeures à  là  première ,  on  aura 

(7)  »=-J- 

Si  l'on  néglige  seulement  les  puissances  de  z  supérieures  à  la 
seconde,  on  aura  la  valeur  de  z  par  une  équation  du  second 
degré. 

487.  Dans  l'exemple  qui  a  servi  plus  haut,  on  a,  pour  la 
racine  positive,  qui  est  comprise  entre  2,12  et  2,3  : 

w  =  — 3,167.68,     A  =  6,996.8,     8  =  0,876.8, 
C=:o, 045.4»  D==o,ooi.i,     F.  =  o,ooo.oi. 

La  valeur  de  z  donnée  par  la  formule  (7)  est  trop  grande, 
puisqu'on  l'obtient  en  négligeant,  dans  l'équation  (5),  des 
termes  qui  sont  tous  positifs.  Comme  cette  valeur  trop  grande 

est  moindre  que  -  >  la  somme  des  termes  négligés  est  moindre 

2 

que  ^B-h^C-h-^O-f-x-E,  et  l'on  conclut  de  là  qu'elle  ne 
s'élève  pas  à  o,225.  Il  s'ensuit  que  l'erreur  de  la  valeur  de  z 

O    220 

est  moindre  que  ^-^ — ^  î  qui  est  un  nombre  plus  petit  que  0,04  ; 

et  conmie  z  =  — 7 — •"  et  A  =  —  >  d'où  a:  =  Xo  H z.  l'er- 

h  10  10    ' 

reur  de  la  valeur  de  .r,  au  moyen  de  la  valeur  approchée  de  z, 

sera  au-dessous  de  0,004. 

488.  Calculons  la  valeur  de  z  d'après  les  trois  premiers 
termes  de  l'équation  (  5  ),  qui  donnent  une  équation  du  second 
degré.  On  ne  doit  prendre  que  la  racine  positive;  et,  en 
changeant  u  en  —  u ,  attendu  que  la  valeur  de  u  est  négative , 
on  a 

(8)  z^ -^ 

25. 
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En  effectnant  le  calcul  au  moyen  des  logarithmes  ,   on 

trouve 

«  =  0,4^9604. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

logM......         0,500.741^ 

logB...    •         1,942*9005 

B  tt. 0,443*6418  2,777.4^ 

log  -  A . .  . .         o ,  543 .  8695 


2 


1,087.7390  12, 238. 80 


(-Aj -f-Ba    1,176.5607     i5,oi6.22 
y  o, 588. 2803     3,875  077 

^A 3,498.4 


1 ,575.9691  0,376.677 

1,942.9005 

log  z  =  . . . .         1 ,633  0686 

489.  Si  Ton  veut  pousser  plus  loin  l'approximation,  on 
fera  dans  Téquation  (5)  z=:yH-2',  en  désignant  par  y  la 
valeur  de  z  déterminée  par  la  formule  (8).  On  obtiendra  Té- 
quation 

(9)  u!  -h  A'z'  -h  B'«"  -H  C'z'^  4-  D'z"  H-  E'z"  =  o; 

et  Ton  aura 

A'=A-*-2B7  -h3C7»-+-4D7'-*-5E7S 
B'  =  B-|-3C7  4-6D7'-h  10  £7% 
C'  =  C4-4D7-|-  10  £7% 
D'  =  D-h5£7, 
£'=£. 

En  négligeant  les  puissances  de  z'  supérieures  à  la  première, 
on  obtient 

(.0)  *'=  -  p 

On  reconnaît  à  l'inspection  des  expressions  ci-dessus  de  v!  et 


CHAPITRE  QUINZIÈME.  389 

de  A',  et  des  valeurs  des  nombres  A,  B,  C,  D,  E,  y>  que  la 
quanlité  7!  déterminée  par  la  formule  (10)  est  moindre  que 
o  9  001  ;  et  comme  on  ne  peut  pas  être  assuré,  en  opérant  par 
les  logarithmes,  d'avoir  la  valeur  de  y,  qui  est  celle  qui  a  été 
calculée  dans  le  numéro  précédent,  avec  plus  de  six  chiffres 
exacts,  il  serait  superflu  de  calculer  la  quantité  ai  avec  plus  de 
trois  ou  quatre  chiffres  \  en  conséquence,  on  pourra  abréger 
le  calcul  de  vl  et  de  A',  en  ne  prenant  les  logarithmes  qu'avec 
cinq  chiffres  décimaux.  On  aura  ainsi  les  opérations  suivantes  : 

Calcul  de  u! .  Calcul  de  A!. 

logC...   2,657.05  A 6,996.8 

7*...   2,899.20  2B7....  0,753.35- 

3,556*250,003.599.6    log3C.  .    i,i34i8 
logD.  .    3,041.39  7'...   1,266.13 

7*...   2,532.27  2,400. 3i  0,025. î4 

5,573.66  0,000.037.5    log4D7^  4>^4^*^^  0,000.35 

logE7\  7,165.34  0,000.000.1  7>775.64 

«' 3,560.77  0,003.637.2 

logA'. .   0,890.74  m'  ,^     Q 

^  j  ^ — LJ  --  =  0,000.467.8 

4,670.03  ^ 

On  a  négligé,  dans  le  calcul  de  A',  le  terme  5Ey*,  attendu  qu'il 
ne  peut  influer  sur  les  chiffres  dont  on  tient  compte  dans  les 
autres  termes. 

On  conclut  du  dernier  résultat  et  de  la  valeur  de  /  qui  a  été 
trouvée  précédemment,  a:=  2, 24 2.913. 62. 

490.  On  peut  apprécier  comme  il  suit  le  degré  d'exactitude 
de  ces  approximations  successives.  Pour  la  première  cor- 
rection, que  nous  avons  désignée  par  y,  on  obtient  une  quantité 
trop  grande.  Mais,  les  termes  de  l'équation.  (5)  qu'on  a  négligés 
étant  ceux  qui  donnent,  dans  le  calcul  de  la  correction  sui- 
vante, la  quantité  u\  qui  est  moindre  que  0,0037,  ^^  valeur  de^ 
donnée  par  la  formule  (8)  deviendrait  trop  petite,  si  l'on  di- 
minuait la  valeur  numérique  de  u  de  0,0037.  Or,  en  reprenant 
le  calcul  de  z  avec  la  valeur  de  u  ainsi  diminuée,  on  trouve 
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que  celle  de  z  surpasse  Of4^gi2,  L'erreur  de  la  valeur  de  z 
calculée  en  prunier  lieu,  est  donc  moindre  que  o,ooo5. 

Par  rapport  à  la  seconde  correction,  la  valeur  de  z^  étant  né* 
gativts,  on  peut  changer  z^  en  — z'  dans  l'équation  (9),  qui 
devient  alors 

(i  i)         u'  —  AV  -f-  z''  (B'  —  Cz')  -f-  z'*  (ly  —  EV)  =  o. 

Les  quantités  B'  ^  G'  s' et  U  —  E'z'  sont  positives  -,  en  outre, 
la  quantité  y  étant  moindre  que  -r,  on  a 

B'<B-f-^C-h-D4-7E,     D'<D4--E; 

donc 

B'<o,9466,     D'<o,ooi4. 

La  correction  p  est  trop  faible,  puisque  les  termes  de  Téqua- 

tion  (11)  que  l'on  néglige  sont  positifs;  mais  la  valeur  de  z' 
devant  être  plus  petite  que  o,ooo5,  l'erreur  est  moindre  que 

B'X  (OjOooS^'^-iyXfOjOOoSy  .  , 

^— ^- ^—7 ^— ^ -j  et  cette  quantité  ne  peut  pas 

influer  sur  les  six  premiers  chiffres  décimaux  de  la  valeur  de 
z\  On  est  donc  en  droit  de  compter  sur  l'exactitude  des  sept 
premiers  chiffres  décimaux  de  la  valeur  de  x  conclue  des  deux 
corrections. 

&  l'on  prend  pour  z  le  pombre  0,4^9136,  en  mettant  en 
même  temps  dans  l'équation  (5  )  les  valeurs  de  m,  A,  B,  C,  D,  E 
(n°  487),  et  en  calculant  les  termes  qui  dépendant  de  z  avec  le 
secours  des  logarithmes,  et  jusqu'au  sixième  chiffre  décimal, 
on  ^^ouvç  que  la  somme  de  ces  termes  est  3 ,  167673  ;  ainsi  l'on 
a  un  résultat  négatif:  mais  en  prenante  =  0,429137,  le  lo- 
garithme de  z  augmente  de  1  o  unités  du  dernier  ordre,  et  la 
somme  des  deux  termes  en  z  et  en  z^  est  augmentée  par  là  de 
0,000.007.4,  de  sorte  que  l'on  a  un  résultat  positif.  On  est 
assuré  par  cette  vérification  qu'il  n'a  pas  été  commis  d'erreur 
dans  les  calculs,  et  que  la  valeur  de  z  est  exacte  jusqu'au 
sixième  chiffre. 

491.  Il  faut  remarquer  qu'après  le  calcul  de  la  première 
correction,  tel  qu  il  a  été  exécuté  (n°488),  il  aurait  été  superflu 
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de  calculer  la  valeur  de  z'  au  moyen  des  trois  premiers  termes 
deréqualion  (9)  5  car,  à  cause  de  la  petitesse  des  nombres  ul 
et  B',  la  valeur  de  z\  calculée  de  cette  manière,  diflférerait  peu 

de  —/  )  6^  I21  difierence  serait  inappréciable  au  degré  d'approxi- 

malion  de  la  valeur  de  z  précédemment  calculée  (^). 

492.  On  ne  s*est  pas  borné,  dans  le  calcul  de  la  première 
correction  y,  aux  chiffres  qui  pouvaient  donner  déS  chiffres 
exacts  de  la  valeur  de  la  racine  cherchée  x  \  et  l'on  a  calculé 
cette  quantité  y  avec  toute  Tapproximation  que  l'on  voulait  ob- 
tenir pour  la  racine,  et  qui  est  ici  celle  à  laquelle  on  peut 
atteindre  par  l'emploi  des  logarithmes.  Si  l'on  s'était  arrêté 
à  une  valeur  moins  approchée  de  la  racine  de  Téquation 
u-HA2-f-Bz*=o,il  aurait  fallu  tenir  compte  dans  le  calcul 
de  1/  des  termes  u  H-  Ay  H-  By*,  dont  la  somme  n'eût  pas  été 
zéro.  Mais  si  l'on  n'employait  pas  les  logarithmes,  ou  si  l'on 
voulait  une  approximation  plus  grande  que  celle  qui  aurait 
élé  d'abord  obtenue  par  leur  moyeu,  il  conviendrait  de  s'arrêter 
pour  chaque  correction  aux  chiffres  dont  l'exactitude  pourrait 
être  regardée  comme  certaine,  afin  de  ne  pas  augmenter  sans 
utilité  la  longueur  des  calculs,  qui  deviendraient  alors  fort 
pénibles. 

Méthode  des  approximations  successives. 

493.  Lorsque  la    correction  z  qui  doit  être  donnée  par 

(  *  )  En  changeant  t'  en  —  s',  et  en  remarquant  que  Ton  ne  devrait  prendre 
que  la  plus  petite  racine  de  Téquation  du  second  degré  u'—  A'«'  -h  B'«"  =  0 , 
puisque  l'autre  racine  serait  plus  grande  que  i ,  un  aurait 


2B'  ~A'-+-v'A'»-.4B'u'' 


«'  = 


u' 


u 
et,  en  retranchant  de  cotte  quantité  -r-.j  la  différence  serait 


A' 


A'(A'-h>/V»-.4B'ii')  ""  A'  (V-f.^A'>-4B'u')' 

Il  est  facile  de  reconnaître ,  diaprés  les  valeurs  de  A',  B',  u',  que  la  derniért 
quantité  est  moindre  que  0,000000  i. 


u 


i 
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Féqualion  (5) ,  est  une  quantité  très-pelite  ,  si  la  valeur 

qu'on  obtient  en  ne  considérant  que  les  deux  premiers  ter- 
mes^ n'est  pas  assez  approchée,  on  peut  en  avoir  une  plus  ap- 
prochée saus  calculer  une  nouvelle  équation.  On  aura  exacte- 
ment, d'après  l'équation  (5), 

Soit  a  le  quotient  de  la  division  de  —  u  par  A ,  ou  une  va- 
leur approchée  de  ce  quotient  ;  en  remplaçant  z  par  a  dans 
tous  les  termes  du  second  membre,  on  obtiendra  une  nou- 
velle valeur  b  dez.  On  pourra  alors  remplacer  z  par  b  dans 
tous  les  termes  du  second  membre  ,  ce  qui  donnera  une 
troisième  valeur  c  de  z]  ainsi  de  suite. 

4'94.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  ,  que  la  quantité  u  soit 
négative,  et  que  tous  les  coeflScients  A,  B,  G,  D,  E,etc., 
soient  positifs.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  z  est  moindre  que 

—  -•  Donc ,  en  remplaçant  z  par  —  -  dans  tous  les  termes  du 

A.  A. 

second  membre,  on  aura  une  valeur  trop  petite  de  z.  En  rem- 
plaçant dans  ces  mêmes  termes  2  par  cette  seconde  valeur,  on 
obtiendra  une  valeur  trop  grande  -,  ainsi  de  suite. 

Pour  apprécier  le  degré  d'approximation  des  valeurs  qui 
résulteront  de  ces  corrections  successives,  désignons  par  P, 

O,  Rrelc. ,  les  coefficients  -75  -7'  t'  ^^^'  5  et  soient  a  et  «  4-  ^ 

*■  A    A   A 

deux  limites  de  la  valeur  de  ^.  La  valeur  çxacte  sera  moindre 
que  celle  qu'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  le  second 
membre  de  l'équation ,  z  par  a  ;  et  elle  sera  plus  grande  que 
celle  qu'on  obtiendra  en  remplaçant  z  par  a  +  cî.  Or,  la  diffé- 
rence des  résultats  de  ces  deux  substitutions  sera 

(2Pa4-3Qa'-H4R«'-h...)^  +  (P  +  3Qa+6Ra'4-...)^'-*-.' 

La  quantité  ^  devant  être  très-petite,  et,  en  outre,  d'un 
ordre  de  grandeur  inférieur  à  celui  de  a  ,  l'approximation  de 
la  valeur  de  z  déduite  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  limites 
a  et  a  -+-^  dépendra  principalement  du  premier  terme  de  la 
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différence  des  deux  nouvelles  limites  ;  et  elle  sera  sensiblement 
proportionnelle  au  produit  ad. 

495.  Si  les  coefficients  des  puissances  de  z  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (12)  n'ont  pas  tous  le  même  signe ^  on 
pourra  obtenir  deux  limites  de  la  valeur  de  ^  ,  au  moyen  des 
deux  limites  a  et  a  H- ^,  en  remplaçant  z  d'abord  par  a  dans 
les  termes  positifs  du  second  membre,  et  par  «H-^  dans  les 
termes  négatifs  ]  et  ensuite  par  a  +  J  dans  les  termes  po- 
sitifs ,  et  par  a  dans  les  termes  négatifs.  Soient  t3(z)  la 
somme  des  termes  positifs  ,  et  —  ^  (2)  celle  des  termes  né- 
gatifs ;  la  différence  des  résultats  des  deux  substitutions^  ou 
la  limite  de  l'erreur  des  valeurs  qu'on  en   conclura  ,   sera 

[ci'(a)H-7r'(a)]^4--[ni''(«)-4-ir"(«)]5'-H.... 

496  Le  mode  d'approximation  qui  vient  d'être  indiqué  peut 
aussi  être  employé  dans  des  conditions  différentes  de  celles  que 
nous  avons  supposées,  comme  le  montre  l'exemple  qui  suit. 

L'équation  par  laquelle  on  détermine  le  diamètre  d'une  con- 
duite d'eau  cylindrique,  est  la  suivante  : 

LO  0'  LO* 

D*  — 0,000.095.94-75^0^— 0,082. 6  ~D— 0,002.22-^  =0. 

Il  n  H 

L  est  la  longueur  de  la  conduite  supposée  reciiligne  et  d'un 
diamètre  uniforme;  Q  est  la  dépense  ou  le  volume  d'eau  qui 
doit  s'écouler  en  une  seconde  ;  H  est  la  pression  à  rorîfice  de 
sortie,  cette  pression  étant  représentée  par  la  hauteur  de  la 
colonne  d'eau  propre  à  la  produire  ;  D  est  le  diamètre  inconnu. 
Les  coefficients  numériques  ont  été  obtenus  en  supposant  les 
longueurs  rapportées  au  mètre  pour  unité. 

Cette  équation  a  une  seule  racine  positive  qui  est  celle 
que  l'on  doit  se  proposer  d'obtenir.  Or,  les  coefficients  du 
deuxième  terme  et  du  troisième  étant  très-petits,  on  peut 
négliger  ces  termes  pour  une  première  approximation.  On  a 
ainsi  une  valeur  trop  faible  qui  est 


^         ^/  LQ'  f  */LQ' 

D  =  y  0,002.22-^  =  0,295  r/ —. 
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Soient  L  =  757",  Q  =  o"*-*^»%  089,   Hrsi"".   L'équation 
devient ,  par  ces  valeurs , 

D*  —0,006.4640' — 0,000. 654  D  —  o,oi3.3i:=o. 

G>maie  la  question  n'exige  pas  une  approximation  de  plus  de 
quatre  chiffres ,  on  pourra  prendre  les  logarithmes  avec  cinq 
chiffres  décimaux  seulement. 

En  mettant  pour  D,  dans  le  deuxième  terme  et  dans  le 

troisième ,  la  valeur  Vo ,  o  1 3  •  3 1 ,  on  trouve  : 

log  0=7,624.84 
log  o,ooo.654=4«^i^*^^ 

4944^*4^      0,000.276 

logD' =  1 ,249*^ 
log  0,006.464=3,810.50 

3.060.18        0,001.149 

o,oi3.3i 

log  de  la  somme  2)  168. 35        o,oi4-735 
y  T,633  67 

L'excès  de  la  nouvelle  valeur  du  logarithme  de  D  sur  la 
valeur  précédente  élaut  0,008. 83,  on  ajoute  cette  quantité 
au  logarithme  précédent  de  (0,000. 654)  D  ,  et  le  double  de 
cette  quantité  au  logarithme  de  (0,006.464)  D'.  On  a  alors 

log  (0,000  654) I>     =4»449»^5        0,000.281 
log(o, 006.464)0»    =3,077.84        0,001.196 

o,oi3.3i 

log  de  la  somme  2,169.88         0,014*787 

y  7,633.98 

L'excès  de  la  nouvelle  valeur  de  log  D  sur  la  valeur  pré- 
cédente est  O9OOO.  3i ,  d'où  l'on  conclut  les  nombres  ci-après  : 

4,449  56  0,000.281 

3,078.46  0,001.198 

o,oi3.3i 

2,169.94  0,014.789 

7,633.99 


^ 
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Le  nombre  correspondant  au  dernier  logarithme  ne  diffère 
pas,  dans  les  quatre  premiers  chiffres,  de  celui  qui  était  donné 
par  le  logarithme  précédent;  et  il  est  0,4305.  Si  Ton  essaye , 
d'après  cela,  pour  D,  le  nombre  o,43o6,  on  trouvera  que  le 

logarithme  de  ce  nombre  surpasse  i  ,633.98  de  0,000.09,  et 
Ton  aura  pour  cette  valeur  : 

51og  0=2,170.35        0,014.80 

log(o,oo6. .  ,)D=4, 449-65        0,000.281 .6 

log(o,oo.    .  )D*=3,078.64        0,001.198.5 

o,oi3.3i 

0,014-790. I 

On  conclut  de  cette  vérification  que  le  nombre  o,43o6 
est  un  peu  trop  grand  ,  et  comme  le  nombre  précédent 
o,43o5  est  trop  petit,  la  valeur  de  D  est  connue  à  moins  de 
o"*,oooi. 

Méthode  d'approximation  de  Newton. 

497.  Lorsque  Ton  a  obtenu  par  des  substitutions  une  valeur 
d'une  racine  à  un  certain  degré  d'approximation ,  on  peut  con- 
tinuer le  calcul  de  cette  racine  par  la  méthode  suivante,  qui  a 
été  indiquée  par  Newton. 

En  faisant  x==a  -hj"  dans  réquaiiony(a:)  =  o ,  l'équation 
résultante  est 

/(«) H-/'(«)7-f./''(«)Ç +/»(«)  Jl +...=  o; 

2  2  .  <3 


d'où 


^=-/H-/I^['"^'')?^^"(''^A+  ••] 


Si  a  est  une  valeur  approchée  d'une  racine  def(x)  =  o,  et 
a-^jrla.  racine  exacte,  j*  sera  une  quantité  très-petite.  Le» 

termes/" (rt)  ^'if"[a)  -^>  etc.,  seront  donc,  en  général,  très- 

petits  par  rapport  à/  ;  de  sorte  qu'on  obtiendra  une  valeur  ap- 
prochée de  cette  quantité  en  prenant  simplement 
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Avec  la  valeur  a  de  la  racine,  qui  résultera  de  cette  correc- 
tion, on  en  calculera  une  autre,  de  la  même  manière ,  c'est-à- 
dire  qu'en  nommant^  ce  qu'il  faudra  ajouter  à  a',  on  prendra 

Ainsi  de  suite. 

L'approximation  résultante  de  chaque  correction  dépend 
principalement  de  l'ordre  du  carré  de  la  quantité  que  Ton  cal- 
cule. C'est  pourquoi ,  lorsque  la  première  valeur  a  est  appro- 
chée à  moins  de  0,1,  on  prend  la  valeur  dej^,  par  la  for- 
mule (i),  jusqu'aux  centièmes;  on  calcule  ensuite  la  valeur 
de  j^' jusqu'aux  dix-millièmes,  et  ainsi  de  suite,  en  doublant, 
à  chaque  opération,  le  nombre  des  décimales.  Mais  l'exacti- 
tude des  résultats  de  ces  opérations  n'est  pas  certaine  -,  et  elle 
est  néceissairement  subordonnée  aux  valeurs  des  coefficients 
des  termes  que  l'on  néglige. 

498.  On  se  rend  compte  de  la  méthode  de  Newton  par  les 
considérations  géométriques  ;  on  reconnaît  de  cette  manière 
les  conditions  de  l'approximation  qu'il  faut  avoir  obtenue 
avant  de  recourir  à  cette  méthode;  et  on  voit,  en  outre,  qu'elle 
est  applicable  aux  équations  transcendantes,  aussi  bien  qu'aux 
équations  algébriques.  Mais,  pour  une  explication  plus  com- 
plète et  qui  comprenne  les  règles  relatives  au  degré  d'approxi- 
mation auquel  on  doit  s'arrêter  dans  chacune  des  opérations 
successives,  il  faut  s'appuyer  sur  quelques  formules  que  je 
vais  établir. 

499.  Supposons  que  la  fonction  F  (z)  devienne  nulle  pour 
^  =  o  ;  et  soient  m  et  M  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  va- 
leurs que  prend  la  fonction  dérivée  F'  (2),  quand  z  varie  depuis 
zéro  jusqu'à  une  limite  déterminée;  en  sorte  que  l'on  aura 

F'(z)— /w>o,     F'(2)  — M<o. 

D'après  ces  conditions,  lorsque  z  croîtra,  la  fonctionF  \z) — mz 
croîtra,  et  la  fonction  F  [z)  — M^  décroîtra  (n^  399).  D'ail- 
leurs ces  fonctions  seront  toutes  deux  nulles  pour  z  =  o:  doitc, 
pour  ^>o,  la  première  sera  positive,  et  la  seconde  sera  né- 
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galîve  5  et,  pour  ^  <^o,  la  première  sera  négative,  et  la  seconde 
sera  positive.  On  aura  ainsi,  si  z  est  positif, 

F(z)  — w«>o,     F(«)  — M25<o; 

et ,  si  js  est  négatif, 

F(«)  — /?j3<;o,      F(3)-- M3>0. 

Ces  inégalités  établissent  que  la  valeur  de  la  fonction  F  (2) 
est  comprise  entre  les  deux  produits  mz  et  M^.  Donc  elle  est 
égale  au  produit  de  z  par  une  quantité  K  comprise  entre  m 
et  M.  En  outre,  si  la  fonction  dérivée  F'(z)  est  continue, 
entre  les  valeurs  de  z  auxquelles  correspondent  les  limites 
m  et  M,  elle  ne  peut  passer  d'une  de  ces  limites  à  l'autre  sans 
prendre  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  La  quantité  K  est 
donc  une  valeur  de  cette  fonction ,  qui  correspond  à  une  cer- 
taine valeur  de  z  comprise  entre  zéro  et  la  valeur  qui  est  attri- 
buée à  cette  variable  dans  la  fonction  F  (^).  D'où  il  suit  qu'il 
existe  entre  o  et  i  un  nombre  6  par  lequel  on  a  l'égalité 

(2)  F(3)  =  *r(ôz). 

SOO.  Supposons  en  second  lieu  que  la  fonction  F  [z)  et  sa 
dérivée  V  (z)  soient  nulles  pour  ^  ==  o,  et  soient  ni  et  M  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  la  fonction 
dérivée  du  second  ordre,  ¥"  [z)y  quand  z  varie  depuis  zéro  jus- 
qu'à une  limite  déterminée. 

Si  z  est  positif,  on  aura,  par  ce  qui  vient  d*être  démontré, 

F'(3)  — wiz>o,     F'(:s)  — Mz<o. 


mz^ 


Il  suit  de  là  que  la  fonction  F  (-z) sera  croissante,  et  la 

fonction   V  [z) sera  décroissante  ;  d'ailleurs  ces  deux 

fonctions  sont  nulles  pour  z  =  o.  Donc,  z  croissant  à  partir  de 
zéro,  on  aura 

(3)  F{z)-^'>o,    rw-^<o. 

Si  z  est  négatif,  on  aura 

F'(z)  — wz<o,     r(2)  — M2>o. 
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mz^ 


Il  suit  de  là  que  la  fonction  F  (z) décroîtra  lorsque  z 

croîtra,  et  la  fonction  F  [z)  — croîtra.  Donc,  z  décrois- 
sant à  partir  de  zéro ,  la  première  fonction  croîtra  et  la  seconde 
décroîtra  ;  ce  qui  laissera  subsister  les  inégalités  (3). 

On  conclura,  d'ailleurs,  de  ces  inégalités,  par  un  raisonne- 
ment semblable  à  celui  qui  a  été  fait  ci-dessus ,  en  supposant 
que  la  fonction  F"'  (-z)  soit  continue  pour  les  valeurs  de  z  que 
l'on  devra  considérer,  et  en  désignant  toujours  par  9  un  nom- 
bre compris  entre  o  et  i , 

(4)  F(«)  =  |F"{e^). 

501 .  Considérons  maintenant  la  différence 

/(«+r)-/H. 

Cette  dîfl'érence  est  une  fonction  àej  qui  devient  nulle  pour 
y  =  o,  et  sa  dérivée  est  f  {a  -Hj^)  ^  ^^  conclut  de  là,  d'après 
la  formule  (2), 

(5)  /(«H-j)=/(«)H-r/'(«4-e/). 

Considérons  aussi  la  fonction 

Cette    fonction     est     nulle   pour  j  z=o\    la     dérivée    est 
y  ^a  -h  y)  — f  [a)  5  elle  est  aussi  nulle  pour  y  =  o  ;  et  la  dé- 
rivée du  second  ordre  est  f"  [a  -\ry) • 
On  conclut  de  là,  d'après  la  formule  (4), 

(6)  fl^a-\-y)=f[a)+jf{a)+y^r{<'  +  ^y)' 

Les  formules  (5)  et  (6)  sont  celles  qui  vont  servir  pour 
l'examen  de  la  méthode  de  Newton. 

502.  Suivant  la  formule  (6),  si  a  -\-y  est  une  racine  de 
l'équation  y*  (a:)  =  o,  on  doit  avoir 

/(«)-h//'(«)-4-Ç/"{«  +  Ô/)  =  o; 
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donc 

"^  ^~     fia)  f'(a)         2 

/Y    \ 

Quand  on  prend  seulement  j"  =  —  \.}     »  l'erreur  de  la  correc- 
tion est  le  terme 

,m                            /"  («  +  M  r' 
^^^  7W'^' ■ 

Donc,  si  la  valeur  de  ce  terme  est  d'un  ordre  de  grandeur  infé- 
rieur à  celui  dej^,  la  quantité  a  —  tA—  approchera  plus  de  la 

racine  que  a.  En  outre,  on  connaîtra  par  la  grandeur  de  ce 
terme  quelle  sera  la  nouvelle  approximation. 

503.  La  valeur  exacte  àej  doit  aussi  vérifier  l'équation 

/(«)H-7/'(«"H0j)  =  o, 
d'où 


La  correction  donnée  par  la  formule  (i)  serait  vicieuse  si 
elle  avait  un  signe  contraire  à  celui  de  la  véritable  valeur  de  y. 
Il  faut  donc  que/'  (a)  ait  le  même  signe  que/'  (a  -}-  Oy).  On 
sera  assuré  que  cette  condition  est  remplie,  si  l'on  connaît, 
outre  le  nombre  a,  un  autre  nombre  J,  de  telle  sorte  que  la 
racine  soit  comprise  entre  a  et  &  *,  et  si ,  de  plus ,  la  fonction 
dérivéey  (x)  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  t,  ce  qui  exi^ 
géra  que  ces  nombres  ne  comprennent  aucune  racine  de 
/'(x)  =  o. 

504r.  Admettons  qu'on  ait  réalisé  ce  qui  vient  d'être  dit. 
Si  a  <^  t ,  la  valeur  de  j  est  positive*,  d'où  il  suit  quey^{a)  est 
de  signe  contraire  à/*'  (a  +  6jr)^  par  conséquent  aussi  kj'  (a). 
D'après  la  formule  (7)^  si  y''(a  +  Oy)  a  le  même  signe  que 

f{a)  5  la  valeur  exacte  de  j^  est  plus  grande  que  —    /  '.  \  donc 
a  — 777A  est  une  quantité  comprise  entre  a  et  la  racine  \  elle 
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approche  donc  plus  de  la  racine  que  a,  et  dans  le  même 
sens. 

Quand  le  signe  de^*'^  (a  -h  Oy)  est  contraire  à  celui  dey(a), 

la  valeur  exacte  dej^  est  plus  petite  que  — 'irfV  P^^  suite,  en 

prenant  a  —  7774'  on  peut  avoir  une  valeur  de  la  racine  plus 

grande  que  b ,  et  qui  serait  alors  moins  approchée  que  ce  nom- 
bre. Mais,  dans  ce  cas,  si  y'  [x)  ne  changé  pas  de  signe  entre 
a  et  & ,  on  peut  se  servir  de  la  plus  grande  limite  b.  La  correc- 
tion que  Ton  a  alors  à  calculer  devant  être  négative,  si  on  la 
représente  par  —  y^  il  faudra  remplacer  dans  la  formule  (  7 )y 
par  — jTf  et  a  par  b  5  ce  qui  donne 

(9)  ^.^/W^/K^-or.)  rî 


f(b)  étant  de  signe  contraire  kf[a)y  tandis  qnef'  (b)  sera 

de  même  signe  que/' (a),  j^  est  une  quantité  positive.  En 

outre,/''  (b  —  6/1)  étant  de  même  signe  que/"  (a)  et/"  (i) ,  et 
/"  [a)  étant  par  hypothèse  de  signe  contraire  à/(a),  les  quan- 
tités/" (b  —  Oyi)jf(b)  et/'  [b)  auront  le  même  signe.  Donc, 

1  fW 

en  prenant  pour  yi  le  terme  jrjfx^  ^^  *^ra  une  valeur  trop 

petite  j  par  suite  la  quantité  b  —  jq^r  sera  comprise  entre  b 

et  la  racine  ;  elle  sera  donc  plus  approchée  de  la  racine  que  b , 
et  dans  le  même  sens. 

Lorsqu'on  aura  ainsi  déduit  de  l'une  des  deux  limites  a  et  6, 
au  moyen  de  toutes  les  conditions  qui  ont  été  exprimées,  une 
autre  limite  plus  approchée  dans  le  même  sens,  celle-ci  en 
fera  trouver  de  même  une  autre  encore  dans  le  même  sens. 
L'opération  se  continuera  ainsi  avec  les  valeurs  successives 
que  l'on  en  conclura,  aussi  longtemps  qu'il  sera  nécessaire. 

505.  Pour  juger  de  l'approximation  qui  a  été  obtenue  après 
chaque  correction,   il     faut  apprécier   la   valeur  du   terme 

C(^^ .  t  ou  ^^;;^  •  ^.  On  peut  obtenir  un  nom- 

bre  M  plus  grand  que  toutes  les  valeurs  numériques  de/"  (x), 
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lorsque  x  varie  depuis  a  jusqu^à  h.  A  cet  effets  si  les  valeurs 
def^  [x)  sont  positives,  on  remplacera  a: par  b  dans  les  termes 
positifs ,  et  par  a  dans  les  termes  négatifs.  Si  ces  valeurs  sont 
négatives,  on  remplacera,  au  contraire,  x  par  b  dans  les 
termes  négatifs ,  et  par  a  dans  les  termes  positifs.  Le  nombi^ 
M  sera  la  valeur  absolue  de  la  différence  des  deux  sommes  qui 
résulteront  de  ces  substitutions.  On  obtient  plus  simplement 
un  nombre  N  plus  petit  que  toutes  les  valeurs  de^'  {x)  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b^  que  Ion  a  à  considérer 
dans  le  cours  des  opérations.  Quand  les  valeurs  de^  {x)  sont 
positives,  celles  de  f'{x)  sont  croissantes;  en  outre,  elles 
sont  négatives  lorsque  l'on  'emploie  la  limite  a ,  et  positives 
lorsque  Ton  emploie  la  limite  b.  Donc,  dans  le  premier  cas, 
le  nombre  N  est  la  valeur  absolue  àef  [b)  ;  dans  l'autre  ^  il  est 
f  (|a).  Quand  les  valeurs  dey"  (a:)  sont  négatives,  celles  de 
J'  [x)  sont  décroissantes  \  en  outre,  elles  sont  positives  lorsque 
l'on  emploie  la  limite  a ,  et  négatives  lorsque  l'on  emploie  la 
limite  b.  Donc,  dans  le  premier  cas ,  le  nombre  N  est  f  (b)  ; 
dans  l'autre,  il  est  la  valeur  absolue  de  f  (a). 

En  désignant  par  e  l'erreur  de  l'une  des  corrections  succes- 
sives, par  y  la  quantité  que  l'on  devait  calculer,  on  aura 

Soit  j  <]  —7,  et  — —  <^  — ->  les  exposants  ticX  p  pouvant  être 

négatifs,  il  en  résultera  e< — ÎTTL'  ®^  pour  que  l'on  soît 

assuré  d'obtenir  des  chiffres  exacts,  au  delà  de  ceux  qui  seront 
déjà  connus ,  il  faudra  que  l'on  ait  2^/1  +  /? ^  n,  ou  /î  >  —  p» 

806.  Lorsqu'on  réduira  en  décimales  la  quantité  —  ^7^ — ^^,  > 

ou  Ty-TTT»  en  prenant  un^p  chiffres,  on  commettra  sur  le 

quotient  une  erreur  qui  s'ajoutera  à  l'erreur  e,  La  valeur 
exacte  de  la  fraction  sur  laquelle  on  opérera  étant  trop  faible , 
on  devrait  prendre  le  quotient  par  excès ,  pour  être  assuré  que 
l'erreur  totale  ne  sera  pas  d'une  unité  du  dernier  chiffre.  Mais 
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le  sens  de  rapproxîmation  du  résultat  serait  incertain,  et  il  poirr- 
rait  arriver  que  la  valeui*  qu^on  obtiendrait  ainsi  ne  fût  pas 
celle  que  Ton* devrait  employer  dans  l'opération  suivante.  On 
devra  préférer,  par  cette  raison,  le  quotient  par  défaut.  Si 
Terreur  est  réellement  de  plus  d'une  unité  du  dernier  chiffre, 
on  en  sera  averti  par  la  correction  suivante ,  qui  changera  ce 
chiffre;  on  en  tiendra  compte  dans  Testimation  de  l'approxi- 
mation  qui  devra  résulter  de  cette  nouvelle  opération ,  et  on 
ne  conservera  que  les  chiffres  dont  l'exactitude  sera  certaine, 
sauf  Terreur  prodvite  par  la  réduction  en  décimale». 

507.    i<' Exemple.         a^ — 2j?  —  5  =  o. 

Cette  équation  a  une  racine  comprise  entre  2  et  2,1  ;  et  le» 
deux  fonctions  dérivées  J^  (x)eif^  [x)  sont  rendues  positive» 
par  ces  nombres,  et  par  tous  les  nombres  intermédiaires.  On 
emploiera  la  limite  2,1  qui  rend  le  premier  membre  de  l'équa* 

M 
tion  positif.  On  aura  M=  12,6,  N  =  10,  d'où  —  <]  i;  ce 

qui  fait  voir  qu  on  pourra  doubler  à  chaque  opération  le 
nombre  des  décimales. 
On  a 

f{x)  JC^ —  2,X  —  5 

et  en  faisant  x  =  2,1, 

0,061 

11,23 

Le  quotient  de  la  division  de  0,061  par  11, 23  étant  plu9 
petit  que  0,01,  il  s'ensuit  que  2,1  est  la  valeur  de  la  racine  à 
moins  de  0,01  •  On  peut  donc  pousser  la  correction  jusqu'aux 
dix^millièmes.  On  a  y  = —  o,oo54  ï  d'où  Ton  conclut 

or  =  2 ,  0946. 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  polynômes  f(x) 
et  y  (or),  on  trouve  avec  huit  décimales  y  =  —  o,oooo485i  ^ 
d'où 

xz=z  2,09455149. 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  le  -aP  506,  Terreur  de  cette 
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valeur  pourrait  surpasser  une  unîié  du  huitième  chiffre 
décimal.  Mais  si  l'on  substitue  dans  Téquation  le  nombre 
2,094^5 148,  on  trouve  un  résultat  négatif,  ce  qui  pl*ouve  que 
ce  nombre  est  plus  petit  que  là  racine* 

2"  ExKH^Ls*  6x*  —  i4i  àc  4-263  =s  o« 

En  effectuant  la  séparation  des  racines,  on  reconnaît  qu^elles 
sont  toutes  réelles  \  qu'il  y  en  a  une  entre  2^7  et  2,8,  une  entre 
2,8  et  2,9,  et  la  troisième  entre  —  5,6  et  —  5,7.  Les  nombres 
2,7  et.  2^8  donnent  pour/'(x)  des  valeurs  de  signes  contraires* 
En  conséquence,  il  faut  chercher  des  limites  plus  rapprochées. 
La  substitution  de  2^7$  dans  Féquation  donne  un  résultat  de 
même  signe  que  celui  de  la  substitution  de  2,7,  et  la  substi- 
tution de  2,76  en  donne  un  de  signe  contraire;  la  racine  est 
donc  comprise  entre  2 ,76  et  2,76.  La  dérivée  du  second  ordre  est 
positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  et  comme  le  résuhat  de  la 
substitution  de  2,75  dans  l'équation  est  positif,  il  faut  employer 
cette  limite.  Ou  a  M=i=  36  X  2^76  et  Nx=  i4i ^^  18  X  (2>76)'ç 

d'où  —  <1 13.  îl  suit  de  cette  valeur  de  —  que  la  première 

correction  pourra  ne  pas  donner  exactement  le  chiffre  des  mil- 
lièmes. Mais  lorsque  ce  chiffre  aiira  été  obtenu ,  chacune  des 
corrections  subséquentes  fera  trouver  de  nouveaux  chiffres 
exacts ,  dont  le  nombre  ne  sera  pas  inférieur  de  plus  de  deux 
unités  à  celui  des  chiffres  décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été 
employée. 

Les  limites  de  la  plus  grande  racine  positive,  2^8  et  2,9,  ne 
comprennent  aucUne  racine  de  la  dérivée,  et  On  doit  employer 
la  plus  grande  de  ces  limites.  Mais,  en  calculant  arec  ces 

M 

nombres  la  quantité  —  >  on  trouve  qu'elle  surpasse  4oO)  ce 

qui  ne  permet  pas  d'apprécier  le  degré  d'approximation  de  la 
première  cor  Élection  <  Cette  correction,  calculée  jusqu'aux  cen- 
tièmes, est  -^■o,o4*  On  est  assuré  par  là  que  la  racine  est  plus 
petite  que  2,86.  La  substitution  de  2,85  donne  un  résultat 
positif,  et  celle  de  2,84  donne  un  résultat  négatifs  La  racine  est 
donc  comprise  entre  2,84  et  2^85.  Ces  limites  font  trouver 

26. 
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M  =  36x2,85,N=i8x(2,84)'  — i4i,  d'où  ^<i3.  H 

suit  de  là  qu'to  continuant  Topération  avec  la  valeur  2,85^  on 
ne  sera  pas  assuré  d* obtenir  exactement  le  chiffre  des  millièmes. 
Mais  lorsque  ce  chiffre  aura  été  obtenu,  chacune  des  correc- 
tions subséquentes  fera  trouver  de  nouveaux  chiffres  décimaux, 
dont  le  nombre  ne  sera  pas  inférieur  de  plus  de  deux  unités  à 
celui  des  chiffres  décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été  employée. 
On  peut  se  dispenser  de  calculer  directement  la  racine  né- 
gative; car  sa  valeur  absolue  est  la  somme  des  deux  racines 
positives. 

508.  Lorsque  les  nombres  a  et  b  ne  comprennent  aucune 
racine  de  l'équation  y  (x)  =  o,  la  première  dérivée  J^  (x) 
est  constamment  croissante  ou  constamment  décroissante,  de- 
puis X  =  a  jusqu'à  x  =  b,ll  s'ensuit  qu'elle  ne  peut  pas  deve- 
nir nulle  plus  d'une  fois  entre  ces  deux  valeurs ,  et  que,  si  elle 
le  devient ,  elle  passe  du  négatif  au  positif,  ou  du  positif  an 
négatif,  suivant  que  les  valeurs  de  f'^  (x)  sont  positives  ou  né- 
gatives ]  de  sorte  qu'on  a 

(•o)  /"{x)>o,    /'(«)<o,    /'(*)>o; 

ou  bien 

(II)  /"(*)<o,     /'(fl)>0,    /'(6)<o. 

Cans  le  premier  cas,  en  prenant  a  —  777-A  si  y^(û)!>o,  et 

* —  ///AN   ®'  f(^)^^y    ^^  ^^^^  encore  une  valeur  de  la 

racine  de  f  (x)  =  o ,  plus  approchée  que  celle  qui  aura  été 
employée,  et  dans  le  même  sens.  La  même  chose  aura  lieu  avec 
les  conditions  (i  1),  en  prenant  la  première  valeur  sij'(a)  <^  o, 
et  la  seconde  si  f(h)  <^  o. 

Ces  dernières  considérations  peuvent  être  appliquées  au  calcul 
de  la  plus  petite  racine  de  l'équation  6x* —  i4i^a:  -f-  263  =  o 
au  moyen  de  la  limite  2,7^  On  en  conclut  la  valeur  plus  appro- 
chée 2,74  >  trop  faible  de  plus  de  0,01 .  On  trouve  ensuite  avec 
celle-ci,  par  une  seconde  correction,  le  nombre  2,754,  qui 
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diffère  de  la  racine  de  moins  de  o,oo3.  Mais,  lorsque  la  pre- 
mière dérivée  s'annule  entre  a  et  A,  on  ne  peut  plus  faire 
usage  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  ja?  5US  pour  apprécier  le  degré 
d'approximation  de  chacune  des  corrections  successives  ;  il 
faut  alois  prendre  à  chaque  opération,  pour  le  nombre  N,  la 
valeur  m^me  die  f^  (x)  qui  a  servi  de  diyisewr^ 

509.  Quand  les  deux  dérivées  f  {x)  et  f^',  [x)  ne  changent 
pas  de  signe  depuis  x  ==  a  ju3qu^à  0:=  A,  si,  au  lieu  d'employer 
la  limite  poUr  laquelle  f{x)  et  f''{x)  ont  le  même  signe, 
on  se  sert  de  l'autre  {imite,  la  correction  change  le  sens  de 
l'approximation.  Mais  lorsque  la  valeur  qui  en  résulte  est  com- 
prise entre  les  deux  limites  a  et  i ,  l'opération  sul)séquente  et 
toutes  celles  qui  viennent  après  sç  trouvent  faites  conformé- 
ment à  la  condition  dont  on  s'était  d'abord  écarté.  C'est  ce  qui 
se  présenterait  pour  l'équation  x^ —  20:  —  5  =  o,  si  l'on  em- 
ployait d'abprd  la  plus  petite  limite  2,0^  la  valeur  qu'on  en 
conclurait  serait  l'autre  limite  2,10^  l'opération  se  pontinue-^ 
rait  ensuite  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

510.  La  corr,ection  qui  a  été  indiquée  dans  le  n^  486,  et 
qui  résulte  de  la  valeur  de  z  représentée  par  —  •—  ?  n'est  pas 
différente  de  cçlle  que  donne  la  mélhode  de  Newton.  Car,  puis- 
qu'on a  fait  — 7 — ?  =  z ,  d'où  x  ==  a?o  -h  Az ,  l'équation  (  5  ) 
du  n^  486  est 

1  .  ^ 

On  a  donc  A  =f  (ar^) .  A ,  et  —  -  A  =  —  i,,'  .-  Maijs,  quand 

la  valeur  x^  a  été  obtenue  au  moyen  des  différences,  au  lieu  de 
calculer  directement  la  valeur  de  /'  (jfo) ,  il  est  préférable  de 
calculer  la  quantité  A ,  en  se  servant  des  nombres  que  l'on  a 
trouvés. 

511.  On  obtient  une  autre  correction  par  la  formule  (3) 
[page  377].  En  supposant  que  Xo  soit  une  valeur  approchée 
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d^une  racine  de  l'équation  u^  ;:;=:  o ,  et  que  x  désigne  la  racine 
exacte,  on  doit  avoir,  diaprés  cette  formule, 

Si  la  différence  A'  iio  et  toutes  celles  qui  suivant  sont  très- 
petites,  on  a,  en  les  négligeant, 

«•  H T — •  A  tto  =  O , 

d'où 


4?=:j?o  — 


•  • 


Al/ 


0 


Suivant  ces  formules,  la  valeur  x^  est  corrigée  comme  elle  de- 
vrait Tètre  si  les  variations  de  la  fonction  w^,,  entre  x^  et 
Xo  -4-  A,  étaient  proportionnelles  à  celles  de  x.  La  signification 
géométrique  de  celle  correction  fait  voir  qu'elle  est  surtout 
avantageuse  lorsque  la  racine  que  Ton  calcule  diffière  très-peu 
d'une  racine  de  f"  [x)  3=  o. 


4o7 


CHAPITRE  SEIZIÈME. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES.  EXEMPLES  DE  LA 
RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES.  RÉSOLUTION 
DE  DEUX  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES.  INTERPOLATION.  FORMA- 
TION  DES   TABLES   NUMÉRIQUES   PAR   LES    DIFFÉRENCES. 


Décomposition  des  fractions  rationnelles» 

512.  Soit  une  fraction  =rr{  dont  les  deux  termes  sont  des 

fonctions  entières  de  x.  Supposons  que  ces  deux  termes  n'aient 
pas  de  facteurs  communs ,  parce  que  s'ils  en  ont<,  on  pourra  les 
supprimer  ;  supposons  aussi  le  degré  du  numérateur  moindre 
que  celui  du  dénominateur,  parce  que  s'il  est  plus  grand, 
on  pourra  effectuer  la  division ,  et  on  obtiendra  une  partie  en- 
tière avec  une  fraction  dont  le  numérateur  sera  d'un  degré 
moins  élevé  que  le  dénominateur.  Soit,  en  outre, 

F(ar)  =  (j?  — «)«F,(x), 

a  étant  une  des  racines  de  l'équation  F  (x)  =o,  et  Fj  (x)  un 
polynôme  qui  ne  contient  plus  le  facteur  x  —  a»  Nous  allons 
prouver  qu'on  aura. 

^'  F  {x)  —  (a:  —  «)»"*•  (ar  —  ay-'  F,  (xf 

Â  étant  une  constante,  ety^i  (x)  étant  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement 

/(x)^        fix)  ^        A  /(x)--AF.<r) 

F(«r)       (jc  —  «)»  F,  (jp)       {x-^af        [x-^afY,{x) 

Pour  que  le  facteur  x  —  a  ne  soit  qu'à  la  puissance  n  •*-  i 
dans  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction,  il  suffit  que 
f[pc)  —  AFi  (x)  soit  divisible  par  x  — a-,  or  celte  condition 
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sera  remplie  si  Ton  a 

/(«)-AF,(a)  =  o,     d'où  (a)    A=^^. 

On  obtient  ainsi  pour  A  une  valeur  flnie ,  déterminée  et  diffé- 
rente de  zéro-,  cary(,r)  et  Fi  (x)  n'étant  pas  divisibles  par 
a: -"-a,  les  quantités /(a)  etFi  (ja)  sont  différentes  de  zéro. 

Si  F  (x)  est  du  dejgré  m ,  f{x)  est  au  plus  du  degré  m  —  i  ; 
la  fonction  fi  [x)  est  au  plus  du  degré  m—  2,  car  elle  est  le 
quotient  de  f(x)  —  AFi  [x)  par  x  —  a ,  et  F,  (x)  est  tout  au 
plus  du  degré  m  —  i . 

En  outre,  les  fonctions /i  [x)  et  Fj  {x)  n'ont  aucun  facteur 
commun  ;  car,  si  elles  en  avaient  un ,  le  second  membre  de 
l'égalité  (i)  se  réduirait  à  une  fraction  dont  le  dénominateur 
serait  d'un  degré  moindre  que  celui  de  F  [x], 

Op  aur$i  par  une  décomposition  semblable, 

/  W  __  Aj /a  {^)  . 

ft  {x)  sera  au  plus  du  degré  m  —  3 ,  et  n'aura  aucun  facteur 
commun  avecFj  [x).  Mais  Ai  pourra  être  zéro,  attendu  que 
fi  [x)  peut  être  divisible  par  x  —  a. 
En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra 

^  ^         F(a:)        (a:  — a)"       (^  — âî)"-'*"^^  — rt       F,(a?) 

La  fonction  y  [x)  sera  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  Ft  {x)y 
et  elle  n'aura  aucun  facteur  commun  avec  Fj  (4:)*' 

Si  F,  (x)  =  (a: —  h)PFi  (x),  b  étant  une  seconde  racine  de 
l'équation  F  (a:)  =  o,  il  en  résultera 

•      F,(j:)       (^  —  b)P       [x—  by-'  '  ■         x^b       F:t{x)* 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  parviendra  à  un  développe- 
ment qui  ne  comprendra  que  des  fractions  dont  les  numéra- 
teurs seront  constants ,  et  dont  les  dénominateurs  seront  les 
diverses  puissances  des  facteurs  correspondants  aux  racines  de 
l'équation  F  (x)  =  o. 
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513.  On  peut  trouver  les  valeurs  des  constantes  A,  A,,  etc., 
autrement  que  par  les  calculs  qui  viennent  d'être  jîxpliqués. 
Soit  la  fraction 

(a:—  i)'(j?H-  i)[x^i) 
On  posera 

a;»  — 2  A  A,  B 


(x — i)' (x-H  i)  (jr  +  2)        {x —  1)'       X  —  I       ar -h  I        x -H  2 

L'égalité  devant  subsister  quelle  que  soit  la  valeur  de  a:,  il 
faudra  qu'en  chassant  les  dénominateurs,  les  coefficients  deç 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  soient  égaux; 
ce  qui  donne  les  quatre  équations 

A,-f-    B  4-     C=  I, 

A   -4-  2A,  —      C=:^0, 

3A  —    A,  — 3B  — C=:o, 
2A  —  2A, -4- 2B  4-C  =  — 2. 

On  en  conclut  les  valeurs  suivantes  : 

A  —       '       A   —  ^^      R—       ^      r  — '*^ 

A  —  —  rrï       Al  —  ^^j       11=  —  y>       ti  = • 

D  00  4  9  * 

514.  Lorsque  a:  -r-  a  est  un  facteur  simple  de  F  (r),  la  frac- 

tion       .  .  qu'on  a  obtenue  pour  la  valeur  du  coefficient  A,  es^ 

f(n\ 

équivalente  à  '^ry  Car,   puisque   F  [x)  =  [x^-^à\  Fi  {x)^ 

on  a ,   en   prenant  les   dérivées   des  deux    membres 

F'  [x]  =  Fi  (x)  -h  (x  —  a)  Fi'  (x)  ;  donc  en  faisant  x  =  a  ^ 
F'(«)  =  F.(4. 

515.  Dans  le  cas  d'un  facteur  multiple,  suivant  la  for- 
mule (3),  en  chassant  les  dénominateurs,  et  en  remplaçant 

F(x) 
^«  (^)   P*""  (x-af  '*°  °^^'^'" 

/(x)  _  A  ,-^^  -  A,  ^-liîL.  •  •  •  -  A«-, -^  =  (^- a)" r  W- 
•' ^  '  {x  —  af  {x—af-'  x—a       ^  i  •r\  ) 

On  &  f[x)=  f  {a+x  —  a):,  donc 
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et  puisque  F  (x)  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  sont  nulles 
pour  X  =  a , 

En  mettant  ces  développements  à  la  place  de  J*(x)   et  de 
F  (x),  dans  Fégalité  précédente,  il  vient 

/W-A   ^'"'^"^ 


I  .a.  •  ./i 


^    '  I.2...(/I-4-l)  1.2.  .  ./l)^  ^ 


I.2...[/r — Ij  1.2. ..(2/1 — l)  I.2...«'^  ' 

etc. 

Il  suit  de  celte  égalité  que  le  premier  membre  doit  être  di- 
visible par  [x  —  a)"^  et  comme  tous  les  termes  qui  suivent  le 
dernier  de  ceux  qui  sont  écrits  sont  divisibles  par  [x  —  û)"? 
il  faut  que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  x  —  a^ 
jusqu'à  celui  de  (x  —  a)""^  inclusivement,  soient  nuls.  Cette 
condition  fournit  n  équations,  par  lesquelles  on  déterminera 
les  n  coefficients  A ,  Ai , . . . ,  A„.i . 

jj'  •—  2wir 
En  appliquant  cette  méthode  à  la  fraction  7 rr-, — : — r ? 

on  obtient 

I  2I  23  i 


3(x — if       9(x — ij»       ^'7  (•«  —  1)       27  (or -h  2^ 

516.  La  décomposition  relative  aux  facteurs  multiples  peut 
être  effectuée  au  moyen  d'une  division. 

En  supposant,  comme  précédemment,  F  (x)  =  {x — a)"Fi  {x)^ 

on  fera   x=  a-i- z   dans  la  fraction  r—— ( î  elle  deviendra 

¥{xy 

f(a  -f-  z\ 

-^^^ ^«  Or,  si  Ton  effectue  la  division  de  /*  (a  +  z)  par 

2*F|  [n  -|-  zj 

Fi  (a-f-^z),  en  ordonnant  ces  polynômes  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  ^  et  en  arrêtant  le  quotient  au  terme 
du  degré  n  —  i ,   le  reste  sera  un  polynôme   dont   tous  les 
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termes  seront  divisibles  par  2".  Soit  z"R  ce  reste,  R  sera  un 
polynôme  entier,  et  l'on  aura 


i\  [  =  A  4-  A,z-f- A,z» ...  -H  A 


. 


D'où  l'on  conclura,  en  divisant  par  -z"  et  remplaçant -z  par 
X — a. 


•9 


/(x)  A  ,  A,  An-,     ,     f(a:) 


(x—aYFi(x)       (x-^ay*       [x  —  af-^  x— a        F,(a:) 

Pour  trouver  les  fractions  simples  correspondantes  à  une 
autre  racine  multiple  6,  on  appliquera  la  même  méthode  à  la 


fraction 


F.  {X) 


547.  Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  aux  racines 
imaginaires  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles  ;  mais ,  pour  les 
racines  imaginaires,  il  est  préférable  de  modifier  la  décompo- 
sition de  manière  à  n'obtenir  que  des  fractions  qui  ne  contien- 
nent pas  de  quantités  imaginaires. 

Considérons  deux   racines    conjuguées  ,     ûl-+-S  ^  —  i    et 

ce — S^ — I,  et  supposons  d'abord  que  le  facteur  correspon- 
dant à  ces  racines  n'entre  qu'une  fois  dans  le  polynôme  F  (x). 
Les  numérateurs  des  fractions  simples  données  par  ces  raci- 
nes, seront 

F(a-t-€vC:T)'    r(a— êv'^^T)* 

La  première  quantité  étant  A  4-  B  v^ —  i ,  la  seconde  es^ 
A  —  B  ^ — I ,  et  la  somme  des  deux  fractions  est 

A-hBv/~       ,       A  — By/^  Mor-f-N 

/  '  »•   — — — — .  ?     ou    / r- r-j 

en  réduisant  au  même  dénominateur  et  en  faisant 

2A=M    et    — a(A«4-B6)  =  N. 

518.  Supposons  actuellement  que  le  facteur  du  second  degré 
correspondant  aux  deux  racines  a  -|-  6  v^ —  i  et  a  —  6  ^  —  i  , 
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entre  plusieurs  fois  dans  F  (a:).  Représentons  ce  facteur  par 
x^-hpx-hq^  et  soit  F(x)=i:(x*  -hpx-hqYFt  (^). 
On  posera 

F(^)  "^  (x'-f-/?.i?-h^f  "^  (x» -4- ^x -4- ^  )«-' 
M«_,  a:  4-  N„_,  <p  (or) 


j?*  +/?«  -f-  ^  Fi  (jr) 

On  conclut  de  cette  égalîté 

Celle-ci  piontre  que /(x)  — (Mx-f-N)  Fi  (a:)  doit  être  divi- 
sible par  x^-hpx-hq'^  par  consé(juent,  il  faut  que,  si  l'on 

faî t  Jî  =  a  M-  6  s/ — i  dans  f(x)  —  (Mo:  -J-  N)  Fi  (x) ,  le  résultat 
soit  zéro.  On  obtiendra  ainsi  une  équation  qui  se  partagera 
en  deux  autres ,  au  moyen  desquelles  on  déterminera  M  et  N. 
Soit 

la  quantité  fi(x)  —  (Mia:-hNi)Fi  {x)  devra  aussi  être  divi- 
sible par  od^-^-px-hq]  et  par  conséquent,  si  Ton  y  remplace 

X  par  oL-^&sJ —  I ,  le  résultat  devra  être  zéro  ,  ce  qui  déter- 
minera M,  et  Ni  . 

De  même ,  en  posant 

y:(x)~(M.x4-N.)F.(:c)       ^, 

il  faudra  que/,  [x)  —  (M, or  +  Nj)  Fi  (x)  soit  divisible  par 
x^  4-  px  H-  y ,  et  devienne  par  conséquent  zéro  quand  on  fera 

x  =  a-f-6^— I,  ce  qui  déterminera  M,   et  Nj.    Ainsi  de 
suite. 

Comme  F^  (x)  ne  peut  pas  devenir  zéro  pour  x  =  a  -h  6  V— ^  > 
on  aura  pour  tous  les  coeflGicients  M,  N,  M^ ,  Ni ,  etc. ,  des  va- 
leurs finies  ;  ce  qui  démontre  la  possibilité  de  la  décomposition 
qu'on  avait  établie  d'une  manière  hypothétique. 


^ 
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519.  Soit  la  fraclion 

(j:'4-i)»(x»— 3a:-f-2)* 
On  a 

/(x)  =  2^  — Sj:^^  ,^       F,  (x)=jf»— 3^+2, 

D'après  ces  valeurs ,  on  trouve  d'abord 

•mV=:7h-N=-^^^^;     d'où     M='        N  =  -l 

On  a  ensaite 

,,    ,       ax'— Sx'  +  i  — -^{Tx  — 6)(x'— 3*+2) 

s=-j(ioa:' — 32a:-hi7); 

m,    / *t         7  —  32  i/ — I         ,,  ^     ,.  lï      ^T       io3 

5(,— 3y/— ,)  5o  5o 


f,{jc)^^ -^ — -ir^^ ^ : — • 

m#      I .TU  —  36  -H  I  I  s]—i 

5o(i~3v/^) 

d»   % 
ou 

M  —--22.,     N  --^. 
5oo  5oo 

On  a  ainsi ,  pour  les  trois  fractions  partielles  correspondantes 
au  facteur  (x*  -f-  i)*, 

7^  —  6         —  iia?-h  1  o3       —  97  a?  —  69    » 


5(x'-|-i)*  5o(x'-f-i)^  5oo(ar'H-i) 

En  joignant  à  ces  fractions  celles  que  donnent  les  facteurs  sim- 
ples du  trinôme  oc*-^  3  a:  -f-  a  ^et  qu'on  obtient  comme  nous 
l'avons  expliqué  dans  le  n^  514,  on  a  le  développement  suivant  ; 

I  ■}  97X  +  69 


4(x  —  i)        125  (x  —  2)       5oo(a;»4-i) 

—  iix-f-io3         7^  —  6 
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520.  Une  fraction  donnée  "^^^  ne  peut  être  décomposée  que 

d'une  seule  manière  en  fractions  partielles,  telles  que  celles  que 
nous  venons  de  considérer. 

En  effet,  i^  les  dénominateurs  des  fractions  partielles  ne  peu- 
vent être  que  des  facteurs  de  F  (x).  Car,  soit  X  un  facteur  de 
premier  degré ,  ou  un  facteur  du  second  degré  de  la  forme 
(x  —  a)*  4-  6' ,  qui  ne  soit  pas  l'un  de  ceux  de  F  (x).  Si  Ton 
suppose  que  Time  des  fractions  partielles  ait  pour  dénomina- 
teur X'*,  après  la  réduction  de  toutes  ces  fractions  au  même 
dénominateur,  X  divisera  tous  les  numérateurs ,  à  l'exception 
d*un  seul  ;  donc  il  ne  divisera  pas  leur  sonune  ^  donc  la  somme 

de  ces  fractions  ne  pourra  pas  être  égale  à  rrr-r* 

a**.  Si  X  est  un  des  facteurs  de  F  [x) ,  et  s'il  entre  dans  F  (x) 
à  la  puissance  n ,  et  n  y  entre  pas  à  une  puissance  plus  élevée, 
on  verra ,  par  le  même  raisonnement ,  qu'on  ne  pourra  obte- 
nir aucune  fraction  ayant  pour  dénominateur  X^^*,  ou  une 
puissance  plus  élevée  de  X.  On  en  aura  nécessairement  une 
dont  le  dénominateur  sera  X"^  autrement,  en  réduisant  toutes 
les  fractions  au  même  dénominateur,  et  les  ajoutant,  on  ob- 
tiendrait une  fraction  dont  le  dénominateur  ne  contiendrait  le 
facteur  X  qu'à  une  puissance  inférieure  à  la  n'**"'. 

3^.  Enfin,  la  fraction  donnée  ne  pourra  pas  être  égale  en 
même  temps  à  plusieurs  sommes  de  fractions  ayant  les  mêmes 
dénominateurs ,  et  des  numérateurs  différents.  Car,  suivant  ce 
qu'on  a  vu  dans  les  n°'  514,  515  et  518,  en  supposant  la 
décomposition  effectuée ,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  seule  va- 
leur pour  le  numérateur  de  chacune  des  fractions  simples  (*). 

(*)  Cette  explication  ne  «^appliquerait  pas  si  Ton  n'employait  que  la  méthode 
du  n®  ftl6  pour  établir  la  possibilité  du  développement  et  pour  calculer  les  va- 
leurs des  Constantes.  Mais  alors  on  ferait  la  démonstration  comme  il  suit  : 

Supposons  qu'il  existe  deux  dévdoppçments  différents, 

A  B  A'  B' 


net  n'  étant  les  plus. forts  exposants  de  x  —  a  dans  les  deux  développements. 

Si  Ton  n'a  pas  n  =  n',  soit  n>  n'-,  on  conclura  de  Tégalité  des  deux  dévelop- 

A 
pements,  en  mettant  la  fraction seule  dans  un  membre,  et  en  multi- 
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Exemples  de  la  résolution  des  équations  transcendantes. 

521 .  Le  problème  connu  en  astroncnnie  sous  le  nom  de  pro^ 
blême  de  Kepler  consiste  dans  la  résolution  de  Féquation  sui- 
vante: 

Les  quantités  u ,  e  et  ^  sont  des  angles ,  le  nombre  e  est  aussi 
la  valeur  de  l'excentricité  de  l'orbite.  L'angle  ^  est  donné  en 
parties  de  la  circonférence ,  et  le  nombre  e  est  donné  en  parties 
du  rayon;  pour  le  convertir  en  parties  de  la  circonférence,  il 
faut  le  diviser  par  sin  i". 

La  considération  de  la  dérivée  fait  reconnaître  que  la  quan* 
tité  u — e  sin  u  est  toujours  croissante  avec  u.  Pour  les  valeur» 
G  et  180**  de  Ç,  on  a  w=  Ç.  Quand  Ç  est  plus  petit  que  180®, 
H  est  aussi  plus  petit  que  i8o^)etrona  u^^.  Quand  ^  est 
plus  grand  que  180^5  u  est  aussi  plus  grand  que  180^,  et  oû  a 

«<(■. 

522.  Soient  Ç  =  38°27'  18'',  7  et  e  =  o,5  (ce  qui  suppose 
que  Tastrc  soit  une  comète,  Téquation  sera 

H  —  -^,  sin  u  =  38«  27'  i8%n. 
sin  I  /         '/ 


pliant  par  (x  —  a)",  que  la  constante  A  serait  égale  à  une  quantité  qui  devien- 
drait nulle  pour  x  :=  a  ;  il  faudrait  donc  que  Ton  eût  A  =  o.  Il  suit  de  là  que 
les  plus  forts  exposants  de  x  —  a ,  de  part  et  d'autre,  sont  égaux.  Gela  posé ,  si 
Ton  n'a  pas  A  =  A',   en  retranchant  de  chacun  des  deux  développements  la 

quantité 1  les  restes  devront  être  égaux;  ce  qui  sera  contraire  à  la 

(x  -  «)" 

conclusion  cinlessus;  puisque  Tun  d'eux  contiendra  encore  en  dénominatour 

(x  —  a)",  et  dans  l'autre  il  n'y  aura  pour  déAomdnateur  que  des  puissance» 
moindres  de  x  —  a. 

Les  deux  fractions  correspondantes  aux  plus  hautes  puissances  de  x  —  a  de-< 
tant  être  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  on  pourra  les  supprimer  ;  et  en  raison- 
nant dcMa  même  manière  «  on  prouvera  que  les  fractions  qui  auront  pour  déno- 
minateurs les  plus  hautes  puissances  du  même  binôme  x^  a,  ou  d'un  autre 
bin<)me,  dans  l'un  et  l'autre  reste,  devront  être  identiques.  En  continuant  ainsi, 
on  démontrera  que  les  fractions  simples  des  deux  développements  sont  égales 
chacune  à  chacune. 

On  fera  une  démonstration  semblable  pour  les  fractions  correspondantes  aux 
facteurs  du  second  degré  de  la  forme  (x  —  a)*  h-  6*. 
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Le  log  de  .  '  ,,  est  5  ^oiS .  SpS  i  \  Fangle  dont  il  fait  trouver  le 

nombre  de  secondes  est  compris  entre  28**  et  29**  -,  et  comme 
on  doit  avoir  sînw^  j,  puisque  m]>^5  l'angle  u  doit  sur- 
passer ^  de  plus  de  \\^\   en  conséquence,  je  prends  pour 
un  premier  essai  u  ^  54**.  La  différence  u —  (38** 27'  18'',  7) 
est  alors   i5**32'4i"»3  ou  5596i'',3;  et  le  terme   esinu  est 
83435'', 8.  Le  nombre  54*^  est  donc  trop  petit.  Si  Ton  prend 
u  =  38^  2/  18'', 7  -f.  83435^^,8  ou  î/  =  6i«37'54'',5  ,  le  terme 
e  sin  u  est  90747'', 4  »  cette  seconde  valeur  de  u  est  donc  encore 
trop  petite.  On  pourrait  l'augmenter  de  l'excès  de  90747'', 4 
sur  83435^,85  on  calculerait  alors  la  valeur  du  terme  esinw; 
il  en  résulterait  une  nouvelle  augmentation  de  la  valeur  de  u  \ 
et  ainsi  de  suite.  Mais,  pour  un  moyen  plus  rapide,  on  calcu- 
lera la  valeur  de  la  différence  u —  ^  par  une  proportion.  En 
prenant  successivement  pour  cette  différence  les  deux  nombres 
55961", 3  et  83435", 8,  qui  diffèrent  de  27474"? 5,  on  trouve 
qu'ils  sont  moindres  que  les  valeurs  correspondantes  de  e  sin  u 
des  nombres   27474", 5   et   73 11", 6,  dont  la  différence  est 
20162", 9.  D'après  cela,  on  supposera  que  la  valeur  de  u  qui 
annule  esinti — (u  —  ^),  peut  être  obtenue  en  augmentant 
celle  que  l'on  a  choisie  en  premier  lieu ,  du  quatrième  terme 
*  de  la  proportion 

•   20162,9  _  27474, 5 
27474>5  X       ' 

d'où  l'on  conclut 

m 

ar=37437'S5=io0  23'57",5    et   «=640 23' 67", 5. 

Parvenu  à  ce  point,  on  se  servira  de  la  méthode  de  Nev\r- 
ton.  En  désignant  par  xi  ce  qu'il  faudra  ajouter  à  la  dernière 
valeur  de  11 ,  on  aura 

, ^sina  —  [u  —  Ç)       ^sîn«  —  gSSgS'^S 

I  —  c  cos  u  I  —  e  ces  u 

Le  nombre  i,  dans  cette  formule,  doit  être  divisé  par  sin  i"; 
il  représente  un  angle  de  206265";  et,  d'après  la  valeur  précé- 
dente de  a,  on  trouve  «'==  -^499"«  Cette  correction  réduit  la 
Valeur  de  u — ^  à  92899'^,  8, dont  le  logarithme  est4, 968 .0148. 
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La  valeur  correspondante  de  11  est  64^  iS'SS'',  5,  et  le  loga- 
rithme de  e  sin  u  est  4)968.0135.  L'équation  n'est  pas  encore 
vérifiée  avec  une  exactitude  suffisante;  mais  si  Ton  diminuait 
l'angle  u  de  1",  le  logarithme  de  u  —  ^  diminuerait  de  47,  et 
celui  de  esîn  u  diminuerait  seulement  de  10;  donc  la  diffé- 
rence de  ces  logarithmes  diminuerait  de  37;  et,  comme  cette 

différence  est  1 3,  il  faudra  diminuer  l'angle  w  de  ^)  ou  o'^,  35. 

On  aura  ainsi ,  finalement,  m  =  64^  i5'38''',  i5. 
Voici  le  tableau  des  opérations  : 

pour  ff=  0,5,        log  -|—-;=  5,013.3951. 

«  =  540 

U  -  ç  =  I5o32'4I^3  =  5596i",3      esiiiu  =  83435%8  =  33"  io'35",8 
u  =  6|0  37'5/|^5  c&inu  =  90747^4 

difler.     73ii",6 
83435",8 

5596 1^3  2iog  27474,5  =  8,877.8596 

diff.   27474,5     compl.    10620162,9  =  5,695.4470 

73»»  >6  somme       4,573. 3o66)  ^li^ff^ 

diff.   :^^^  i  ^^  '00  23'57",5 

u  =  64®  23'  57^,5 
u— Ç=     •  93398^8        esinii=    93oo7^6  391^,2 

ecosfi  =    44^^3       \ 

_i_  -.^.fic;       1     '61702" 


sm  i" 


=  206j65 


log  391,2  =  2,592.3988 
comp).  log  161702  =  4»79'  -2846 
compl.  log  sin  1"    =5,3i4-4^^< 

somme  2,698.  io85      499"  =  8'  19" 

w  =  640  I  y  38",5 

u-ç=  g^^gg'fi 

n 

log(a  —  Ç)  =  4,968.0148  •  loge  8ina  =  4,968.0135,  ^  =  0,35 

i«  =  64'>i5'38%i5  ^ 

523.  Soit  l'équation. 

c*  —  €"*  =  ax  (dans  laquelle  «  =  7 , 384 ). 

Cette  équation  est  vérifiée  par  x  =  o*^  mais  elle  admet  une 

autre  solution  positive ,  qui  est  celle  qu'il  s'agira  de  trouver. 

Le  nombre  e  étant  moindre  que  3 ,  la  valeur  de  x  devra  être 

27 


4i8  TRAITÉ  D'ALGÈBRE, 

plus  grande  que  2 .  Pour  a:  =  3^  on  trouve 

c*=  20,08553,         ^^'=0, 04978; 

d'où 

c*  —  er*  —  a.r  =  —  2, 1 1625. 

Si  Ton  faisait  J^  =  49  ^^  terme  é' surpasserait  54 9  et,  comme 
le  terme  ax  augmenterait  seulement  de  7,  384 9  1^  difierence 
e* — e"' — ax  serait  positive.  La  valeur  de  x  est  donc  com- 
prise entre  3  et  4*  On  voit,  de  plus ,  que  cette  valeur  doit  être 
beaucoup  plus  près  de  3  que  de  4*  Blu  prenant  x  =  3,i,  on  a 

tf*=  22, 19795,      tf-*  =  o,o45o5. 

La  valeur  de  e^ — e~*  surpasse  alors  la  précédente  de2,ii7i5y 

et  comme  la  quantité  ax  augmente  en  même  temps  de  o,7384) 

la  différence  c* — e"' — ax  est  encore  négative,   et  elle  est 

—  0,7375.  Mais,  d'après  ces  nombres,  si  les  accroissements 

de  é' — e~' — ax  étaient  proportionnels  à  ceux  de  x,  la  va- 

2  I 1625 

leur  qu'on  veut  obtenir  serait  3  -f-  0,1  X 7^ 5— f» 

^  2,11025— -  0,7375 

nombre  peu  différent  de  3,i5. 

Désignons  e' — e~' — ax  par/(j:),  d'où/'(j:)  =  e'-he~' — a 
et  f''(x)^=.e^  —  e"".  Pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  3,i  et  3,2  ,  on  a  f*  [x)  >  22,19 ...  —  7,384  ou 
y(x)^i4,8.  On  a  en  même  temps  e'<;24,54,  donc,  à 
fonioriy  f  (x)  <  24,54. 

Il  suit  de  là  qu'en  employant  la  méthode  de  Newton  avec 
l'une  ou  l'autre  des  deux  limites  3, 1  et  3,2,  et  en  représen- 
tant par  h  la  quantité  chercbée,  l'erreur  sera  plus  petite  que 
A*  (n**505)  ^  de  sorte  qu'on  pourra  doubler  à  chaque  correc- 
tion le  nombre  des  décimales. 

Avec  la  limite  3, i  on  obtient  A  =  o,o5,donc  j:=3,i5.  En 
formant  la  valeur  correspondante  de  y  (x),  pour  le  calcul  d'une 
seconde  correction,  on  reconnaît  que  le  nombre  3, 1 5  est  trop 
grand,  et  on  en  conclut  la  valeur  plus  approchée  3,i479; 
celle-ci  est  exacte  à  moins  de  0,0001 ,  par  excès.  En  continuant 
les  opérations ,  les  valeurs  successives  que  l'on  obtiendra  se- 
ront toutes  approchées  dans  le  même  sens. 
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Calcul  des  solutions  réelles  de  deux  équations 

simultanées. 

524.  Lorsqu'on  doit  calculer  les  solutions  réelles  de  deux 
équations  simultanées  à  deux  inconnues,  on  peut  construire 
les  courbes  qui  résultent  de  ces  équations  considérées  séparé- 
ment ;  les  couples  de  coordonnées  des  points  d'intersection  des 
deux  courbes  seront  les  solutions  demandées.  Mais,  si  Ton 
veut  une  approximation  plus  grande  que  celle  qui  sera  fournie 
par  les  opérations  graphiques ,  on  fera  usage  de  la  méthode 
suivante,  analogue  à  celle  de  Newton  pour  les  équations  à  une 
seule  inconnue. 

Soient  y*(a:,y)  =  o  et  Y(x^y)^o  les  deux  équations 
proposée»,  et  soient  a  et  t  des  nombres  peu  différents 
de  ceux  qui  forment  une  des  solutions  réelles.  On  posera 
x=fl-Hii,y=J-hi/;  les  deux  équations  deviendront 

/  X  i/(a,^)H-/',(«,6).«4-/V(«,^).p-hU==o, 

V)  |F(«,^)H-r,(a,*).iH-FV(a,A).p4-V  =  o. 

f'^  (a^h)  désigne  la  dérivée  dupolynôraey*(j:,j-),  prise  par 
rapport  à  x,  en  considérant  y  comme  une  constante ,  et  dans 
laquée  on  a  remplacé  x par  aely  par  b \  de  même  f^  [a^b) 
est  la  dérivée  prise  par  rapport  h  y ,  en  regardant  x  comme  une 
constante ,  et  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  par  et  et  y  par  b, 
U  et  V  sont  des  polynômes  dont  tous  les  teirmes  contiennent 
des  puissances  ou  des  produits  des  inconnues  u  et  1^,  d'un  degré 
sapérieur  au  premier  par  rapport  à  ces  inconnues. 

Les  valeurs  qu'il  s'agira  d'obtenir  pour  u  ex.  i^  devant  être 
très-petites,  on  négligera  les  quantités  U  et  V;  on  aura  alors 
à  résoudre  deux  équations  du  premier  degré.  Soient  A  et  /ries 
valeurs  qu'on  déduira  pour  u  et  i^  de  ces  deux  équations  du 
premier  degré ,  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  j^  s&> 
ront  a-^-h  elb-{-h.  Nommons  a^  et  b^  ces  valeurs;  si  l'on  a 
lieu  de  craindre  qu'elles  ne  soient  pas  suffisamment  appro- 
chées, on  calculera  par  leur  moyen  une  nouvelle  correction, 
de  la  même  manière  que  la  précédente.  On  continuera  ainsi 
autant  qu'il  sera  nécessaire. 
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Les  premiers  membres  des  équations  (  i  )  étant  les  résultats 
de  la  substitution  de  «-H  ii  et  de  i  -h  i^,  pour  x  et  y,  dans  les 
premiers  membres  des  équations  proposées,  les  valeurs  que 
prendront  U  et  V,  lorsqu'on  y  remplacera  u  et  v^  par  les  va- 
leurs approchées  h  et  h^  seront  celles  que  prendront  les  poly- 
nômes/*(  a:,  j^)  et  F(a',y)quand  on  fera  x=ai  elj^  =  ft,. 
Donc,  si,  en  prenant  successivement,  dans  les  équations (i), 
à  la  place  de  a  et  de  i,  d'abord  «i  et  fej ,  puis  les  valeurs  qu'on 
aura  déduites  de  celles-ci ,  et  ainsi  de  suite,  les  valeurs  des  in- 
connues u  et  1^  déduites  des  deux  équations  du  premier  degré 
deviennent  de  plus  en  plus  petites ,  ce  qui  fera  converger  les 
quantités  U  et  V  vers  zéro  ;  les  nombres  a  et  ft,  «,  et  &i ,  etc. , 
convergeront  vers  un  des  couples  de  valeurs  réelles  Ae  x  et/ 
qui  vérifieront  les  deux  équations  proposées. 

525.  Soient  les  deux  équations 

j'  — 4j:'-4- I  =0, 
^'H-xjr — 2  x'  —  6/H-5ix — 3i3=:o. 

Sans  construire  exactement  les  hyperboles  déterminées  par 
ces  deux  équations,  on  voit  qu'elles  se  coupent  en  trois  points 
très-voisins  de  ceux  qui  résultent  des  intersections  des  asymp- 
totes. On  peut  obtenir  exactement  les. coordonnées  des  points 
d'intersection  des  asymptotes;  on  a  pour  un  de  ces  points 
X  =  5, '25,  y=  10,5  ;  pour  un  autre,  x-=  —  i5 ,  j^  =  —  3o, 
et  pour  le  troisième,  x=-f-5,  JK  =  — 'o.  Chacun  de  ces 
trois  couples  est  une  solution  approchée  des  deux  équations 
proposées.  Considérojis  le  premier.  En  remplaçant  x  par 
5,25  +  uei  y  par  10, 5  4-  v*^  on  obtient  les  deux  équations 

i  -\-  l\if  —  ^7.u  -{-ç'^  —  4'*'  =  o, 
2  -f-  20,25  V  -f-  4o,5  u  -^  v^  -^  uv  —  2  a'  ==  G  ; 

et  en  négligeant  les  termes  du  second  degré  par  rapport  à  w  et 

»^,  on  trouve 

—        21,75         _        124,5 
1701  ""        1701  * 

Si  Ton  veut  une  approximation  plus  grande,  on  mettra 
d'aborc*^''*'  u'>fanr<i  Hf»  jt  et  de  s^  en  décimales,  poui*  la  commo- 
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dite  du  calcul  \  en  s'arrêtant  aux  millièmes,  on  a 

u  =  —  o,oi3,     p  =  —  0,073. 

Il  faut    remplacer,    dans   les   équations  précédentes,   u  par 
—  0,01 3  -4-  Ml  et  i^  par  —  0,073  -4-  t^i,  ce  qui  conduit  à 

0,017653  H-  20,854^1  —  ^ifi^Ui-h  v]  —  ^u]  z=Oj 
0,001 19  -H  2.0,091  p,  +  40,479  Mi  -+-  t''  -H  Wi  ^1  —  2  ttj  =0. 

On  conclut  de  celles-ci ,  en  négligeant  les  termes  du  second 
degré ,  et  en  se  servant  des  logarithmes , 

«1  = -4- 0,000. 195.62,    p,  =  —  0,000. 453. 44» 

En  se  bornant  à  six  décimales  ,  on  a 

4P  =  5,237 .  196,     ^  =  10,426.547* 

Avec  les  valeurs  approchées  de  w,  et  de  i',,  les  termes  du 
second  degré  des  deux  dernières  équations  ne  donneraient  que 
des  quantités  moindres  que  0,000.001.  Or,  si  les  inconnues 
X  et  y  étaient  remplacées  par  dès  nombres  tels  que  les  équa- 
tions proposées  fussent  exactement  vérifiées,  et  si  Ton  altérait 
l'un  ou  l'autre  de  ces  nombres  d'une  uni  lé  du  sixième  ordre 
décimal,  celte  altération  rendrait  les  premiers  membres  diffé- 
rents de  zéro  de  plus  de  0,000.001.  On  juge  parla  que  les 
valeurs  obtenues  peuvent  être  admises  comme  exactes  jusqu'au 
sixième  chiffre  décimal.  La  vérification  de  toutes  les  opéra- 
tions se  fait  par  la  substitution  de  ces  valeurs  approchées  dans 
les  deux  équations.  En  calculant  les  différents  termes  à  Taide 
des  logarithmes,  on  trouve  que  la  somme  des  termes  positifs 
de  chaque  équation  ne  diffère  pas  de  celle  des  termes  négatifs 
d'une  quantité  appréciable. 

526.  Dans  le  cas  de  deux  équations  du  second  degré,  on 
peut  employer  la  méthode  suivante  : 

En  ajoutant  Tune  des  équations  à  l'autre  multipliée  par  un 
facteur  indéterminé  X,  on  a  l'équation  générale  des  lignes  du 
second  degré  qui  passent  par  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes  correspondantes  aux  équations  proposées.  Or,  parmi 
ces  lignes,  il  y  a  toujours  au  moins  un  système  de  deux  lignes 
droites,  et  il  y  en  a  trois  quand  les  courbes  se  coupent  en, 
quatre  points. 
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Soient  les  deux  équations  générales , 

(2)  Ar*H-  Bxx  ■+-  C j?» 4-  D^  H-  Ej?  -f.  P  =  o, 

(a)         A'r»-h  B'xr  -4-  €'«»  4-  d>  +  e'o?  +  r  =  p. 

On  en  conclut  celle-ci  y 

L       (lA  H-  A')r'-h  (^B  4-  B')x>-  +  (\C  H-  C)  or* 
<*'         I  -H  (>D  +  D')x  -H  (XE  +  E')  jr  4-  XF  4-  F'  =  O- 

La  conditioip^  qui  doit  être  remplie  potir  que  l'éifuation  (a)  soit 
celle  d'un  système  de  deux  lignes  droites ,  est 

« 

AE«4-  CD»4r  yB«—  BDE  —  4  ACF  =  o. 

En  rappliquant  à  Téquation  (4)9  on  aura  une  équation  du 
troisième  degré  de  laquelle  on  déduira  toujours  une  valeur 
réelle  de  X.  On  obtiendra  les  solutions  du  système  des  équa- 
tions (2)  çt  (3) ,  en  résolvant  les  systèmes  formés  de  Tune  de 
ces  équations  ayec  clucune  des  équations  du  premieir  degré  qui 
résulteront  de  la  valeui^  de  X. 

527.  Pour  r^emple  dun^  525,  Téquation  qui  détermine 

X  est 

8X*  —  2492 X'  —  2628  X  4-  9  =  o. 

En  posant  pour  Tévanouissement  du  second  te^e 

;       2492 

À=:X,4--^> 

elle  se  change  dans  la  si^i vante  : 

432  Xî  —  18  X  783  827  X,  —  981  363  443  =  o. 

Les  deux  équations  linéaires  qui  résultent  de  Téquation  (4) 

sont 

_  — i±\/i4-8(X4-i)  (aX4-i) 
^^  2(i4-X)  ^ 

i_ rg_        6  4-i02(X4-i)        1 

2(i4-X)[    "+"y^,4.8(X4-i)(iaX4-i)J' 

En  représentant,  pour  abréger,  ces  équations  par 

y  z=z  mx  4-  « ,      jr  z=  m^  X  -h  n'y 
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on  a  par  la  première,  en  la  combinant  avec  j^*  —  4  ^'-Hi  =  o, 

—  mn  db  ^^n^ —  /w*4-  4 

Je  placerai  ici  le  talileau  complet  des  opérations. 

I. 

Résolution  de  Véquation 

432  > J  —  i8  X  783  827  \  —  981  363  443  =  o  (* ). 


log  4 

log  18 
log  783  827 
comp.  log3x432t 

0,602 .  0600 

1,255.2725 

5,894.2202 

6,887 . 3950 

logr 

log  981  363. . . 
comp.  log  3  X  4^2 
log  3 

4,638.9477 
2,319.4738 

« 
8,991.8300 

6,887 .  3950 
0,477  *^*^ 

log^ 

6,356.3462 
4,036.8877 

logô  2,319.4585 


(  *  )  Pour  la  résolution  de  Téquation  x'  —  ^x  -h  ^  =  o,  quand  4/^*  >  27  q*f 

faisant   r=.\/-—y    &  =  — i,    sina  =  -r    les   trois  racines  sont    rsinr> 
\   ^  p  r  y 

in  /  600  —  ^  1 ,   •—  r  sin  ^  60°  H-  ^  y   (  Voir  les  Traités  de  Trigonométrie.  ) 

Lorsque    4^'  <C  ^7  9'>   Téquation  n'a  qu'une    seule  racine   réelle ,  qui  est 
donnée  par  la  formule 


en 


rsin 


^=v/-^v/?-^-N/-i-v/r-ë- 

On  peut  calculer  cette  racine  au  moyen  des-  logarithmes  on  se  servant  de  deux 
angles  auxiliaires,  ou  en  n'employant  que  les  logarithmes  des  nombres. 
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logsina  7,999.9847  89*3i'io" 


I 

3" 

29»  5o'  23" 

6o»+ia(*)         7,999.9983 

89«5o'2a" 

log^,                     2,319.4721 

208,6757 

2492      623 
24          6 

io3,8333 

>  = 

312,509. 

Vérification  de  la  valeur  de  \^ 

iogX     2,494*8625 
3,401.9173 


5,896.7798     .  7884.. 

2l0gX      4,989.7250 
3,396.5480 


8,386.2730         2433733.. 

244  161  7.  . 


31ogX     7,484.5875 
0,903 . 0900 


8,387.6775      244  161  6..  (♦*.). 


(  *)  La  valeur  de  q  étant  négatÎTe ,  etTan^rle  a  ayant  été  pris  positif,  la  racis» 
positive  de  Téquation  est 

rsin  I  60® 


in  /  600  H- 1  y 


Si  Ton  calculait  une  des  valeurs  négatives  de  \ ,  on  trouverait  qu'elle  diffère 
peu  du  nombre  io3,8333. . .,  qui  lui  doit  être  ajouté,  et  comme  cette  valeur 
de  X^  y.  obtenue  par  les  logarithmes  „  peut  n'être  pas  exacte  au  delà  du  sixième 
chiffre,  la  valeur  de  1  qu'on  en  conclurait  n'aurait  pas  un  nombre  sufiisant  de 
chiffres  exacts.  Par  cette  raison ,  la  racine  positive  est  ici  la  seule  que  Ton  puisse 
employer. 

{*'*)  Si  Ton  augmentait  la  valeur  de  l  de  0,001,  ce  qui  ferait  augmenter  le 
logarithme  de  \[\  unités  du  dernîe.r  ordre,  le  premier  membre  de  l'équation 
serait  positif.  La  valeur  de  X  est  donc  exacte  à  moins  de  0,001. 
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II. 


Calcul  des  deux  équations  linéaires. 


Nombres, 

Logarithmes . 

î4-> 

3 1 3,509 

2,496.2500 

I  -f-a> 

626,018 

2,796.5869 

log  de  8 

0,903.0900 
6,195.9269 

I  253, o36 

3,097.9636 

-i- 

I  252,o36 

3,097.6169 

— 

I  254,o36 

3,098.3100 

m 

0,300.3369  (*) 

^m' 

o,3oi .o3oo 

102(1  -j-  V) 

3i977>9 

4,5o4.85o2{**) 

3i  983,9 

4,504.9314 
3*097 -9^36 

25,525 1 

1,406.9678 

—  19,5251 

1,290.5932 

4-  3i,525i 

1,498.6565 

—  n 

Ï,493.3i32(***) 

-\-n' 

2,701 .3765 

Equations  linéaires. 

yz=z  -h  (0,300.3369)  4C  —  (2,493.3132), 

j^  =  —  (o,3oi  .o3oo)  X  -f.  (2,701 . 3765)  (****)• 


C*)  Ce  logaridime  et  le  suivant  sont  les  deux  précédents  dont  on  a  soustrait  le 
logarithme  de  2(1  +  îi)*  Ces  soustractions  sont  effectuées  au  moyen  du  loga- 
rithme de   I  +  Ji>  écrit  plus  haut. 

{*^)  On  calcule  d'abord  le  logarithme,  on  trouve  ensuite  le  nombre. 

{***)  On  obtient  ce  logarithme  et  le  suivant  en  retranchant  des  deux  précé- 
dents le  logarithme  de  2(1  4-  A). 

(****)  On  n'a  pas  mis  dans  ces  équations  les  valeurs  des  nombres  m  et  n^ 
m'  ei  11%  mais  seulement  leurs  logarithmes. 
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m. 

Calcul  des  valeurs  de  x  et  de  j. 

A  cause  de  la  petitesse  de  w»  —  4  j  on  emploie  la  formule 

1*  4-  I 


• 

Logarithmes, 

+4 

l»" 

Nombres» 

—  mn 

2,793.65oi 

-f- 

0,0621799 

/i' 

49986.6264       n 

•+i 

1 ,00096967 

4« 

•H-4 

4,0038787 

m' 

0,600.6738 

3,987253 

«*-4- 

I 

0 , 000 . 4^09 

4«'  —  m 

'+4 

2,220.7617 

0,016625 

' — mn  H- 

r 

1 ,1 10.3808 
1,281.3016 

H- 

0,128938 
o,iQi  118 

^—mn  — 

r 

2,824.5033 

— 

0,066758 

x' 

0,719.1193 

-+- 

5,23744 

x'' 

1,175.9176  (*) 

— 

i4>994o 

mx' 

1,019.4562 

4- 

10,4582 

m£' 

1,476.2545 

— 

29>94o  ' 

n 

o,o3i  1 

gm 

-f- 

10,427  I 

y 

— 

29>97'2 

Calcul  de  la  troisième  solution  (  ** 

). 

n 

4 

2,099.3165 

0,012569 

I 

4« 

0,696.5635 

• 

4^972  37 

aT 

• 

-f 

•  4^98494 

f 

— 

•  9*9^960 

(*)  On  obtient  les  logarithmes  de  x'  et  de  x",  en  retranchant  les  deux  loga- 
rithmes précédents  de  celui  de  n*  -+- 1  écrit  plus  haut. 

(**)  La  valeur  de  m  pour  la  seconde  équation  linéaire ,  ou  m',  étant  —  a,  une 
des  valeurs  de  x  qui  en  résulte  est  infinie,  l'autre  est 

n*-4-i  n         I 


, —  )      ou      7  -i-  7— 
4  n  4       4'» 
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Les  solutions  calculées  par  ces  opérations  n'ont  pas  le 
même  degré  d'exactitude  que  celle  qu'on  a  obtenue  par  des 
approximations  successives.  On  ne  retrouve  celie-ci  qu'avec 
quatre  chiffres  exacts  seulement^  pour  la  valeur  de  x  et 
pour  cdle  de  y.  On  pouvait  d'ailleurs  reconnaître  qu'il  n'y 
avait  pas  lieu  de  compter  sur  une  plus  grande  approxima- 
tion. En  effet,  pour  que  Ton  put  obtenir  le  cinquième  chiffre 
de  la  valeur  de  x^  il  faudrait  que  le  logarithme  ne  fût  pas  fau- 
tif de  83  unités  du  dernier  ordre.  Or,  en  supposant  seulement 
2  unités  d'erreur  sur  le  logarithme  de  /rr,  l'erreur  du  loga- 
rithme de  m'  sera  4  >  et  l'on  ne  pourra  répondre  du  nombre 

qu'à  --Î-  de  l'unité  du  cinquième  chiffre,  ou  environ  4  unités 

dn  septième  chiffre  (a;oir  la  Table  des  logarithmes).  Il  en  ré* 
sultera  sur  le  nombre  4«'  —  'w'  +  4  une  erreur  de  o,oooop4  ; 
le  logarithme  sera  fautif  d^  4  X  a6i,  et  celui  de  la  racine  car- 
iée sera  fautif  de  Sa 2.  L'erreur  du  nombre  ^^n}  —  m'  -H  4 

^22 
sera  ^^1  ou  plus  de  i  ,5  de  l'unité  du  cinquième  chiffre.  L'er- 
reur sera  la  même  sur  — mn  -f-  ^4^*'  —  m*  -h  4  >  et  elle  alté- 
rera le  logarithme  de  ce  non^re  et  çeli^i  de  x  d'environ  34o. 

De  V interpolation. 

528.  On  nomme  interpolation  l'opération  par  laquelle, 
lorsque  l'on  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs  d'une  fonc- 
tion ,  et  les  valeurs  de  la  variable  auxquelles  elles  correspon-. 
dent ,  on  calcule  les  valeurs  de  cettç  fonction  pour  d'autres  va-r 
leurs  intermédiaires  et  données  de  la  variable. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  entière  dont  le  degré  est  /i,  il 
suflSt  que  l'on  connaisse  n  -+-  i  couples  de  valeurs  de  la  varia- 
ble et  de  la  fonction  pour  que  celle-ci  soit  entièrement  déter- 
minée (n^  474)  5  et,  lorsque  ces  valeurs  de  la  variable  sont  eri 
progression  par  différence ,  l'expression  de  la  fonction  est  don^» 
née  par  la  formule  (3)  [page  377].  Mais  il  arrive  souvent  que 
l'on  a  recours  à  l'interpolation  pour  calculer  les  valeurs  d'une 
quantité  dont  on  n'a  pas  l'expression  générale,  et  dont  on  con- 
naît seulement  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières.  L^ 
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problème  est  alors  indéterminé.  En  le  considérant  au  point  de 
vue  géométrique,  il  revient  à  tracer  une  courbe  qui  passe  par 
des  points  désignés  ;  or,  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  points, 
il  est  toujours  possible  de  les  joindre  p^r  une  infinité  de  lignes 
courbes  qui  diffèrent  les  unes  des  autres  dans  Fintervalle  de 
chaque  point  au  suivant. 

Toutefois,  dans  les  applications  qui  se  présentent  le  plus 
habituellement ,  la  fonction  inconnue  devant  être  considérée 
seulement  pour  un  intervalle  dans  lequel  la  marche  de  ses  va- 
leurs ne  doit  pas  être  affectée  d'irrégularités  sensibles ,  on  peut 
la  représenter  assez  approximativement  par  une  courbe  du 
genre  de  celles  que  l'on  nomme  paraboliques ,  pour  lesquelles 
l'ordonnée  est  une  fonction  entière  de  l'abscisse;  ce  qui  permet 
de  continuer  à  faire  usage  de  la  formule  de  la  page  377. 

Cette  formule  d'interpolation  est,  en  outre ,  pleinement  jus- 
tifiée, pour  les  Tables  numériques  relatives  à  une  fonction  sus- 
ceptible d'être  développée  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  delà  variable,  et  qui  reste  convergente 
dans  un  certain  intervalle  des  valeurs  de  cette  variable;  car  la 
fonction  étant  alors  exprimée ,  au  degré  d'approximation  né- 
cessaire^ par  un  nombre  limité  de  termes  de  la  série ,  on  peut 
la  considérer  comme  une  fonction  entière.  Tel  est,  par  exem- 
ple ,  le  cas  des  Tables  de  logarithmes  des  nombres  ;  puisque  la 
différence  log(«  -|-  ^)  —  log  n  peut  être  développée  en  une  sé- 
rie ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  z ,  et  qui  reste 

convergente  tant  que  le  rapport  -  est  plus  petit  que  1 . 


S29.  En  faisant  dans  la  formule  de  la  page  377,  x — Xo^=h\ 
lij,  —  I/o  ==  A'a,  et  en  écrivant  simplement  u  au  lieu  de  Uo,  il 
vient 

A'  a  =  ~A  a  H ^ r— ^  A'm 

1 . 2 . 3 .  A  * 

Cette  formule  fera  connaître  la  différence  A' a,  pour  un  inter- 
valle h\  au  moyen  des  diflérences  relatives  à  l'intervalle  h. 
Si  la  différence  seconde  et  toutes  les  suivantes  sont  assez 
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petites  pour  qu'on  puisse  les  négliger,  la  différence  ùlu  sera 
proportionnelle  à  F  intervalle  h' ,  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les 
usages  ordinaires  des  Tables  de  logarithmes  (*).  Mais  on  ren- 
contre aussi  des  cas  dans  l'emploi  de  ces  Tables,  qui  exigent 
que  l'on  ne  tienne  pas  seulement  compte  du  premier  terme  de 
la  valeur  de  A'i/. 

530.  Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  veuille  obtenir  le  lo-r 
garîthme  de  3, i4i -592.653.6,  par  le  moyen  d'une  Table 
contenant  les  logarithmes  des  nombres  depuis  1  jusqu'à  1000, 
avec  dix  décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
dans  cette  Table,  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  i/^, 
les  nombres  comme  celles  de  x,  e.t  Ton  formera  le  tableau 
suivant  : 


NOMBRES. 

LOGABITIiMES. 

DIFFÉRENCES  l'''^* 

DIFFËR.   2®*. 

DIFF.  3«*. 

DIF.  4^*' 

3,14 

3,i5 
3,i6 
3.,  17 
3,18 

0,496.929.648.1 
0,498.310.553.8 

0,499  687.082.6 
o,5oi .059.262.2 

0,502.4^7. Ï20.0 

-hl .380.905.7 
-t-I.376.528.8 
-hl .372.179.6 

-M. 367. 857. 8 

-4.376.9 

-4-349  2 

-4.331.8 

+  27.7 
-t-27.4 

—3 

Si  Ton  prenait  quelques  logarithmes  consécutifs  de  plus,  on 
trouverait  encore  —  3  pour  la  différence  quatrième  ;  de  sorte 
que,  lorsqu'on  s'arrête  à  dix  chiffres  décimaux,  les  différences 
suivantes  sont  nulles^  et  comme  le  quatrième  terme  de  l'ex- 
pression de  A'  u  est  inférieur  à  -^»  qui  ne  donne  pas  une  unité 

du  dixième  chiffre  décimal ,  on  doit  calculer  seulement  les 
trois  premiers  termes. 
On  a 

uz=z        0,496-929.648.1,         Att=:  -{- 0,001  .380.905.7, 
A'tt  =  —  0,000.004.376.9,      A=^/f=  H- 0,000.000.027    7; 


(  *)  Le  coefficient  de  A*  m  étant  toujours  au  plus  égal  à  -  (  n®  476),  le  terme 

o 

dépendant  de  cette  différence  peut  être  négligé  toutes  les  fois  qn'fslle  est  plus 
petite  que  8  unités  de  l'ordre  décimal  atiqucl  on  doit  s'arrêter. 
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en  outre , 

A=:o,oi,     /i'  =  0,001 .592.653.6, 

d'où  il  résulte 

— -=:  0,i5q.265.36,  r-  =  "T =  —  0,420.367-32, 

On  trouve  avec  ces  valeurs  A'  a  =  o , ooo .  220 .  224 . 5,  et,  par 
conséquent , 

log  3,i4i  .592.653.6  =  0,497- 149-872.6. 

531 .  Pour  les  logarithmes  trigonométrîgues,  les  différences 
des  nombres  auxquels  les  loigarithmes  se  rapportent  sont  rem- 
placées par  celles  des  arcs.  Mais  les  quantités  h  et  h!  n'entrent 
dans  la  formule  (i)  que  par  leur  rapport;  et,  pour  des  diffé- 
rences très-petites,  le  rapport  des  différences  des  arcs  ne  dif- 
fère pas  sensiblement  de  celui  des  différences  des  quantités 
trigonométriques.  On  a,  en  effet,  en  considérant  par  exemple 
les  sinus, 

sin  (a  -h 2 )  —  sin  a       sin  j «  cos{a  4-  y 2  ) 

_^_^— _^_.^.^^.^— ^_^^— — —  — ""  .^_^.^___^^_^_^_____^^___^_ , 

sin(rt-l-z')  —  sma       ùn^z' co%[a '\'\z) 
Si  les  arcs  z  et  z'  sont  très-petits,  et  si,  de  plus,  l'arc  a 

,  »  •    •        J  n      1  COS(/I-h  jZ)  , 

n  est  pas  très- voisin  de  oo*^,  le  rapport  — ) r-77  est  très- 

peu  différent  de  l'unité  (*);  et,  en  même  temps,  le  rapport 
- — p-^  est  sensiblement  égal  à  -  • 


SlDy» 


Lorsque  les  arcs  a  -\ —  z  et  a-\ —  z'  sont  très- voisins  de 


90*^,  le  rapport  de  leurs  cosinus  peut  être  très-différent  de 
l'unité,  et  il  n'est  plus  permis  de  substituer  le  rapport  des 
différences  des  arcs  à  celui  des  différences  des  sinus;  mais, 


(*  )  En  cherchant'dans  les  Tables  la  différence  des  logarithmes  des  cosinus  des 
arcs  890  et  Sg^o' 10",  on  voit  que  le  rapport  de  ces  cosinus  est  moindre  qu« 
i,oo3. 
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dans  ce  cas,  les  petites  différences  des  arcs  ne  fopt  varier  les 
sinus  et  leurs  logarithmes  que  de  quantités  insensibles  au 
degré  d'approximation  des  Tables  ^  ainsi  il  n'y  a  pas  lieu  de 
calculer  ces  quantités. 

532.  Quand  les  arcs  sont  très-petits,  on  peut  ne  pas  obte- 
nir les  logarithmes  des  sinus  ou  des  tangentes  avec  une  exac- 
titude suffisante,  en  ne  tenant  compte  que  du  premier  terme 
de  la  valeur  de  A'i/,  parce  que  les  différences  premières  des 
logarithmes  varient  alors  très-rapidement.  Mais,  au  lieu  de 
se  servir  de  la  formule  (i) ,  il  est  préférable  d'employer  le 
moyen  suivant,  qui  est  indiqué  dans  l'Avertissement  placé  en 
tête  des  Tables  de  Callet,  et  que  je  rapporterai  ici,  pour  la 
commodité  du  lecteur. 

Supposons  qu'on  veuille  avoir  le  logarithme  du  sinus  de 
23'',63.  Les  arcs  très-petits  étant  sensiblement  proportionnels 
à  leurs  sinus,  on  aura,  à  très-peu  près, 

23,63 


sin  2 3", 63  =  sin  23"  X 


23 


On  prendra  donc,  d^ns  les  Tables  qui  donnent  les  log£^rith- 
mes  des  sinus  et  des  tangentes  des  arcs  de  seconde  en  seconde, 
le  logarithme  du  sinus  de  23''  \  on  y  ajoutera  le  logarithme  de 
23,63  et  le  complément  du  logarithme  de  23;  la  somme  di- 
minuée de  lo  sera  le  logarithme  demandé.  On  suivra  une 
marche  analogue  pour  trouver  l'arc  au  moyen  du  log  sin, 
quand  cet  arc  sera  très-petit. 

533.  La  formule  (i)  s'applique  seulement  au  cas  de  l'inter- 
polation pour  des  valeurs  connues,  correspondantes  à  des  va- 
leurs équidistantes  de  la  variable.  Dans  le  cas  plus  général  où 
l'on  connaît' w-f-i  valeurs  d'une  fonction,  correspondantes  à 
un  égal  nonibre  de  valeurs  quelconques  données  de  la  variable, 
en  supposant  toujours  la  fonction  entière  et  du  degré  /i,  on 
peut  poser 

Mj,  =  A  4-  B^  4-  C JP*  ...  -4-  Kx^  ; 
on  a  alors,  pour  déterminer  les  coefGcienls  A,  B,  C, ...,  K, 
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les  n  +  I  équations  suivantes  : 

«,  =  A  4-  Bxo  -h  CxJ  .  .  .  4-  Kxl , 
a,  =  A  -f-  Bxt  -»-  Cjc]  ...  4-  Kx*; , 
M,  =  AH-Bj:,-f-Ca?;  .,  .4-Ka:^, 


tt„=:A-f-B;c„-hCx^  ..--hKx». 


n 


D'après  la  loi  des  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du 
premier  degré,  celles  qu'on  obtiendrait  pour  les  coeflScîents 
A,  B,  C,...,  K,  ne  contiendraient  les  quantités  Uq^  i/j  , 
Wj. .  . ,  Un  qu'au  premier  degré  et  dans  les  numérateurs  seule- 
ment; de  sorte  qu'il  en  résulterait  une  expression  de  cette  forme  : 

les  fonctions  Xq  ,  Xi ,  Xj , .  . .  X„  ne  dépendant  que  de  la  va- 
riable X  et  de  ses  valeurs  Xq,  Xi,  x^, . . .  ,  Xn» 

Cette  expression  de  Uj.  donnera  Uj.  ==  i/o  pour  x  =  o^o ,  si  Ton 
a,  par  cette  valeur  de  x , 

de  même  x  =  Xi  donnera  i/^p  =  i/, ,  si  l'on  a  alors 

* 

A  j  —  O  j       A.|  —  I  )        A.J  — —  o  ,  .  .  .  9       \n  ss:  O  î 

or  =  jCj  donnera  Uj,  =  a, ,  s'il  en  résulte 

j\.Q    —    O  ,  JV|  ■    o  j  A. 2   —     I    )    •     .     .    y  JV  n      "     ■    O  y 


enfin  jc  =  Xn  donnera  //^  =  m„  ,  si  l'on  a ,  par  cette  valeur  de  x , 
X(,  =  o,     X|=rO,     X2=^o,...,     X„=i, 

En  considérant  par  colonnes  le  tableau  de  ces  conditions, 
on  voit  d'abord  que  la  fonction  Xq  doit  devenir  nulle  lorsqu'on 
donne  à  x  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  série  Xo,  Xt, 
Xj, . . . ,  Xn9  excepté  la  première.  Or  on  satisfait  à  cette  con- 
dition de  la  manière  Ja  plus  simple,  en  prenant  le  produit 

Lorsqu'on  fait  x  =  Xo ,  ce  produit  devient 

[^9  —  Xij  \^Xq  —  J?a  j  ...  {^X^  —  X^J  i 


CHAPITRE  SEIZIÈME.  433 

donc,  en  divisant  le  premier  produit  par  le  second,  le  quotient, 
qui  deviendra  l'unité  pour  x  =  Xo,  remplira  toutes  les  condi^ 
tions  relatives  à  la  fonction  Xq.  On  pourra  donc  prendre 

«  (^  —  ^i)  (g?  —  ^2)  .  » .  {x Xn) 

\Xo  — —  ^i  /  ( Xq  — —  X2  j  •  •  •  ^  Xq  ■—  Xn ) 

On  trouvera  de  même 

Y    {X X^)    (x  —  X2)  .  .  .  (x  —  Xn) 

{X\  "~~  X^j    {^Xi  — -  X^j  •  •  •  (  37|  —  Xn) 

(  «C2  "■"  ^0  /      \  '^1  """*  ^1  /    •   •  *   V  ^2  "~~  «^/l  ) 


.     ^^  (a?  —  a?^)  (j?  —  4?!  )-.  .(.r -^  ;r„_i] , 

\«^ii        «^0  j  (  ^n  -"  «^ij  •  •  •  \Xn  *~*  «^n— 1 } 


^n 


On  aura  ainsi  la  formule  suivante  : 

\X  "~*  X  \\  \X  "~~  X'A  •  •  •  (^  •■""  Xn)  \X  "~~"  ^oj  \X  ~~"  X^J*  »  •IX  ~~~  Xn) 

{Xq-'-'Xi)  (J?o^— ^aj.-.^JPj— J?/ij  ^Jîi— -.Toj  (.3/(— X2J,..^t2ri — J?rtj 

(  07 i^o  )     (^  —  Xi)  »  ,.  (x Xn^i  ) 

(xn Xq)  (Xn — Xi),.,(Xn  —  Xn-t) 

Cette  formule,  due  à  Lagrange,  est  remarquable  par  son 
élégance;  mais  elle  est  peu  employée.  Elle  présente  d'ailleurs, 
pour  les  applications ,  un  grave  inconvénient ,  qui  consiste  en 
ce  que  les  quantités  Xq,  Xi,  x^,  etc. ,  étant  ordinairement 
tr^s-voisines  les  unes  des  autres ,  et  ne  pouvant  être  mesurées 
qu' approximativement,  les  erreurs  relatives  des  différences  de 
ces  quantités  peuvent  être  très-grandes;  et  celles  qui  en  ré- 
sultent sur  les  multiplicateurs  des  quantités  Uq,  Ui,  u^y  eit. , 
sont  du  même  ordre  de  grandeur. 

SS-i.  11  est  à  remarquer  que  les  considérations  par  lesquelles 
on  a  formé  les  valeurs  des  quantités  Xo ,  X, ,  Xj , . . . ,  X„  sont 
bien  propres  a  montrer  comment  l'interpolation  est  un  pro- 
blème indéterminé,  lorsqu'on  ignore  là  forme  de  la  fonc- 
tion d'où  dérive  la  série  des  nombres  donnés.  En  effçt,  le 
produit  des  binômes  x  —  x^^  x  —  x^y .  • .  y  x  —  Xny  n'est  pas 
la  seule  fonction  susceptible  de  s'évanouir  pour  les  valeurs 
a:  =  oTi ,  =  Xa, . . . ,  =  a?„.  Si  Ton  sort  des  fonctions  algé- 
briques, on  trouve  d'abord  l'expression  très-simple 

ût\p  {x  —  Xx)  sin  q  [x  —  Xi). .  ,smt[x  —  Xn)y 

28' 
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qui  jouit  de  la  même  propriété,  quels  que  soient  les  nombres 
p,  q, . . .  ^t'^ou  pourra  donc  poser  encore 

sïnpia:  —  Xt)sinq{a:  —  X2) .  -  .9int{x  —  x^) 

*      sinp  (jc^  —  x,  )  sin  q  (x^  —  Xt) , , ,  sin  t  [x^  —  x^) 

$in/?'(x  —  x»)s\ng^{x  —  x^) . . .  sïn  t' (x  —  Xn)  ' 

'       sin/?'(x,  —  .To)  sin  g'  (x,  —  Xj) ...  sin  r'  (x,  —  x„) 
etc.  -, 

en  observant  que  les  nombres  p',  ^', . .  . ,  t'  peuvent  être  dif- 
férents des  nombres  ^ ,  ^ , . . . ,  t  *,  et  ainsi  de  suite  pour  toutes 
les  autres  fonctions  X. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles  qui  pré- 
cèdent pour  les  valeurs  comprises  dans  la  série  Xo,  Xi, 
Xif.^f  x^,  elles  en  diffèrent  beaucoup  pour  les  valeurs 
intermédiaires ,  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez  petits  pour 
être  sensiblement  proportionnels  à  leurs  sinus. 

De  la  formation  des  Tables  numériques  au  mojen 

des  différences. 

535.  Le  calcul  des  valeurs  d'une  fonction  au  moyen  des  dif- 
férences n'est  pas  seulement  applicable  aux  fonctions  entières. 

Considérons^  par  exemple,  la  fonction  L(j:)  •,  en  formant 
ses  différences  successives,  on  trouve 

ALx=L(x  ■+■/<)  —  L(x)=L  (r  -h-| 

=  M .-i-—-—..., 

\x      2  x'       3  X*  J 

A'L(x)==L(xH-2/0  —  2L(xH- A)-hLx 

=K--t)--(--Î) 

A^  L  X  =  L  (x  4- 3  A)  —  3  L  (x -I- 2 /<) -h  3L (x -4- A)  —  La: 
etc. 
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Pour  A  =  I  ,  et  en  prenant  x  =  loooo,  oxx  x^  loooo ,  ces 
diflférences  successives  décroissent  très- rapidement  5  et  celle 
du  troisième  ordre,  d'après  la  valeur  du  module  M ,  est  moin-^ 
dre. que  0,000000000000869.  U  suit  de  là  que,  si  Ton  ne 
voulait  avoir  les  logarithmes  qu'avec  huit  décimales ,  on  pour- 
rait négliger  longtemps  les  différences  du  troisième  ordre ,  et 
ne  tenir  compte  que  de  celles  du  premier  et  du  deuxième  ordre» 

La  formule  (a)  [page  3 7 3]  permet  d'apprécier  Terreur  qu'oc- 
casionne ,  sur  une  valeur  d'un  rang  quelconque  ,  la  suppres- 
sion des  différences  d'un  ordre  donné.  Dans  l'exemple  que 
nous  considérons ,  en  faisant  n  =  4o  5  et  en  calculant ,  pour 
cette  valeur,  celle  du  terme 

u  [n  —  !  )  [n  —  2) 


I  .2.3 


A^w, 


on  voit  qu'il  n'influera  pas  sur  la  huitième  décimale  du  loga- 
rithme de  10040;  il  en  serait  à  plus  forte  raison  de  même  des 
différences  des  ordres  supérieurs.  On  pourra  donc  calculer  les 
logarithmes  des  nombres,  depuis  10 000  jusqu'à  ioo4o,  en 
partant  de  celui  de  10  000  qui  est  4?  et  en  calculant  les  valeurs 
correspondantes  de  ALx  et  A'  L.r,  qui  sont  : 

A  L  j?  =  o ,  000 .  043 .  4^7 .  27 , 
A' L  or  =  o  ,000 .  000 .  oo4  •  34* 

11  est  nécessaire  de  prendre  ces  valeurs  avec  quelques  chiffres 
au  delà  de  ceux  qu'on  veut  avoir  exactement  dans  les  derniers 
résultats,  afin  d'éviter  l'accumulation  des  erreurs.  En  négli- 
geant dans  A'  L  a:  les  chiffres  qui  suivent  le  onzième ,  l'erreur 
qui  en  résulte  sur  le  logarithme  de  ioo4o  est  celle  du  terme 

— ^ -^  A*  u  pour  n  =  4o  9  et  elle  est  inférieure  à  une  unité 

du  huitième  ordre. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  au  logarithme  de  ioo4o,  on  pourra 
le  calculer  directement ,  par  la  série 

//*        h^        h^  \ 

L(j:-I-/0  =  L'^-+-M .4--—.—..  .  ), 

en  faisant 

jcc=  10000     et     A  rr  4o  ; 

28. 
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il  suffira  des  trois  premiers  termes  de  la  série.  On  appréciera 
ainsi  le  degré  d'exactitude  des  opérations  qui  auront  été  faites 
jusque-là  au  moyen  des  différences.  On  calculera  ,  en  outre, 
les  différences  première  et  seconde  pour  a:  =  lo  o4o  et  A=:=  i, 
et  Ton  formera  ensuite ,  par  leur  moyen ,  les  logarithmes  des 
nombres  consécutifs  dans  un  nouvel  intervalle  qui  pourra  être 
plus  étendu  que  le  précédent.  Ainsi  de  suite. 

536.  Considérons  aussi  les  différences  de  la  fonction  sin  x  ^ 
on  a 

A  siDx=  sm{x'^h) —  sinj:=:  asin -A  cos  (xH — hu 
A'  sin  0?  =  A  sin  (.r-f-  A)  —  A  sin  ^  =•  —  I  2  sin- A  J  sin  (x  •+•  h)  j 
A*sinx  =  A'sin(ar-h^)— A»  sinj?  =  —  f2sin-/i|  cosj^H — hU 

A<sinx  =  A'sin(ar4-/<)  — A^sin;r  =       /asin-^J    sin(^-|-2Â), 

etc. 

Il  est  facile  de  reconnaître  la  loi  de  ces  différences,  et  l'on 
voit  qu  elles  décroissent  très-rapidement  lorsque  Tare  h  est 
très-petit. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  pour  la  fonction 

COS  X.  l 

537.  On  a 

A' sin  a;  =  sin  (jr-4-  2  A)  —  sin  (j:-4-A)  —  [sin  {x-hh)  —  sin  a?]; 

en  faisant  x  =  (m — i)A,  on  obtient,  par  la  valeur  ci-dessus 
de  A'  sinjt,  la  formule  de  Thomas  Simpson  pour  le  calcul 
des  Tables  de  sinus , 

sin (  m  -f-  ï)h  —  ûnmh=:smmh  —  sin  ( wi  —  i  ) /* 

—  (2sin-Aj  sïn  mh. 

Si  l'on  pouvait  avoir  les  valeurs  exactes  des  différences 
A*  sin  X  j  et  celle  de  A  sin  j:pour  x  =  o  ,  on  en  déduirait  les 
valeurs  exactes  des  sinus  de  tous  les  arcs  suivant  la  progression.  ' 
croissante  A,  a/i,  3/i,  etc.  Les  erreurs  de  valeurs  des  sinus 
calculées  successivement  ne  seront  donc  occasionnées?  que  par 
les  erreurs  de  ces  différences. 
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Soit  e  l'erreur  du  premier  terme  de  la  suite  des  différence^ 

secondes  ou  —  f  2  sîn  -  A  )    sin  h.  Cette  erreur  produira  une 

erreur  égale  sur  chacun  des  termes  de  la  suite  des  différences 
premières ,  à  partir  du  second ,  et  ces  erreurs  des  différences 
premières  produiront ,  sur  les  termes  de  la  suîtje  des  sinus ,  à 
partir  du  troisième  terme  ou  sin  2  A,  des  erreurs  croissantes 
e,  2e,  3  e,  4^î  etc. 

Si  le  second  terme  de  la  suite  des  différences  secondes  est 
encore  fautif  de  la  mêmie  quantité  e ,  il  en  résultera ,  sur  les 
sinus  consécutifs ,  à  partir  de  sin  3/i ,  des  erreurs  e,  2  e,  3  e. 
Ainsi  de  suite.  On  conclut  de  là  qu'en  supposant  toutes  les  dif- 
férences secondes  fautives  de  la  même  quantité  e ,  et  que  le 
dernier  sinus  calculé  soit  sîn  wA,  l'erreur  de  ce  sinus  pro- 
duite par  les  erreurs  des  différentes  secondes  sera 

/  o  X  m  [m  —  i) 

e  {m  —  i-f-/?i — 2-I-/W  —  3. ..4-1)     ou e, 

^  2 

Quant  à  l'erreur  qui  résultera  de  celle  du  premier  terme  de  la 
suite  des  différences  premières,  elle  sera  seulement  multipliée 
par  m. 

En  général ,  lorsqu'on  calcule  une  suite  de  quantités  w© , 
Wi  )  Wj ,  etc. ,  au  moyen  de  leurs  différences ,  si  l'une  des  diffé- 
rences de  l'ordre  w,  A"  Wp,  est  fautive  d'une  quantité  e,  toutes 
les  différences  de  l'ordre  n  —  i ,  depuis  A"~*  u^j^x ,  sont  fau- 
tives de  la  même  quantité ,  et  les  erreurs  qui  en  résultent  sur 
les  différences  des  ordres  inférieurs  et  sur  les  quantités  qu'il 
s'agit  d'obtenir,  à  partir  de  A"""' i/p+j,  A"~' 1/^^.3. .  .,i/p^.„, 
croissent ,  pour  chaque  suite ,  comme  les  nombres  figurés  des 
ordres  successifs.  Si  toutes  les  différences  de  l'ordre  n  depuis 
A^iip  sont  fautives  de  la  même  quantité  e,  l'erreur  sur  un 
terme  quelconque  de  la  suite  i/o ,  «1 ,  Wj,  etc. ,  d'un  rang  supé- 
rieur à  /?  -h  « ,  par  exemple  Mp^„+„»_, ,  est  Ja  quantité  e  multi- 
pliée par  la  somme  des  m  premiers  nombres  figurés  de  l'ordre 
n  —  I ,  ou  le  m'^'"*  nombre  figuré  de  Tordre  n  (  n*^  362). 

Pour  le  calcul  des  sinus,  lorsqu'on  fait  h  =  10''  on  peut  ob- 
tenir les  difl(érences  secondes 


—  I  2  sin  -A  j   sin  [x  ~f-  h  ), 
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avec  seize  décimales  exactes,  ou  à  moins  de  — -  (*):  la  diffé- 

rence  première  pour  ar=o  est  sinA,  et  elle  est  connue  avec 
treize  décimales.  Il  suffit  de  calculer  les  sinus  et  les  cosinus  jus- 
qu'à 3o*^  ou  108000'',  de  sorte  qu'on  a,  pour  le  dernier  terme  de 
chaque  suite,  m  =  10800.  On  conclut  de  là  qu'eçi  supposant 
que  toutes  les  erreurs  atteignent  leur  limite  supérieure ,  et 
qu'elles  soient  toutes  dans  le  même  sens  ,  les  erreurs  des 
différences  secondes  nWcasionneront,  sur  aucun  terme  de  la 

j        .                                    ^  •           ^    10800 X  10799 
suite  des  sinus,  une  erreur  supérieure  a  Tf-^^t  ou 

o,  000 .  000 .  oo5 .  83 1 .  46 .  L'erreur  du  premier  terme  de  la 
suite  des  différences  premières  ,  ou  sin  10'',  produira  sur  le 
dernier  sinus  une  erreur  moindre  que  0,000.000.001 .08. 
Il  y  aura  donc  au  moins  huit  décimales  exactes  dans  toute  la 
suite  des  résultats. 

(*)  On  a  pour  h  =  lo'', 

I, 
sin- A  <  0,000.024.240-684.055. . . 

000 . 000 . 000 . 000 . oo3 , 


Donc 


et 


Ky'<- 


On  conclut  de  là 


sin- A>  0, 000. 024. 24q. 684 -052. 

.    I     <  0,000.048.481.368.1 10 
3     >  0,000.048.481 .368.104 

La  valeur  de  3 sin  -  A  est  donc  connue  avec  quatorze  décimales  exactes.  En  mul- 

2 

tipliant  cette  valeur  par  elle-même ,  on  pourra  avoir  le  produit  avec  dix-sept 

décimales.  Le  facteur  sin  (x  -h  ^),  par  lequel  le  nombre  constant  [  2 sin  -  A  ] 

doit  être  multiplié ,  étant  toujours  moindre  que  i ,  les  plus  hautes  unités  de  ce 
facteur  donneront  un  produit  partiel  dont  le  dernier  chiffre  ne  sera  pas  d'un 
rang  inférieur  au  dix-huitième,  à  partir  de  la  virgule,  et  le  produit  total  n'aura 

pas  moins  de  seize  chiffres  décimaux  exacts.  Comme  le  nombre  |  asin  -  A  l 

à,  d'ailleurs,  huit  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  signiûcatif,  l'erreur 
du  facteur  sin(a:  +  A)  ne  pourra  influer  sur  les  seize  premières  décimales  du 
produit,  tant  qu'elle  n'aura  pas  dépassé  elle-même  une  unité  du  huitième  ordre, 
décimal. 
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THÉOTUEME  DE  STURM.  THÉORÈME  DE  ROLLE  ^  SÉPARATION  DBS 
RACINES  PAR  CE  THÉORÈME  ET  PAR  CELUI  DE  BUDAN  OU  DE 
FOURIER.  MÉTHODE  d' APPROXIMATION  DE  LAGRANGE.  FONC- 
TIONS   SYMÉTRIQUES. 

Théorème  de  Sturm^  soîi  emploi  dans  la  résolutioji 

des  équations. 

538.  Soit  V  =  o  une^quation  d'un  degré  quelconque ,  qui  ne 
contient  que  des  coefficients  réels ,  et  dont  toutes  les  racines 
sont  inégales.  Représentons  par  Vj  le  polynôme  dérivé  de  V, 
et  p  ar  Vf ,  Vj , . . . ,  V^  des  polynômes  de  degrés  décroissants  que 
l'on  formera  en  opérant  comme  s'il  s'agissait  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  V  et  Vi,  avec  cette  différence,  que 
l'on  devra  changer  le  signe  de  chaque  reste  avant  de  le  prendre 
pour  diviseur;  en  sorte  que  Vg  sera  le  reste  de  la  division  de  V 
par  y  X  j  dans  le(^uel  on  aura  changé  les  signes  de  tous  les 
termes  ;  Vs  sera  le  reste  de  la  division  de  Vi  par  Va ,  dans  lequel 
on  aura  changé  pareillement  les  signes  de  tous  les  termes  ;  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  V^  qui  sera  un  reste  numérique,  puisque, 
par  hypothèse,  l'équation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales.  On 
aura  ainsi  celte  suite  d^égalités 

V       =V.     Q.     -V„ 

Vi       =  Vj     Q2     —  V3, 
V,      =V,     Q,     -V,, 


La  considération  des  fonctions  déterminées  de  cette  manière 
conduit  au  théorème  suivant  : 


(*)  On  peut  éviter,  dans  les  divisions  successives ,-  les  coefficients  fraction- 
naires ,  en  multipliant  chaque  dividende  par  un  facteur  numérique  convenable  ; 
mais  les  facteurs  qu'on  introduit  doivent  être  positifs,  afin  que  les  signes  des 
restes  ne  soient  pas  altérés. 


44o  TRAITÉ  D'ALGÈBRE. 

539.  Théorème.  — Lorsqu'on  substitue  à  la  place  de  x, 
dans  la  suite  des  fonctions 

deux  nombres  quelconques  a  et  S  positifs  ou  négatifs,  si  a  est  plus 
petit  que  6 ,  le  nombre  des  ^variations  de  la  suite  des  signes  de 
ces  fonctions  pour  x  =  6  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  des 
variations  de  la  suite  des  signes  de  ces  mêmes  fonctions  pour 
X  =  a  5  et  s'il  est  moindre,  la  différence  est  égale  au  nombre 
des  racines  réelles  de  F  équation  V  =  o  comprises  entre  a  et  6. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  faut  examiner  comment  le 
nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonctions 
y,  Vj ,  Vi ,. . . ,  V^,  disposées  dans  l'ordre  indiqué,  pour  une 
valeur  quelconque  de  a:,  peut  s'altérer,  quand  x  passe  par  dif- 
férents états  de  grandeur..Or  il  ne  peut  arriver  de  changement 
dans  cette  suite  de  signes ,  à  mesure  qu'on  fait  croître  x ,  qu'au- 
tant qu'une  des  fonctions  V,  Vi ,  Vj,  etc.,  change  de  signe, 
et  par  conséquent  devient  nulle.  Il  y  a  donc  deux  cas  à  consi- 
dérer, suivant  que  la  fonction  qui  s'annule  est  la  première  V, 
ou  l'une  des  fonctions  intermédiaires  Vi ,  V,  ,*etc.  \  car  ce  n'est 
pas  la  dernière  V^  qui  peut  devenir  nulle,  puisqu'elle  est  un 
nombre. 

i**"  Cas.  Supposons  que  a:,  en  croissant  par  degrés  insensi- 
bles ,  atteigne  et  dépasse  une  valeur  a  qui  rend  V  égal  à  zéro. 
Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  x  dans  la  fonction  dérivée  Vi , 
cette  fonction  deviendra  un  nombre  positif  ou  négatif,  puis- 
que ,  par  hypothèse ,  l'équation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 
Représentons  par  u  une  quantité  positive  assez  petite  pour  que 
l'équation  V^  =  o  n'ait  pas  de  racine  comprise  entre  a  —  m  et 
a  +  u.  Alors  Vi  conservera  le  même  signe  quand  on  y  fera 
X  =  a  —  M,  x  =  a  y  x  =  a  -\-  u. 

Désignons  pour  un  moment  V  par /*(:«:)  et  V,  i^slt  f  [x)\  on 
aura,  en  observant  que/  (rt)  ==  o, 

Coraimc  rien  ne  limite  la  petitesse  de  a ,  on  pourra  la  rendre 
telle  que  le  signe  du  développement  de /(a  —  u)  ne  dépende 
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que  du  signe  de  son  premier  terme  (  n°  416)  :  ainsîy  (a  —  u) 
aura  le  même  signe  que  — uf^  (a),  et  par  conséquent  il  aura 
un  signe  contraire  à  celui  de  f  [a)\  ovf  [a )  elf  [a  —  u)  ont 
le  même  signe;  donçy  (a  —  u)  ^\.J'  (a  —  u)  auront  des  signes 
contraires. 

En  changeant  —  i*  en  -h  a  dans  le  développement  précé- 
dent ,  on  a 

/(«  +  «)  =  ^/'(<,)  +  ^J"^a)+-^r{a)  +. .  .; 

ce  qui  prouve  que/(a  -h  u)  aura  le  même  signe  que/'  (a),  et, 
par  suite,  le  mên^e  signe  que^'  (a  -f-  u). 

Il  suit  de  là  que  les  signes  de  V  et  de  Vi  pour  x=^a  —  ii , 
x=z  aeix=^a-\^u^  sont  tels  qu'on  le  voit  dans  le  tableau 

suivant  : 

V  V,  V  V, 

X  •=  a  —  u h  H 

Pour       {x  =z  a               o    -I-  ou  bien      o  — 

j:==«-|-m       h — h  —  — 

Par  conséquent,  lorsque  a  est  une  racine  de  l'équation  V  =  o, 
le  signe  de  V  forme  avec  le  signe  de  Vi  une  variation  avant 
que  o:  atteigne  la  valeur  a,  et  cette  variation  est  changée  en 
une  permanence  après  que  x  a  dépassé  cette  valeur. 

Quant  aux  autres  fonctions  Vj,  Vs,  etc.,  chacune  d'elles 
aura ,  comme  Vj ,  soit  pour  x=^  a  —  a,  soit  pour  a:  :;=  a-h  m, 
le  même  signe  qu'elle  a  pour  x  =  a  ;  si  toutefois  aucune  ne  s'é- 
vanouit pour  0^  ==  « ,  en  même  temps  que  V.  Nous  allons  exa- 
miner ce  qui  arrive  lorsqu'une  de  ces  fonctions  s'évanouit. 

a®  Cas*  Supposons  qu'une  fonction  intermédiaire  V„  s' an- 
Unie  pour  X  =z  b.  Cette  valeur  de  x  ne  peut  réduire  à  zéro  ni 
la  fonction  V„_j  qui  précède  V„,  ni  la  fonction  V„^.i  qui  la  suit 
immédiatement  ;  car,  si  cela  était ,  le  facteur  x  —  b  divise- 
rait en  même  ten^ps  deux  restes  consécutifs  V„_i  et  V„ ,  ou  V„ 
et  Yn+i  ;  par  conséquent  o:  —  b  serait  un  facteur  multiple  du 
polynôme  V  :  ce  qui  est  impossible ,  puisque  nous  avons  sup- 
posé que  l'équation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales.  En  outre, 
d'après  l'égalité  V„_i  =  V„Q„  —  V„+i ,  qui  est  une  des  rela- 
tions (i)  du  n"  538,  V„  étant  nulle  pour  x=zb^  on  aura 
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V„_i  =  —  V„^i  ;  donc  V„_,  et  V„^t  auront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  y  fera  x  z=  b- 

Cela  pose,  si  Ton  substitue  à  la  place  de  x  deux  nombres 
b  —  u  et  t-H  w  très -peu  différents  de  J,  cbacune  des  fonc- 
tions V;,_,  et  V;,^i  aura  pour  ces  deux  valeurs  de  x  le  même 
signe  que  pour  jc  =  6  ;  puisqu'on  peut  prendre  u  assez  petit 
pour  que  ces  fonctions  V„_i  et  V„^,  ne  deviennent  pas  nulles 
dans  l'intervalle  de  b  —  u  à  b  +  u.  Donc ,  quel  que  soit  le 
signe  de  V„  pour  x^^b  —  w,  comme  il  est  placé  entre  les 
signes  de  V„_i  et  de  V„^i  qui  sont  contraires ,  les  signes  des 
trois  fonctions  consécutives  V„_i ,  V„,  V„^,  ;  quand  on  fera 
X  ^=  b  —  u ,  formeront  une  permanence  et  une  variation ,  ou 
une  variation  et  une  permanence.  Par  la  même  explication , 
quand  on  fera  .r  =;  i  -h  u ,  les  signes  des  trois  fonctions  con- 
sécutives V„_i ,  V„ ,  V;^., ,  présenteront  encore  une  variation 
et  une  permanence ,  ou  une  permanence  et  une  variation. 

Il  suit  de  là  que  les  signes  des  fonctions  depuis  Vj  jusqu'à 
V^,  pour  j?  =  è  H-  tt ,  présenteront  précisément  autant  de  varia- 
tions que  les  signes  de  ces  mêmes  fonctions  pour  x  =  b  —  u. 
Donc,  quand  une  fonction  intermédiaire  quelconque  passe  par 
zéro,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  de  toutes 
les  fonctions  n'est  pas  changé;  à  moins  que  la  valeur  de  x  qui 
annule  cette  fonction  intermédiaire  ne  réduise  aussi  à  zéro  la 
première  fonction  V  ;  ce  qui  ferait  disparaître  une  variation 
sur  la  gauche  de  la  suite  des  signes  (i^'^  cas). 

Il  est  clair  que  la  même  conclusion  subsisterait  si  plusieurs 
fonctions  intermédiaires  non  adjacentes  devenaient  nulles 
pour  la  valeur  x  =  b. 

Donc ,  chaque  fois  que  la  variable  x,  en  croissant  par  degrés 
insensibles,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui  rend  V  égale  à 
zéro,  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  Vi,  Vi,...,  \V,  perd 
une  variation  formée  par  les  signes  de  V  et  de  V,,  laquelle  est 
r^nplacée  par  une  permanence;  tandis  que  les  changements  de 
signes  des  fonctions  intermédiaires  V,,  Va,...,  V^_,,  ne  peu- 
vent jamais  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre  des  varia- 
tions. Par  conséquent,  si  Ton  prend  une  nombre  quelconque 
a,  positif  ou  négatif,  et  un  autre  nombre  6  plus  grand  que  a  , 
et  si  Ton  fait  croître  x  depuis  a  jusqu'à  6,  autant  il  y  aura  de 
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valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6  qui  réduironl  V  à  zéro, 
autant  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  Vi ,  Vj ,...,  V^,  pour 
a:= 6 ,  contiendra  de  variations  de  moins  que  la  suite  des  signes 
de  ces  fonctions  pour  a:  =  a.  Cette  conclusion  constitue  évi- 
demment le  théorème  qu'il  s'agissait  d'établir. 

ScoLiE.  —  Il  peut  arriver  que  Tune  des  fonctions  Vi,  V« , 
Vs  V-  -î  V^-i?  devienne  nulle ,  soit  pour  x=oc,  soit  pour  x=  6. 
Dans  ce  cas ,  il  suffit  de  considérer  les  variations  de  la  suite 
des  signes  de  toutes  les  fonctions,  sans  avoir  égard  à  celle  qui 
s'évanouit.  Car  on  a  vu  que,  lorsque  la  fonction  V„  devient 
nulle  pour  a:  =  a,  si  Ton  substitue  à  la  place  de  x  une  quan- 
tité très-peu  différente  de  a,  les  signes  des  trois  fonctions  V«.i, 
V„,  V„^.i,  présenteront  toujours  une  variation  et  une  perma- 
nence 5  et  la  variation  subsistera  encore  quand  on  omettra  la 
fonction  V„.  • 

Corollaire  i.  —  Pour  connaître  le  nombre  total  des  racines 
réelles  de  l'équation  V  =  o ,  il  faudra  substituer,  dans  toutes 
les  fonctions  ,  deux  quantités  a  et  6  entre  lesquelles  toutes  les 
racines  soient  comprises.  Or  il  est  toujours  possible  de  donner 
à  X  une  valeur  assez  grande  pour  que  chacune  des  fonctions 
V,  V,,  V«,...,  V^  ait  le  signe  de  son  premier  terme  (n^  415). 
Donc ,  si  l'on  considère  d'abord  les  signes  des  premiers  termes 
de  ces  fonctions  en  supposant  x  négatif,  et  ensuite  les  signes  de 
ces  mêmes  termes  en  supposant  x  positif,  l'excès  du  nombre 
des  variations  de  la  première  suite  de  signes  sur  le  nombre  des 
variations  de  la  seconde  suite  sera  précisément  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation. 

Corollaire  ii.  —  Le  théorème  de  Sturm  fait  trouver  les 
conditions  nécessaires  pour  que  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion soient  réelles.  L'équation  V  =  o  étant  du  degré  m,  il 
faudra  que  la  suite  des  signes  des  premiers  termes. des  fonc- 
tions V,  V,,  Vj,  etc.,  puisse  présenter  m  variations 5  ce  qui 
exige  que  le  nombre  des  fonctions  ne  soit  pas  moindre  que 
m  -h  I .  Or  ce  nombre  ne  peut  pas  surpasser  m  -h  i ,  puisque 
le  degré  de  chaque  fonction  est  inférieur  au  moins  d'une  unité 
a  celui  de  la  fonction  précédente;  donc  il  devra  être  m  -^  i.  Il 
faudra  de  plus  que  les  premiers  termes  des  fonctions,  en  sup- 
posant X  positif,  aient  tous  le  même  signe.  Ces  conditions  sont 
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suffisantes  ;  car,  si  les  exposants  des  premiers  termes  des  fonc- 
tions ne  diminuent  que  d'une  unité ,  de  chaque  fonction  à  la 
suivante,  ils  seront  alternativement  pairs  et  impairs;  et,  si 
les  signes  de  ces  premiers  termes  ne  présentent  que  des  per- 
manences quand  x  est  positif,  ils  ne  présenteront  que  des  va- 
riations pour  X  négatif.  Le  nombre  des  racines  réelles  sera 
donc  égal  à  m. 

Pour  exprimer  ces  conditions,  comme  les  premiers  termes 
des  fonctions  V  et  V^  sont  toujours  de  même  signe ,  on  aura 
seulement  à  considérer  les  premiers  termes  des  fonctions  sui- 
vantes Vj,  Vj,  etc.;  on  obtiendra  donc  m  —  i  conditions.  U 
pourra  d'ailleurs  arriver  que  quelques-unes  de  ces  conditions 
rentrent  dans  les  autres ,  ainsi  qu'on  le  voit  par  l'exemple  i 
ci -après. 

Corollaire  m.  — Toutes  les  fois  que  le  nombre  des  fonc- 
tions auxiliaires  Vi,  Vj,  Vg,  etc.,  est  égal  à  m,  on  peut  con- 
naître le  nombre  des  racines  imaginaires  de  Féquation  Y  =  o 
par  la  simple  inspection  des  signes  des  premiers  termes  de  ces 
fonctions.  L'équation  V  =  o  a  autant  de  couples  de  racines 
imaginaires  qiiil  y  a  de  variations  dans  la  suite  des  signes 
des  premiers  termes  des  fonctions  V,  Vi,  Vj ,  etc.,  jusqu'à  la 
constante  V„,  inclusivement.  Car,  si  cette  suite  présente  n  va- 
riations ,  elle  présente  m  —  n  permanences  ;  quand  on  change 
or  en  —  x^  les  permanences  se  changent  en  variations  et  vice 
versa,  de  sorte  que  le  nombre  des  variations  est  m — 715  le 
nombre  des  racines  réelles  est  donc  m  —  in. 

540.  Je  placerai  ici  quelques  exemples  de  l'emploi  des  pro- 
positions qui  viennent  d'être  exposjées. 

Exemple  i.  — Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que 
l'équation  x^  -{- px '\-  q  =z:  o  ait  toutes  ses  racines  réelles. 

On  a 

_V  =z  a^-^  px  -\-q, 

Pour  calculer  la  fonction  V, ,  on  divise  V  par  Vi,  et,  afin  d'é- 
viter les  fractions ,  on  multiplie  V  par  3  ;  on  obtient  ainsi  le 
reste  2  px  4-  3  ^  j  donc 

Va  =  —  2  px  —  3  <7 . 
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On  divise  V,  par  Vj.  Pour  éviter  les  fractions,  il  fautmul* 
tîplier  Vi  par  2^5  mais  comme  le  signe  de  p  n'est  pas  connu, 
on  doit  multiplier  par  2^",  qui  est  toujours  une  quantité  posi- 
tive; et  pour  n'avoir  aucune  préparation  à  effectuer  après  la 
première  division  partielle,  il  faut  multiplier  par  4  p*.  De  cette 
manière,  le  reste  indépendant  de  x  est  4p'  +  27  ^*  ;  donc 

V3  =  — 4/7*— 27  c'. 

On  obtient  les  conditions  demandées  en  exprimant  que  les 
premiers  termes  des  fonctions  doivent  avoir  le  même  signe  , 
ce  qui  donne 

/?<lo,     et    4/^^ -^  ^7  y^ <  o. 

La  première  condition  est  comprise  dans  la  seconde;  car  27^*^ 
étant  toujours  positif,  la  quantité  ^p^-^T,']  q^  ne  peut  être 
négative  que  si  p  est  une  quantité  négative. 

Exemple  11.  —  Soit  l'équation  x^  —  7a:-|-7  =  o« 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  vérifiée  •,  car  on  à 

4/^+27^'  =  — 49- 

Comme  l'équation  a  deux  variations,  deux  des  racines  sont 
positives,  et  la  troisième  est  négative  (n*^  440).  Le  premier 

membre  est  positif  pour,  a:  =  ^7  et  pour  toute  valeur  plus 
grande  A.e  x\  et  en  substituant  à  la  place  de  x  les  nombres 
o,  I,  2,  on  a  des  résultats  positifs.  Pour  séparer  les  deux  ra- 
cines positives ,  on  peut  former  les  fonctions  de  Sturm.  En 
déduisant  les  fonctions  Va  et  V3  de  celles  qui  ont  été  calculées" 
dans  l'exemple  précédent,  on  a 

V  =0?'  —  7^-i-7> 
V,  =  3a;»  — 7, 

Va  =   ll^X  —  21  , 

V3  =  49- 

La  substitution  dans  ces  fonctions  des  nombres  o,  1,2,  donne 
les  suites  de  signés  : 

(o)...-f- H, 

(i)...H -f-, 

(2)...+  4-   +  -f-. 
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Les  deux  racines  sont  donc  comprises  entre  i  et  2.  Si  l'on  fait 
X  =  1,5,  la  fonction  V  est  négative  ;  donc  une  des  racines  est 
entre  1  et  i, 5  ;  et  l'autre  est  entre  1,5  et  2. 

Si  Ton  substituait  la  valeur  i,5  dans  les  fonctions  V|  et  V^, 
on  trouverait  que  la  dernière  devient  nulle,  et  on  aurait  pour 
les  quatre  fonctions  cette  suite  de  signes  : 


—   —  o 


En  ne  tenant  pas  compte  dans  cette  suite  du  signe  o,  on  y 
trouve  une  variation  :  ainsi  elle  a  une  variation  de  moins  que 
la  suite  qu  on  obtient  pour  x  =  i  >  et  une  de  plus  que  la  suite 
qu'on  obtient  pour  x  =  2  5  ce  qui  s'accorde  avec  le  scolie  du 


n 


•  539. 

Exemple,   x'  —  Sor'-f-ar*  —  Sx — 10  =  0. 


On  a  vu  que  cette  équation  n'a  pas  moins  de  trois  racines 
réelles  (n**  481)  ;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  reconnaître  si 
toutes  les  racines  sont  réelles ,  ou  si  elle  a  deux  racines  imagi- 
naires. Or  on  trouve 

Vi=5x*  —  92?' -h  2x  —  8, 
Vjrr  6^  —  3a;*-+-  Saor  -H  5o, 
V3  =  4i3x'  -4-  636.1?  -h  346, 
V4  =  —  1 95395  X  —  256937  . 

Le  piemier  terme  de  la  fonction  V*  étant  négatif,  Téquation  a 
nécessairement  des  racines  imaginaires  (n**  539,  Cor.  11).  On 
peut  donc  se  dispenser  de  calculer  la  constante  Vs.  Si  Ton 
achève  l'opération,  on  trouvera  que  cette  constante  est  néga- 
tive*, de  sorte  que  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  des 
fonctions  V,  Vi, . . . ,  Vg  a  une  seule  Variation  5  ce  qui  est  d'ac- 
cord avec  le  corollaire  m. 

541 .  Lorsqu'on  a  calculé  les  fonctions  auxiliaires  Vj , 
Vj,  etc.,  s'il  ne  suffît  pas  de  quelques  essais  pour  effectuer  la 
séparation  des  racines ,  on  doit  substituer  dans  toutes  Tes  fonc- 
tions des  nombres  croissants ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  atteint  une 
limite  pour  laquelle  la  suite  des  signes  des  résultats  ne  pré- 
sente pas  plus  de  variations  qu'il  ne  s'en  trouve  dans  la  suite 
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des  signes  des  premiers  termes  des  fonctions.  On  est  alors  cer- 
tain qu'il  n'y  a  aucune  racine  au  delà  de  cette  limite  ^  et  on 
substitue  des  nombres  intermédiaires,  dans  les  intervalles  où 
on  a  reconnu  qu'il  se  trouve  plusieurs  racines ,  jusqu'à  ce  que 
ces  racines  soient  séparées.  On  peut  ne  considérer  que  les  ra- 
cines positives,  et  changer  ensuite  x  en  — x  dans  toutes  les 
fonctions  ,  pour  la  séparation  des  racines  négatives.  Les  nom- 
bres que  Ton  substitue  peuvent  être  choisis  d'une  manière 
arbitraire  ;  mais  pour  la  facilité  des  calculs,  il  convient  d'em- 
ployer d'abord  les  nombres  o,  i,  lo,  loo,  looo,  etc.  S'il  y  a 
plusieurs  racines  entre  loo  et  looo,  par  exemple,  on  substi- 
tuera 5oo  et  successivement  les  autres  nombres  de  centaines 
compris  entre  loo  et  looo.  Si  plusieurs  racines  ont  le  même 
chiSre  de  centaines ,  on  substituera  les  nombres  de  dizaines 
entre  les  deux  nombres  de  centaines  qui  comprendront  ces  ra- 
cines. On  passera  ensuite ,  s'il  est  nécessaire,  à  la  substitution 
des  nombres  comprenant  des  unités,  puis  à  celle  des  nombres 
avec  des  dixièmes  ;  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  on  obtien- 
dra successivement  les  chiffres  de  chaque  racine,  à  partir  des 
plus  hautes  unités,  jiisqu'à  ce  que  les  racines  soient  toutes 
séparées.  Si  l'on  doit  substituer  les  nombres  3io,  3ao,  etc., 
on  pourra  faire  dans  toutes  les  fonctions  x  =  3oo-hx'',  on 
n'aura  plus  qu'à  substituer  dans  les  fonctions  transformées 
en  x'  les  nombres  lo,  20,  etc.  Pareillement,  s'il  faut  substi- 
tuer pour  x^  des  nombres  compris*  entre  20  et  3o,  on  fera 
x'  =  20  +^''5  et  l'on  n^aura  qu'à  substituer  dans  les  nouvelles 
fonctions  en  x^'  des  nombres  de  1  à  10. 

542.  Lorsque  l'on  reconnaît  qu'une  des  fonctions  auxiliaires, 
telle  que  V„,  intermédiaire  entre  V  et  V^,  conserve  toujours 
le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  6 ,  il  n'est  point  nécessaire  de  considérer  les  fonctions  qui 
suivent  Y»  *,  il  sufBt  de  substituer  les  deux  nombres  a  et  6  dans 
les  fonctions  des  degrés  supérieurs,  V,  Vi ,  V, ,  etc. ,  en  s'arrê- 
lant  à  V„,  et  d'écrire  les  signes  des  résultats.  Le  nombre  des 
racines  réelles  de  ï équation  V  =  o  comprises  entre  a  et  & 
est  égal  à  V excès  du  nombre  des  variations  de  la  suite  des- 
signes produits  par  la  substitution  de  a ,  sur  le  nombre  de» 
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variations  de  la  suite  des  signes  produits  -par  la  substitu- 
tion de  6. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  propriété ,  il  suffit  de  re- 
marquer qu'on  peut  appliquer  au  système  partiel  de  fonctions 
y ,  Vi , .  • . ,  y„ ,  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  plus 
haut  pour  le  système  complet  des  fonctions  V,  Vj ,  Vj , . . . , V„, 
V„^.i,. . .,  Vr?  dont  la  dernière  était  un  nombre  constant. 
Dans  l'hypothèse  actuelle,  V„  conserve  toujours  le  même  signe, 
sans  avoir  une  valeur  constante ,  pour  toutes  les  valeurs  crois- 
santes de  X  depuis  a  jusqu'à  ê  ;  or  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions V,.Vi ,  Vj , . . . ,  V„  perd  une  variation  chaque  fois  que  V 
devient  nulle ,  et  l'évanouissement  des  fonctions  intermédiaires 
entre  V  et  V„  ne  peut  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
des  variations.  Donc,  autant  l'équation  ¥  =  0  a  de  racines 
comprises  entre  a  et  6 ,  autant  la  suite  des  signes  produits  par 
la  substitution  de  6  a  de  variations  de  moins  que  la  suite  des 
signes  produits  par  la  substitution  de  a. 

Le  théorème,  modifié  comme  on  vient  de  le  voir,  sera  sou- 
vent d'une  application  plus  facile.  Ainsi ,  lorsqu'en  cherchant 
le  plus  grand^commun  diviseur  de  V  et  Vj ,  on  parvient  à  un 
polynôme  V„  (par  exemple  celui  du  second  degré)  qui,  égalé  à 
zéro ,  ne  donne  que  des  valeurs  imaginaires  de  a? ,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  pousser  plus  loin  les  divisions  ;  car  ce  polynôme 
V„  sera  constamment  de  même  signe  que  son  premier  terme , 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  or  ;  de  sorte  qu'on  pourra  le 
prendre  pour  la  dernière  des  fonctions  auxiliaires  Vi ,  V,  ^  etc. 
On  pourrait  même  s'arrêter  à  un  polynôme  V„  qui  s'annulerait 
pour  des  valeurs  réelles  de  x ,  pourvu  qu'on  pût  déterminer 
toutes  ces  valeurs.  Car,  en  désignant  par  p\  ç,  r,  etc. ,  celles 
de  ces  valeurs  qui  seraient  comprises  entre  a  et  6 ,  et  les  sup- 
posant disposées  par  ordre  de  grandeur,  en  commençant  par 
la  plus  petite,  on  trouverait  par  l'application  du  principe 
ci-dessus,  combien  l'équation  V  =  o  a  de  racines  entre  a  et 
p  —  M,  M  étant  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  le 
voudrait  j  on  trouverait  de  même  combien  V  ==  o  a  de  racines 
entre  p-^uetq  —  1/ ,  c'est-à-dire  entre  p  eiq^en  prenant  le 
nombre  u  suffisamment  petit  5  on  trouverait  de  même  com- 
bien V  =  o  a  de  racines  entre ^  et  r;  et  ainài  de  suite.  On  sup- 
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pose  toutefois  que  les  valeurs  p,  ç,  r,  etc.,  qui  annulent  V„, 
ne  réduisent  pas  en  même  temps  V  à  zéro. 

543.  On  peut  remarquer  que,  lorsque  la  fonction  V„  ne 
change  pas  de  signe  pour  les  valeurs  croissantes  de  x,  depuis 
a  jusqu'à  ë,  on  obtiendra  constamment  le  même  nombre  de 
variations  en  substituant  soit  a ,  soit  £ ,  soit  tout  autre  nombre 
compris  entre  a  et  5,  dans  la  suite  partielle  des  fonc- 
tions V„,  V„^.i,. . .,  \r]  puisque  l'évanouissement  des  fonc- 
tions intermédiaires  de  cette  suite  partielle  ne  peut  pas  altérer 
le  nombre  de  ses  variations.  Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  si 
les  deux  nombres  a  et  6  substitués  dans  ces  fonctions  donnent 
le  même  nombre  de  variations ,  V„  conservera  le  même  signe 
pour  toutes  les  valeurs  croissantes  de  x  depuis  a  jusqu'à  S. 
Cette  proposition  réciproque  n'est  vraie  que  dans  le  cas  où 
Téquation  V  =  o  'a  toutes  ses  racines  réelles. 

544.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  l'équation 
proposée  V  =  o  n'avait  pas  de  racines  égales.  Mais  le  théo- 
rème du  n^  539  subsiste  également  quand  cette  condition  n'a 
pas  lieu. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que  l'équation  ayant  des  ra- 
cines égales ,  on  opère  sur  les  polynômes  V  et  V^  comme  on 
l'a  dit  dans  le  n**  538.  On  parviendra  alors  à  un  reste  V^ ,  fonc- 
tion de  x^  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent  V^-i  ; 
ce  reste  Visera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  V  et  de 
Vi,  et  il  divisera  exactement  chacun   des  restes  successifs 

Concevons  que  l'on  divise  les  fonctions  V,  Vj ,  Vj , . . . ,  V^ , 
par  V^,  et  représentons  les  quotients  parT, Ti,Tt,. .  .,T^- 
Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  théorème  du  n^  539  aura 
lieu  pour  l'équation  T  =o,  en  considérant  la  suite  des  fonc- 
tions T,  Tj ,  Tj  ï . . .  j*  T,.. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que  le  dernier  quotient  T^  sera 
indépfndant  de  x^  puisqu'il  sera  égal  à  l'unité.  En  second 
lieu,  comme  on  aura  toujours,  entre  les  fonctions  V,  Vi , 
V, ,  etc. ,  les  équations  V=V,  Q,  —  Vj,  V,  =  Vj  Q, — Vg ,  etc. , 
on  aura  aussi,  en  divisant  toutes  ces  équations  par  V^, 
T=T|  Qi  — T, ,  Ti  =T,Q2  — Ts ,  etc.  -,  et  de  là  on  conclura 

29 
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comme  dans  le  n^  539,  que,  si  une  valeur  de  x  annule  une 
des  fonctions  Ti ,  T„ ,  T, , . . . ,  T^«i ,  elle  ne  pourra  annuler 
aucune  des  deux  fonctions  adjacentes ,  et  elle  fera  prendre  à 
ces  deux  fonclioas  des  valeurs  de  signes  contraires. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  que ,  si  a  est  une  racine  de 
réquatîou  T  =  o  ,  les  deux  fonctions  T  et  Ti ,  dont  la  seconde 
n'est  plus  la  dérivée  de  la  première,  auront  néanmoins  des 
signes  contraires  pour  x=^a  —  m,  et  les  mêmes  signes  pour 
x-=a-\-ii.  Soit 


On  aura 


n  [x  —  à)[x  —  c)[x  —  d) 
-^n'i^x  —  «){a^  —  c)  (^ — d) 


T|=: 


r  ^      ^  ^  1  4-      [x'-a)[x  —  b)[x'-d) 

l -I-     [x'r-a)[x  —  b)[x — c) 

et  en  observant  que  V^  =  [x — a)"""*  [x  —  i )"'""* ,  cm  conclura 
de  ces  valeurs  de  V  et  de  Vi  : 

Tr=:{x--a){x—b)[X'-c)[x'-'d), 

n[x —  b)[x  —  c)[x  —  d) "^  n'  [x '-'  a)  [x . —  c)\x —  d) 
4-     [x — a)[x — b){x  —  r/) -h      [x  —  a){x — b)[x  —  c). 

Cela  posé ,  si  l'on  fait  x  =  a  —  w,  ii  étant  une  quantité  très- 
petite,  toutes  les  parties  de  Tj  qui  contiennent  le  facteur  x  —  a 
auront  des  valeurs  très-petites  \  par  conséquent,  lé  signe  de  T, 
sera  le  même  que  celui  du  produit  n[x  —  b)  [x — ç)  [x  —  ^)  ; 
or  ce  produit  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  T^  puisque 
le  facteur  x — a  se  réduira  à  la  quantité  négative  —  uj  donc  T 
et  Ti  auront  des  signes  contraires.  Si  Ton  fait,  au  contraire, 
j!:  =  «-hw,  le  facteur  x  —  a  devenant  +  m,T  et  T,  auront 
le  même  signe. 

Il  résulte,  de  ces  explications,  que,  Si  Von  donne  successive- 
ment  à  x,  dans  la  suite  des  fonctions  T,  Tj ,  T, ,  etc. ,  deux 
"valeurs  ce  et  S  (a  étant  plus  petit  que  è),  l'excès  du  nombre 
des  ^variations  quon  trouvera  en  faisant  x  =  a,  sur  celui  des 
variations  qu^on  trouvera  pour  x==6,  sera  égal  au  nombre 
des  racines  réelles  de  V équation  ï  =  o  comprises  entre  a  et  S. 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  les  quotientsT,  T, ,  T,,  etc.-, 


CHAPITRE  DIX-SEPTIÈME.  45 1 

car  les  fonctions  V,  V,,  V,,  etc.,  qui  sont  respectivement 
égales  aux  fonctions  ï,  Ti ,  Tj ,  etc. ,  multipliées  par  V,. ,  au- 
ront pour  une  valeur  particulière  de  x  les  mêmes  signes  que 
les  fonctions  T,  Ti ,  T, ,  etc. ,  ou  bien  elles  auront  toutes  des 
signes  contraires;  suivant  que  1^ fonction  V^  sera  positive  on 
négative  pour  cette  valeur  de  x.  Par  conséquent ,  le  nombre 
des  variations  de  signes  des  fonctions  V,  Vi ,  Vj ,  etc. ,  pour 
une  valeur  quelconque  de  x ,  sera  toujours  égal  au  nombre  des 
variations  de  signes  de  la  suite  des  fonctions  T,  Ti,  Tg,  etc. 

Donc  5  Si  1*071  donne  successwement  à  x,  dans  la  suite  des 
fonctions  V,  Vi,  Vj,...,V^,  deux  valeurs  a  et  S  (a  étant  moin- 
dre que  6),  l'excès  du  nombre  de  variations  quon  obtien- 
dra en  faisant  Ti=  a  ,  sur  celui  des  variations  quon  obtiendra 
pour  X  =  6  j  sera  égal  au  nombre  des  racines  réelles  diffé- 
rentes  de  V équation  V  =  o  comprises  entre  ex.  et  è^  abstrac- 
tion faite  du  degré  de  multiplicité  de  chaque  racine. 

S4o.  Parmi  les  observations  qui  ont  été  faites  par  Sturm, 
au  sujet  de  son  théorème ,  je  rapporterai  encore  la  suivante  : 

V,  étant  la  fonction  dérivée  de  V ,  on  a  vu  que  si  V  est 
nul  pour  x=a,  V  a  le  signe  contraire  à  celui  de  V,  pour 
x=a — M,  et  le  même  signe  que  Vi  pour  x==a-hu.  C'est  ce 
qu'on  peut  exprimer  plus  brièvement  en  disant  que  le  quotient 

—  passe  toujours  du  négatif  au  positif  quand  V  s'évanouit. 

Supposons  maintenant  que  Vi  ne  soit  plus  la  fonction  dé- 
rivée de  V,  mais  que  ce  soit  un  polynôme  quelconque  d'un 
degré  inférieur  à  celui  de  V,  et  qui  n*ait  aucun  facteur  rée^ 
du  premier  degré  commun  avec  V.  On  pourra  se  servir  de  ce 
polynôme  Vi  pour  en  former  d'autres  V,,  V,,  etc. ,  de  degrés 
décroissants,  par  des  divisions  successives,  comme  on  s'egt  se^vi 
du  polynôme  dérivé  (n°  538). 

Considérons  ce  nouveau  système  de  fonctions  V,  V,, . .  . ,  V^, 
qui  vérifient  aussi  les  équations  (i)  du  n^  538.  Quand  x^ 
en  croissant,  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui  annule  V,  il 

V 
peut  arriver  que  le  quotient  —  passe  du  négatif  au  positif ,  ou 

du  positif  au  négatif,  ou  enfin  qu'il  ne  change  pa,s  dc.sîg«e* 

29. 


453  TRAITÉ  D*ALGÈBRE. 

Dmis  le  premier  cas,  la  suite  des  signes  des  fonctions  Y,  Vf, 
Vt , .  •  •  Ar  perd  sur  sa  gauche  une  variation  ;  dans  le  deuxième 
cas  elle  acquiert ,  au  contraire  ,  une  variation  ;  dans  le  troi- 
sième cas  le  nombre  des  variations  de  la  suite  n'est  pas  changé. 
D'ailleurs,  révanouissementfl'une fonction  intermédiaire  en- 
tre V  et  Vr  ne  peut  pas  altérer  le  nombre  des  variations.  De 
U  résulte  le  théorème  suivant ,  qui  remplace  celui  du  n^  539 
lorsque  la  fonction  V»  n'est  pas  la  dérivée  de  V. 

Le  nombre  djes  racines  de  l'équation  V=  o  comprises  entre 

y 

les  deux  nombres  a  et  6 ,  pour  lesquelles  le  quotient  ~  passe 
du  négatif  au  positif ,  moins  le  nombre  des  racines  de  la  même 

y 

équation  comprises  entre  a  et  6 ,  pour  lesquelles  --  passe  du 

positif  au  négatif,  est  égal  au  nombre  des  variations  qui  se 
trduvent  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  Vi,  . . . ,  V^, 
pour  x=  a,  moins  le  nombre  de  leurs  variations  pour  x=S. 

LenonJ>re  des  racines  de  l'équation  ¥=  o  comprises  entre 
a  et  6  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  la  dififérence  entre 
ces  deux  nombres  de  variations;  mais  il  peut  être  égal  à  cette 
diflerence,  ou  la  surpasser  d'un  nombre  pair  quelconque 
Pow  qu'il  lui  soit  précisément  égal ,  il  faut  que  Yi  soit  la 
fonction  dérivée  de  Y,  ou  bien  une  fonction  qui  ait  toujours 
le  même  signe  que  cette  dérivée,  ou  bien  un  signe  contraire  au 
sien,  pour  chaque  valeur  réelle  de  x  comprise  entre  a  et  S  qui 
annule  Y.  Comme  on  ne  connaît  pas  à  priori  une  telle  fonc^ 
tion ,  on  est  obligé  de  prendre  pour  Yj  la  fonction  dérivée  de 
Y,  si  l'on  veut  déterminer  avec  certitude  toutes  les  racines 
réelles  de  l'équation  Y  =  o. 

Théorème  de  Rolle.  —  Séparation  des  racines  par  ce 
théorème  et  par  celui  de  M.  Budan. 

546.  Soient  a  el  b  deux  racines  réelles  d'une  équation 
y*(x)=o,  entre  lesquelles  il  ne  s'en  trouve  aucune  autre» 
Puisque /(x)  sera  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x=zb^s\x  croît 
depuis  HL  jusqu'à  b ,  en  supposant  a  <[  J ,  il  faudra  que  la  va- 
leur de/(x)  soit  d'abord  c|:oissante  et  devienne  ensuite  décrois- 
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santé;  ou  qu'elle  soit  d'abord  décroissante  et  devienne  ensuite 
croissante.  On  conclut  de  là  que  la  dérivée  sera  positive  pour 
;r:  =  a,  et  négative  pour  or  =  i  ;  on  bien,  négative  pour  x = a ,  et 
positive  poui^o:  =  b  (n^  399).  Donc  il  y  aura  une  ou  plusieurs 
racines  de  Téquationy^  (a:)  =  o  comprises  entre  les  nombres 
a  et  b.  C'est  IS  le  théorème  de  Rollb  :  Enti*e  deux  racines 
consécutwes  d'une  équation  f  (x)  =0,  i/^  a  au  moins  une 
racine  de  Vèquatien  £'  (x)  =  o. 

Si  la  dérîvcey  [x)  est  zéro  pour  Tune  des  valeurs  jr=  a  et 
a:  =  i,  ou  pour  toutes  les  deux,  elle  aura  des  signes  «contraires 
lorsqu'on  donnera  à  x  une  valeur  un  peu  plus  grande  que  a, 
et  ensuite  une  valeur  un  peu  plus  petite  que  b.  Par  consé- 
quent le  théorème  est  encore  vrai  dans  ce  cas. 

Ce  théorème  a  lieu  pour  les  équations  transcendantes  aussi 
bien  que  pour  les  équations  algébriques;  il  faut  seulement  que 
la  dérivée  y  (x)  soit  continue  depuis  x  =  a  jusqu'à  x=^b. 

Dans  le  cas  d'une  équation  algébrique,  s*il  y  a  plusieurs 
racines  de  l'équation  y  (x)  =f=  o  entre  les  deux  racines  consé- 
cutives a  ei  4  dey*(j:)  =  o,  elles  sont  en  nombre  impair 

On  déduit  du  théorème  de  RoUe  les  conditions  nécessaires 
pour  qu'une  équation  algébrique  ait  toutes  ses  racines  réelles. 
Mais  il  est  surtout  utifc  pour  séparer  les  racines  d'une  équa- 
tion y  (a:)  =  o^  quand  il  est  possible  d'obtenir  toutes  les  ra- 
cines réelles  de  Féquation  plus  simple^^'  [x)  =  o. 

547.  Soient  a,  6,  y,  5,...,  \  ces  racines  de^  [x)  ==  o,  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  en  commençant  par  les  plus  pe- 
tites; et  supposons  d'abord  que  l'équation  proposée  n'ait  pas 
de  racines  égales,  auquel  cas  elle  ne  sera  vérifiée  par  aucune' 
des  valeurs  « ,  6,  y,  etc. 

Puisque  deux  racines  quelconques  de  f[x)  =0  doivent 
comprendre  au  moins  une  des  quantités  a,  6,  y,  etc.,  cette 
équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  plus  petite  que  a, 
une  seule  comprise  entre  a  et  6,  une  seule  entre  &et  y,  etc., 
une  seule  plus  grande  que  X.  Donc,  si  l'on  substitue  successi- 
vement, à  la  place  de  x  dan5y(x),  les  nombres  —  L',  a,  6, 
y, ...,>,  -h  L ,  en  désignant  par  -^  U et  -f-  L  deux  limites  quel* 
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conque»  de»  racines  dey  (x)  =  o,  on  connaîtra  par  les  signes 
des  résultats  de  ces  substitutions  quelles  sont  celles  entre  les- 
quelles il  y  a  une  racine ,  et  celles  entre  tesquelles  il  n'y  en  a 
aucune.  * 

Il  suffit  que  la  suite  a,  6,  y, . . . ,  X,  soit  formée  de  toutes  les 
racines  de  /*'  ( x)  =  o  dont  le  degré  de  multiplicité  est  impair^ 
car,  lorsque  deux  racines  consécutives  a  et  h  dey(j:)  =o 
comprennent  une  racine  de/'  (x)  =  o  d'un  degré  de  multi- 
plicité pair,  elles  doivent  en  comprendre  une  autre  d'un  degré 
de  multiplicité  impair  \  puisque  les  racines  de^  (  j?)  =  o  com- 
prises entre  a  et  6  sont  en  nombre  impair. 

Quand  l'équation /(a:)  =o  a  des  racines  égales,  si  6  est 
une  de  ces  racines,  qui  doit  ise  trouver  comprise  parmi  celles 
de  la  dérivée,  la  racine  dey(a:)=o  inamédiatement  plus 
grande  que  6  doit  être  aussi  plus  grande  que  la  racine  suivante 
y  dey  (x)  =  o. 

548.  On  peut  séparer  de  cette  manière  les  racines  d'une 
équation  quelconque  du  troisième  degré  ou  du  quatrième. 
Car,  dans  le  cas  d'une  équation  du  troisième  degré,  ré|uation 
f  {^x)  =^  o  est  du  second  degré  ^  de  sorte  qu'on  peut  la  résou- 
dre. Pour  une  équation  du  quatrième  degré,  si  Ton  fait  éva- 
nouir le  second  terme,  et  si  l'on  change  ensuite  x  en  -^  on 

aura  une  équation  qui  ne  contiendra  pas  la  première  puissance 
de  x;  la  dérivée  aura  une  racine  nulle,  et  ses  deux  autres 
racines  seront  données  par  une  équation  du  second  degré. 

549.  Quand  on  est  assuré  que  toutes  les  racines  d'une  équa^ 
tîon  sont  réelles ,  on  peut  les  séparer  en  employant ,  au  lieu 
des  fonctions  de  Sturm,  les  fonctions  dérivées  successives; 
puisque,  dans  ce  cas,  les  signes  des  fonctions/(j:),/'  (x),  etc., 
jusqu'à  la  constante  y*^"*^  (x),  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  X,  font  connaître  le  nombre  exact  des  racines  comprises 
entre  ces  deux  valeurs  (n°  445). 

550.  Le  problème  de  la  séparation  des  racines  se  trouvant 
ainsi  complètement  résolu,  pour  le  cas  de  la  réalité  de  toutes 
les  racines ,  par  le  théorème  de  Budan  ou  par  celui  de  Fou- 
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rier,  qui  lui  est  équivalent,  ces  deux  géomètres  s'étaient 
efforcés  de  rendre  le  même  théorème  applicable  à  tous  les  cas  ; 
mais  ils  n'avaient  pu  y  réussir.  A  la  vérité,  Fourier  avait 
énoncé,  en  1827,  dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  que,  lors- 
qu'il resterait  de  l'incertitude  sur  le  nombre  des  racines  com- 
prises dans  un  certain  intervalle,  elle  serait  toujours  dissipée 
par  les  opérations  ultérieures  pour  le  calcul  des  valeurs  appro- 
chées de  ces  racines,  en  les  supposant  réelles  •,  mais  il  n'avait 
donné  aucune  preuve  à  F  appui  de  cette  assertion,  dont  l'exac- 
titude n'a  été  établie  qu'en  i8349  P^*"  une  démonstration  de 
M.  Vincent,  qui  a  ainsi  complété  la  méthode  de  Fourier. 
M.  OssiAN  Bonnet  a  montré  depuis  qu'on  peut  également  par- 
venir h  la  détermination  de  toutes  les  racines  réelles  d'une 
«quation,  au  moyen  de  la  remarque  de  M.  Jacobi,  que  nous 
avons  mentionnée  dans  le  n°  446.  (  Voir  les  Nouvelles  An- 
nales de  Mathématiques^  décembre  1847.)  ^^^  travaux  de 
Fourier  sur  les  équations  ont  été  réunis  dans  un  ouvrage  pu- 
blié, après  sa  mort,  par  les  soins  de  Navier,  sous  le  titre 
à^ Analyse  des  Équations,  Le  Mémoire  de  M.  Vincent  a 
d'abord  été  inséré  parmi  ceux  de  la  Société  des  Sciences  de 
Lille,  Il  a  été  ensuite  imprimé  séparément  sous  ce  titre  :  Note 
sur  la  résoltition  des  équations  numériques,  (Paris,  Bache- 
lier.) On  le  trouve  aussi  dans  le  Journal  de  M.  Liouville 
(tomel,  i836). 

a 

5S1 .  Si  l'on  avait  trouvé  un  nombre  plus  petit  que  la  diffé- 
rence de  deux  racines  réelles  quelconques  d'une  équation ,  et 
si  Ton  formait  Une  progression  par  différence  avec  ce  nombre 
pour  raison,  il  ne  pourrait  se  trouver  plus  d'une  racine  entre 
deux  termes  consécutifs  de  cette  progression.  Donc,  en  substi- 
tuant successivement  tous  ces  termes  da'ns  l'équation,  depuis 
une  limite  inférieure  jusqu'à  une  limite  supérieure  des  racines, 
on  connaîtrait  par  les  signes  des  résultats  les  intervalles  qui 
comprendraient  une  racine ,  et  ceux  qui  n'en  comprendraient 
aucune.  On  séparerait  ainsi  les  racines  réelles,  et  Ton  saurait 
exactement  quel  en  est  le  nombre. 

Oh  peut  obtenir  un  nombre  tel  que  celui  dont  il  s'agit  ici , 
en  formant  une  équation  dont  les  racines. soient  toutes  les  dif- 
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renées  des  racines  d«  Tëquation  proposée  considérées  deax  i 
deux,  et  en  calculant  une  limite  inférieure  des  racines  de  cette 
équation. 

Ce  moyen  avait  été  indiqué  par  Waring  5  il  a  été  reproduit 
par  Lagrange,  qui  y  était  parvenu  sans  connaître  cette  partie 
des  travaux  de  Waripg.  Mais  il  est  rendu  en  quelque  sorte  im- 
praticable par  la  longueur  des  calculs  que  nécessite  la  forma- 
tion de  Téquation  aux  différences ,  et  il  n'y  a  lieu  de  le  men- 
tionner qu'à  titre  de  renseignement  historique. 

Méthode  d'approximation  de  Lagrange. 

552.  Soient  a  et  a  + 1  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  comprennent  une  seule  racine  d'une  équation.  Si  Ton  pose 

X  =s  a  H —  >  Téquatioii  résultante  en  y  aura  nécessairement 

une  racine  plus  grande  que  1  ^  et  parmi  les  racines  de  cette 
équation  en  y^  il  n'y  en  aura  qu'une  seule  plus  grande  que  i  \ 
autrement  il  y  aurait  plusieurs  valeurs  de  x  entre  a  et  a  +  I9 
ce  qui  est  contre  Thypothèse.  On  pourra  donc  déterminer  la 
partie  entière  de  '.cette  valeur  de^,  en  substituant  successive- 
ment dans  Féquation  en  y  les  nombres  entiers  i ,  a ,  3 ,  etc. , 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  deux  résultats  de  signes  con- 
traires. 

Soient  &  et  i  +  1  les  deux  nombres  qui  donnent  ces  résul- 
tats de  signes  contraires.  Si  Ton  pose  j'  £=  J  +  -?  l'équation 

résultante  en  z  aura  encore  une  seule  racine  plus  grande  que  i , 
et  l'on  pourra  déterminer  la  partie  entière  de  cette  valeur 
de  Z9  en  opérant  de  la  même  manière  que  pour  la  valeur 

Si  c  est  la  partie  entière  de  la  valeur  de  2,  on  posera 

*  =  c  4-  -  î  ainsi  de  suite. 
u 

On  aura  de  cette  manière  la  valeur  de  x  exprimée  par  une 
fraction  continue 

553.  L'équation  proposée  étant  exprimée  par/(x)  =  o,  celle 
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qu'on  obtiendra  en  posant  x=ia-h--  sera 

On    chassera   les    dénominateurs    en  multipliant   tous    les 
termes  par  j^,  m  étant  le  degré  de  Téquation,  ce  qui  donnera 

/(«)r +/' («)r-' H-'^^^.r^»  4-*^^^r^»  4- . .  .==  o^ 

Si  l'on  représente  le  premier  Inembre  de  cette  équation  par 
(f  (j),  la  transformée  suivante  sera  • 

2  2  «o 

et  de  même  pour  toutes  les  autres. 

554.  Quand  les  nombres  a  et  a  -f-  1  comprennent  plusieurs 
racines  de  l'équation  proposée,  la  transformée  en  y  qu'on 

obtient  en  posant  x  =  a  +  ~  a  aussi  plusieurs  racines  plus 

grandes  que  i  ;  de  sorte  que  la  substitution  des  nombres  en- 
tiers 1,2,3,  etc. ,  à  la  place  de  y,  peut  ne  plus  suffire  pour 
faire  connaître  les  parties  entières  des  valeurs  de  jr.  Mais 
quand  on  a  effectué,  par  quelque  méthode  que  ce  soit,  la  sépa- 
ration des  racines,  il  est  toujours  facile  de  voir  par  quel  nombre 
on  doit  multiplier  les  racines  qui  sont  comprises  entre  les 
mêmes  nombres  entiers,  afin  (|e  les  changer  en  d'autres  dont 
les  parties  entières  soient  différentes.  De  cette  manière,  le  cal- 
cul des  valeurs  approchées  des  racines  par  la  méthode  de 
Lagrange  se  ramène  toujours  à  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus.  Au 
reste,  quand  les  différences  des  racines  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  a  et  a  +  i  ne  sont  pas  des  frac- 
tions très-petites,  on  peut  encore  opérer  directement  sur  l'é- 
quation proposée  ]  ainsi  qu'on  le  verra  dans  le  deuxième  exem- 
ple ci-après. 

555.  i®"  Exemple.  a:*  —  2 x  —  5  =  o. 

Cette  équation  ayant  une  seule  racine  réelle,  qui  est  comprise 


1 
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entre  2  et  3  (n^  ^07),  on  pose  a:  =  2  -+-  —  On  a 

/    (2)  =  2'  —  2.2  —  5=  —  I, 
/'  (2)  t=  3.  2»—  2:=  10, 

.  i/"(2)  =  3.2=6, 


2.3 

!*■*  transformée.         y'  —  lOj^*  —  6f  —  i  =0. 

La  «eule  inspection  de  cette  équation  fait  reconnaître  que 
^•  =  10  donne  un  résultat  négatif^  le  nombre  11  est  une 
limite  supérieure  des  racines  (n°  -447)  •,  la  valeur  de/jest  donc 

comprise  entre  10  et  11.  En  posant  j^=  10  -|-->  on  trouve 


(p  (io)  =  io* — 10.10' — 6.10 — i-=  —  6ï, 
f'  (10)  =  3. 10' —  20.10  —6  =  94» 


-a>"(l0)  =  3.  10  —  10  =  20, 
2 


I 
2 


73?    (I0j  =  l. 

2^  transformée.     61  z^ —  94  ^*  —  20  ^  — 1=0. 

L'hypothèse  z  =  2  donnant  un  résultat  positif,  on  en  con- 
clut que  la  valeur  de  z  est  comprise  entre  i  et  2  ;  il  faut  donc 

poser  z  =  I  -f-  —  On  obtient  • 

^  (i)=   6i.i* —    94.1*— 20.1 —I  =  — 54, 
^'  (i)—  ï83,i'—  i88.i  — 20  =  — îi5, 

lf'(i)  =  i83.i  -94=89, 

3*  transformée.     54  w'  +  26  m»—  89  w  —  61  =  0. 

Cette  équation  fait  connaître  que  la  valeur  de  u  est  comprise 
entre  i  et  2.  ?^- 
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En  continuant  les  opérations ,  les  quotients  incomplets  sui- 
vants sont  1,2,  1,3,  1 5  etc.,  et  il  en  résulte  les  réduites 

2       21       23       44       ^ï'        *S5       576       781 
I        10       II        21         53         74        270       349 

En  s'arrètant  à  la  fraction  ^-7—5  on  a  une  valeur  trop  forte 

349 

(n?  243)-,  mais  l'erreur  est  moindre  que  ^,    .^, ^  ou 

^  (n^  247).  Cette  dernière  fraction  étant  plus  petite  que 

0,000  oo5 ,  on  peut  obtenir,  au  moyen  de  la  réduite  ^j-,  une 

valeur  approchée  de  la  racine  avec  cinq  décimales  exactes^ 
cette  valeur  est  2,094  55. 

2*  Exemple.  x^  —  7  a?  +  7  =  o. 

On  a  vu  que  cette  équation  a  une  racine  négative  comprise 
entre  —  3  et  —  4?  ^^  deux  racines  positives,  comprises  Fune 

3  3 

entre  i  et  -    et  l'autre  entre  -  et  2  (n°  540).  Pour  obtenir  une 

équation  dont  les  racines  positives  n'aient  pas  la  même  partie 

entière ,  il  suffit  de  remplacer  x  par  —  :  la  transformée  est 

x'»  —  280/4-56=0; 

elle  a  une  racine  comprise  entre  2  et  3,  et  une  autre  com- 
prise entre  3  et  4- 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent, on  trouve  pour  la  première  racine  les  quotients  in- 
complets 2,  I,  2,  2,  4<>5  etc.;  et  en  prenant  la  cinquième 
réduite,  on  en  déduit  une  valeur  approchée  de  la  racine  avec 
quatre  décimales  exactes,  qui  est  2,7138. 

Les  quotients  incomplets  de  la  racine  comprise  entre  3  et  4, 
^  sont  3,  2,  1,1,1,  I,  9,  etc.  La  septième  réduite  donne  une 
valeur  approchée  de  la  racine  avec  quatre  décimales  exactes , 
qui  est  3,384o. 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  approchées  des  deux  racines  po- 
sitives de  l'équation  proposée,  à  moins  d'un  demi-dix- mil- 
lième, sont  1,3569  et  i-,692o. 
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Pour  calculer  la  racine  négative,  on  changerait  x  en  —  jr; 
mais  on  peut  se  dispenser  de  chercher  directement  cette  ra- 
cine; car,  la  somme  des  racines  étant  nulle,  la  valeur  absolue 
de  la  racine  négative  est  égale  à  la  somme  des  deux  racines  po- 
sitives* 

On  pourrait  calculer  les  deux  racines  positives  sans  faire 
subira  Téquation  aucune  transformation;  car.  Tune  de  ces 

racines  étant  comprise  entre  i  et-?  et  Fautre  entre  -  et  12, 

si  l'on  pose  a:=  i  H — »  l'inconnue  y  aura  seulement  deux 

valeurs  positives ,  l'une  plus  grande  que  2 ,  l'autre  comprise 

entre  i  et  2.  L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  i  H — 

à  la  place  de  x  est  j^'  —  4y*  "+"  3jK  -4-  i  =  o.  En  faisant  y  =  i , 
on  a  un  résultat  positif;  ^  =  2  donne  un  résultat  négatif,  et 
j^  =  3  donne  un  résultat  positif;  ainsi  la  partie  entière  de 

la  plus  grande  valeur  de  y  est  2.  En  posant  j^  =  2  H — ?  et 

j^  =H — ?  on  obtiendra  deux  transformées  qui  auront  cha- 
cune  une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité. 

556.  Lorsqu'on  calcule  une  racine  par  la  méthode  de  La- 
grange,  on  peut  obtenir  une  fraction  continue  périodique. 

Cette  racine  est  alors  une  quantité  de  la  forme  a-h-yb^  qu'on 
détermine  au  moyen  d'une  équation  du  second  degré  (n**  251  ) . 
Soit  X*  ^px  +  ç  =  o  cette  équation  du  second  degré ,  et  soit 
f(x)  =  G  Téquation  proposée.  Si  les  coeflScients  de  l'équation 
f(x)  =  o  «ont  rationnels,  son  premier  membre  sera  exacte- 
ment divisible  par  x^-hpx  4-  q.  En  effet ,  on  peut  effectuer  la 
division  jusqu'à  ce  que  le  reste  ne  contienne  x  qu'au  premier 
degré.  Soit  Mx  +  N  le  reste,  et  soit  Q  le  quotient  ;  on  aura 

/(x)  =  (jc^-^pa:  +  <7)  Q  -h  Md?  +  N. 

Si  Ton  remplace  a:  dans  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 

a-^-  ^b^le  premier  membre  sera  zéro ,  ( x*  -+-  px  -^(j)Q  sera 
aussi  zéro;  par  conséquent  Mx  +  N  devra  être  atfssi  zéro. 
Or  il  faut,  pour  cela ,  que  Ton  ait  M  =  o ,  N  =  o ;  autrement, 
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comme  M  et  N  sont  des  quantités  rationnelles ,  on  aurait  une 
quantité  rationnelle  égale  à  une  quantité  irrationnelle ,  ce  qui 
est  impossible  :  f(x)  est  donc  divisible  par  x^-hpx  +  q. 

Il  suit  de  là  que  lorsque  l'on  trouve  une  suite  de  quotients 
incomplets  qui  se  reproduisent  dans  le  même  ordre,  pour  s'as- 
surer si  la  racine  est  réellement  exprimée  par  une  fraction 
continue  périodique ,  il  faut  former  Féquation  du  second  degré 
qui  donnerait  la  valeur  de  cette  fraction  continue  périodique , 
et  voir  si  le  premier  membre  est  un  diviseur  du  premier  mem- 
bre de  Féquation  proposée.  Si  la  division  se  fait  exactement , 
on  connaîtra  deux  racines  de  l'équation,  et  la  recherche  des 
autres  racines  ne  dépendra  que  d'une  équation  d'un  degré 
moindre  de  deux  unités  (*), 

557.  Si  l'on  n'a  pas  supprimé  les  racines  commensurables  y 
on  pourra  les  obtenir  par  la  méthode  de  Lagrange  ^  elles  seront 
exprimées  par  des  fractions  continues  terminées.  Mais,  tant 
que  l'on  n'est  pas  parvenu  à  une  transformée  qui  admet  une 
racine  entière,  on  ne  peut  pas  être  assuré  que  la  fraction  con- 
tinue ne  se  prolongera  pas  indéfiniment.  La  méthode  de  New* 
ton  donnerait  également  les  racines  commensurables  ;  elles  se- 
raient exprimées  par  des  fractions  décimales  terminées  ou  pé- 
riodiques. Mais  si  Ton  devait  parvenir  à  une  fraction  décimale 
périodique,  les  calculs  ne  pourraient  que  faire  soupçonner  la 
périodicité;  et  pour  lever  l'incertitude,  il  faudrait  substituer 
dans  l'équation  la  fraction  ordinaire  équivalente  à  la  fraction 
périodique. 

558.  En  combinant  la  méthode  de  Lagrange  avec  le  théo- 
rème de  Sturm ,  on  peut  calculer  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion qui  ont  la  même  partie  entière^  sans  faire  subir  à  ces  ra- 
cines aucune  transformation. 


(*)  On  pourrait  penser  que»  lorsqu'on  doit  obtenir  une  fraction  continue 
périodique,  on  parviendra,  après  un  certain  nombre  d'opérations,  à  une  trans- 
formée  identique  avec  Tune  des  précédentes.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi ,  et  les 
transformées  successives  sont  toujours  différentes.  Cette  propriété  des  transfor- 
mées se  conclut  de  celle  que  M.  Vincent  a  démontrée  dans  le  Mémoire  cité  k  la 
p.  4^5;  et  dont  Tauteur  a  tiré,  pour  l'emploi  de  la  méthode  de  Newton,  des  règle» 
qui  oondttisent  au  même  but  que  celles  qui  ont  été  dupliquées  dans  le  n9  IKH. 
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Supposons  que  a  et  a -h  i  soient  deux  nombre*  qui  com- 
prennent plusieurs  racines.   On  fera,  selon  la  méthode  de 


I 


Lagrangc ,  x  =  a  -^ — •,  maïs  au  Heu  de  se  borner  à  substi- 
tuer a-\ —  à  la  place  de  x  dans  Tëquation  proposée,  que  nous 

représenterons  par  V  =  o ,  on  fera  en  outre  la  même  sub- 
stitution dans  les  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 
Vi,  Vj,  V3,  etc.,  en  s' arrêtant  à  la  première  fonction  qui  garde 
le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Si  Ton  substitue 
alors  dans  les  fonctions  résultantes  en  y  les  nombres  entiers 
consécutifs ,  la  différence  entre  les  nombres  des  variations  que 
donneront  les  signes  de  ces  fonctions  pour  deux  nombres  con- 
sécutifs i  et  i  -f- 1 ,  sera  le  nombre  des  valeurs  de  y  comprises 

entre  b  et  fi-f-i.   Car,  puisque  Ton  a  posé  x  =^  a -^ — 5  les 

résultats  qu^on  obtient  en  substituant  pour  y  les  nombres  b 

et  i-f-i,   sont  ceux  qu'on    aurait  en  substituant  a-f--r  et 

à 

a  -I- à  la  place  de  x  dans   les   polynômes    primitifs 

V,  Vj,  Vj,  etc.  Ainsi,  la  différence  entre  les  deux  nombres  des 
variations  que  présentent  les  signes  de  ces  résultats,  est  égale  au 

nombre  des  racines  de  l'équation  V  =  o  comprises  entre  «*f-  r 

et  a  -h  T "  >  «t  auxquelles  correspondent  autant  de  valeurs 

dey  comprises  entre  b  et  i  -f- 1  • 

S'il  y  a  plusieurs  valeurs  de  y  comprises  entre  i  et  i  -H  i , 

onposeraj=iH — »  et  l'on  remplacera  y  par  6-4--  dans 

z  z 

toutes  les  fonctions  précédentes  en  j)^*,  on  substituera  ensuite 
pour  z ,  dans  les  nouvelles  fonctions,  les  nombres  entiers  con- 
sécutifs. Ainsi  de  suite. 

Quaiid  une  des  inconnues  successives j^,  z,  etc.,  n'aura 
qu'une  seule  valeur  comprise  entre  deux  nomibres  entiers  con- 
sécutifs, on  continuera  les  calculs  pour  cette  valeur,  en  ne 
considérant  plus  que  la  seule  transformée  qui  proviendra  de  la 
fonction  V. 
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Comme  onoi'a  besoin  que  de  connaître  les  signes  et  non  les 
valeurs  des  fonctions  de  ^  pour  chaque  nombre  substitué  à  la 
place  dejTj  on  pourra  multiplier  ces  fonctions  par  des  facteurs 

positifs.  Ainsi,  après  avoir  mis  «  H —  à  la  place  de  x  dans  la 

fonction  V,  \)n  pourra  multiplier  la  fonction  résultante  par 
r'",  ce  qui  revient  à  prendre  immédiatement  pour  cette  fonc- 
tion celle  qu'on  obtient  en  opérant  comme  il  a  été  dit  dans  le. 
n^  553.  Il  en  sera  de  même  des  fonctions  transformées  qui  se 
déduiront  des  polynômes  Vi,  V,,  etc.,  et  de  toutes  les  fonc- 
tions semblables  qu^  Ton  aura  à  considérer  dans  la  suite  des' 
calculs. 

Quand  on  doit  calculer  avec  une  grande  approximation  des 
racines  qui  sont  très-peu  différentes ,  on  peut  d'abord  obtenir, 
par  les  moyens  que  nous  venons  d'indiquer,  une  valeur  suffi- 
samment approchée  de  chaque  racine ,  et  recourir  ensuite  h  la 
méthode  de  Newton. 

EXBMPLB.  X^  -{-   I  I  «*  —  IQ^lX  H-  l8l  =  O. 

Cette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  3  et  4?  ainsi , 
en  posant  x=3h — y  y  b.  deux  valeurs  plus  grandes  que  i .. 

En  remplaçant  x  par  3  H — »  dans  les  fonctions  V,  V,,  Vj ,  et 

en  substituant  ensuite  pour  r  les  nombres  1,2,3,  4  ?  etc.,  on 
voit  que  les  deux  valeurs  de  ^sont  comprises  entre  4  et  5.  Il 

faut  alors  poser  j^  =  4  H — t  et  z  doit  avoir  deux  valeurs  plus 

grandes  que  i.  L'une  de  ces  valeurs  de  z  est  comprise  entre  i 
et  a,  et  Tautre  entre  a  et  3.  Arrivé  à  ce  point,  on  n'a  plus 
besoin  de  considérer  les  fonctions  auxiliaires ,  et  Ton  petit  con-' 
tinuer  à  développer  les  deux  racines  en  fractions  continues, 
comme  il  a  été  expliqué  dans  le  n®  552. 

Lorsqu'on  a  trouvé  la  valeur  de  chacune  des  deux  racines  à^ 
moins  de  o,ooi,  en  calculant  trois  chiffres  de  plus  par  la  mé- 
thode de  Newton,  on  obtient  les  valeurs  approchées  2,2i3i28 
et  3,229521. 
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Évaluation  des  fonctions  symétriques  des  racines 

d^une  équation. 

559.  On  noïùxae  fonction  ^métrique  de  plusieurs  quaati- 
tés,  Ujb^  c^  etc.,  toute  expression  composée  de  telle  sorte 
qu'elle  ne  change  pas  lorsqu'on  y  échange  entre  elles  ces  quan- 
tités d'une  manière  quelconque;  ainsi  les  coefficients  d'une 
équation  sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  \  de  même 

a}  h*  -4-  ^»fl»  H-  a«c»  4-  c'û>  H-  ^»c>  +  c»  b^ 

est  une  fonction  symétrique  des  trois  quantités  a,  &,  c. 

On  désigne  abréviativement  cette  fonction  par  S  (a*  6'),  la 
lettre  S  étant  employée  pour  exprimer  le  mot  somme. 

Quand  chaque  terme  de  la  fonction  ne  contient  qu'une 
seule  lettre,  comme  a''  -H  i''  -f-  C  -f-  etc,  on  emploie  la  nota- 
tion plus  simple  S^. 

La  fonction  Sp.  est  Aile  fonction  symétrique  simple,  ou  du 
premier  ordre.  S  (a*  b^  )  est  une  fonction  double,  ou  du 
deuxième  ordre.  S  (  a"  A"  c''  )  est  une  fonction  triple,  ou  du 
troisième  ordre,  etc. 

Si  l'on  voulait  former  le  développement  de  la  fonction 
S  (  a"*  &'*  c''  ),  il  faudrait  faire  tous  les  arrangements  trois  à  trois 
des  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.,  qui  devraient  être  contenues  dans 
la  fonction.  On  affecterait  ensuite  la  première  lettre  de  chaque 
arrangement  de  l'exposant  m\  la  deuxième  lettre,  de  1  expo- 
sant n  \  la  troisième  lettre^  de  l'exposant  p. 

Toutes  les  fonctions  symétriques  rationnelles  qui  ne  sont 
pas  comprises  parmi  celles  que  nous  venons  de  définir,  ne 
peuvent  résulter  que  de  la  combinaison  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs de  ces  fonctions  \  c'est  pourquoi  celles-ci  sont  les  seules 
dont  on  ait  à  s'occuper.  . 

Lorsque  les  termes  d'une  fonction  symétrique  ont  des  coeffi- 
cients autres  que  l'unité,  il  faut  que  leurs  coefficients  soient 

^aux  ;  on  a  ainsi,  par  exemple,  S  (  ^  a*  JM  =  -  S  f  a*  i*  j  • 

560.  Les  sommes  des  puissances  semblables  et  entières  des 
racines  d^une  équation  peui^ent  être  exprimées  rationnelle-' 
ment  au  moyen  des  coefficients. 
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Soient  a,  &,  r, . . . ,  Xr,  les  m  racines  de  Fëquation 

(i)       af"  "h  Ai  or-*  -h  A^af^^  -{-  Ai^x'^^ . . .  -hA«_,^-4-Aa,  =  o. 

Le  quotient  de  la  division  du  premier  membre  de  cette  ëqua-* 
lion  par  x — a  est  (n^  425) 


a 

«"-»  H-  a^ 

ûcT-*. 

. .  -h  a'"-' 

A. 

+  A,/ï 

H-AiH*^» 

-h  A, 

•4-  AaflT-» 

•   •••••• 


"4"  An—i» 


En  remplaçant  successivement  a  par  &,  par  c,  etc.,  on  a  les 
quotients  de  la  division  du  même  polynôme  par  les  facteurs 
X — bjX  —  c,  etc.  ;  et  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  m  quotients, 
on  obtient  l'expression  suivante  : 


-hiwA, 


A.  S. 
m  Ai 


-h  A|  Sm—7 

A,& 


+  mAm~.f 


Cette  somme  doit  être  égale  au  polynême  dérivé  du  premier 
membre  de  l'équation  proposée  (  n®  385  ),  ou 

Il  suit  de  là  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
dans  ces  deux  expressions  sont  égaux  *,  ce  qui  fournit  les  m  —  i 
équations 


W 


S,        +A,=rO, 

Sa      H-A,S, -+ 2A,=  o, 

Sa      H-A,S,-hA,S,  +  3A5  =  o, 

S,»-,-*-A|S,,^-,4-AjS«-3..  .  -^{fn—  t)  A«_,  =  o. 


Pour  obtenir  les  sommes  S,„,  S^+i ,  S,,»+,,  etc.,  on  multiplie 
l'équation  proposée  par  x"  ^  il  vient 

ar-^"  -h  A,  «"+«-•  -h  A,  ar"+»-'  ...  H-  A«-,  a^+'  4-  A«  or»  =  o. 


En  remplaçant  successivement  x  par  chacune  des  racines  n,  i, 

3o 
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c,  etc.,  et  ajoutant  tous  les  résultats,  on  a 

Si  Ton  fait  successivement,  dans  cette  dernière  relaiîorn, 
n  =  o,  I ,  a,  etc. ,  en  remarquant  que  So  =  a^  -f-  i* -h  . •. .  =:  w, 
on  obtient 


(4) 


Sm     -h  A,Sfl,_i  -H  A,Sn,_j .  . .  H- A«_,S,  -4-/«A«  =  o, 

S/n^-i -+- A|bffi        -4-A20ai_i      .  .  -+~  >Ani_|^2 -f- Afl|S|  ^  O  ,• 


>m+2  +  Al  S^4.i  4-  AjSfl» -f-  A«_i  Sa  +  A^Sa  "=  o , 


X  etc. 


Eu  résolvant  par  ordre  les  équations  (a)  et  (4)  >  on  trouvera 
successivement  Si,  S%,  S^,  etc.,  et  chacune  de  ces  sommes  sera 
déterminée  au  moyen  des  coeDScients  de  Téquation  et  des 
sommes  précédentes,  par  une  équation  du  premier  degré.  On 
voit  que  Sj  dépend  seulement  des  deux  premiers  coefficients 
Al  et  Aj  ;  que  Ss  dépend  seulement  des  trois  premiers  coeffi- 
cients Al ,  Aj ,  As ,  etc.  ^  et  que  la  somme  des  puissances  rn^^""'^ 
et  les  sommes  des  puissances  supérieures  dépendent  de  tous 
les  coefficients. 

Pour  évaluer  les  sommes  des  puissances  négatives  des  raci- 
nes ,  on  pourrait  donner  à  n  des  valeurs  négatives  dans  l'é- 
quation (3)  ^  mais  il  est  plus  simple  de  remplacer  dans  1  equar- 

tion  proposée  x  par  —  On  a  ainsi  uue  transformée  dont  le$ 

racines  sont  a^*,  i~%  c^*,  etc.  Donc  les  sommes  des  puissan- 
ces semblables  positives  des  racines  de  cette  transformée^  sont 
les  sommes  des  puissances  semblables  négatives ,  S-i ,  S_j ,  etc. y 
des  racines  de  la  proposée. 

561.  Au  moyen  des  formules  (a)  et  (4),  lorsque  l'on  con- 
naît les  sommes  Si ,  S%y  S» 9  etc.,  jusqu^à  S^» ,  on  peut  trouver 
les  coefficients  Ai ,  Aj ,  A5 , . . , ,  A^. 

562.  Toute  fonction  algébrique^  rationnelle  et  symétrique, 
des  racines  d'une  équation,  peut  être  exprimée  rationnelle^ 
ment  par  les  coefficients  de  cette  équation. 

Considérons  la  fonction  S  (a"  b^) .  Si  Ton  multipUe  Tueiq  pt»r 
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r autre  les  deux  quantités 

S„  =  «"  +  ^»"  -f-  c»  -f-  «/>•  -h . . . , 

le  produit  contiendra  deux  sortes  de  termes  :  les  tins  serotit  de 
la  forme  «"+'',  et  leur  somme  sera  S„^p\  les  autres  seront  delà 
forme  «"6^,  et  leur  somme  sera  la  fonction  S[a^  bP),  Donc 

SnXSp=^Sn^p-+-S(a^bP), 
d'où 

(5)  S(««6/')  =  S„xS^  — S«H.^. 

Pour  évaluer  la  fonction  S(a^bP  c^),  concevons  que  Ton  mul- 
tiplie l'une  par  l'autre  les  deux  quantités 

Sia'^bP)  =  a" bP  -h  a^'cP -\'  a^dP  -{-  b^aP.,  . , 

ïl  y  aura  dans  le  produit  trois  sortes  de  termes  :  i°des  termes 
formés  de  deux  lettres  avec  les  exposants  n  -+-  ^  et^c;^  et  dont  la 
somme  sera  S(a"+^i'')  5  2^  des  termes  formés  de  deux  lettres 
avec  les  exposants/?  4-  cet  w ,  et  dont  la  somme  sera  S  (a^^  i'*); 
3^  enfin,  des  termes  formés  de  trois  lettres  différentes,  dont  la 
somme  sera  S{a^bP&f).  Donc 

et,  en  remplaçant  S(a"A''),  S(a'*+^i^),  S(aP+'fb")  par  leurs 
valeurs  déduites  ie  la  formule  (5)^ 

(6)  S{ti^bPc9)  =  S„S^S^  —  Sn+pSg  —  Sn+gSp  —  S^+,S„  -h 28,+^^.,. 

On  évaluera  de  la  même  manière  les  fonctions  symétriques 
dont  les  termes  contiendront  un  plus  grand  nombre  de  lettres. 

Lorsque  quelques-uns  des  exposants  deviennent  égaux,  le$ 
formules  doivent  être  modifiées. 

Soit  n  =  p  dans  la  fonction  S(a"bPy,  Cette  fonction  est 
composée  d'autant  de  termes  que  l'on  peut  faire  d'arrange- 
ments deux  à  deux  avec  les  m  racines  \  et  ces  termes  sont  tous 
différents ,  quand  les  deux  exposants  sont  différents  5  mais  s'ils 
deviennent  égaux,  les  termes  sont  rendus  égaux  deux  à  deux^ 
de  sorte  que  S  ( a"  i'')  est  alors  égale  à  2S(a'*è"),  et  on  a ^  d'à* 

3o. 
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près  la  formule  (5), 

(7)  S(««^)=i(s:-S,.). 

Pareillement,  si  n=^pd^s  la  fonction  S(a"t''c^),  celle 
fonction  deviendra  aS(rt'*i"c*),  et  on  conclura  ,  par  consé- 
quent, de  la  formule  (6), 

Si  «  =  p  =  (j,U  fonction  S  (a'^bPc^)  sera  6S  (a~ A"c"),  et  delà 
on  conclut 

(9)  S(ii-^''i:«)=  g(S;— 3S,„S„+2S3„). 

En  général,  lorsque  a  exposants  deviennent  égaux  entre 
eux ,  la  valeur  de  la  fonction  est  égale  à  celle  de  la  fonction 
générale  du  même  ordre,  divisée  par  le  produit  2.3*4 ••  «^^ 

Calcul  de  Véquation  aux  carrés  des  différences. 

863.  On  a  vu,  dans  le  chapitre  XIII,  comment  on  ctange 
une  équation  en  une  autre  dont  les  racines  soient  liées  à  celles 
de  la  première ,  chacune  à  chacune ,  par  une  condition  déter- 
minée. On  peut  également  former  des  équations  dont  les  ra- 
cines soient  des  combinaisons  déterminées  des  racines  d'aune 
équation  donnée,  considérées  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc. 
Prenons  pour  exemple  le  cas  où  il  s'agit  d'obtenir  une  équa- 
tion dont  les  racines  soient  les  carrés  des  différences  des  ra- 
cines d'une  équation  donnée.  Soit  Véquation 

a;^ -h  A,«:^*  4- A,x^->. , .  +  A«  =  o. 


Si  l'on  retranchait  successivement  chaque  racine  de  toutes 
les  autres,  il  en  résulterait  m  (m  —  i)  différences  qui  seraient 

deux  à  deux  égales  en  valeur  absolue,  avec  des  signes  contrai- 
res. L'équation  cherchée  devra  donc  être  du  degré  — - — '^ — *  y 
et  si  l'on  désigne  ce  nombre  par  n ,  elle  sera 

z^-t- B.z-^»  +  B,z"-». .  .-hB„^  o. 
Il  s'agit  d'obtenir  les  coefficients  B| ,  B« , .  . . ,  6». 
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Désignons  par  S|,Ss,St»  etc.,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  m  racines  a,  bj  c,  etc.,  de  l'équation  propo- 
sée, et  par  5i ,  5t ,  5$ ,  etc.,  les  sommes  des  puissances  sembla- 
bles des  n  racines  (a  —  J)*,  (a  —  c)',  (b  —  c)%  etc.,  de  l'é- 
quation aux  carrés  des  différences.  La  question  sera  résolue  si 
Ton  parvient  à  obtenir  ^i ,  5j ,  ^j ,  etc.,  au  moyen  de  S| ,  St ,  S3 , 
etc.',  car,  les  sommes  Si ,  Sj,  Ss,  etc.,  pouvant  être  exprimées 
par  les  coefficients  connus  Ai,  As ,  A»,  etc.  (n^  560),  on  con- 
naîtra ainsi  les  sommes  Sx^  s^,  5$,  etc.;  et,  au  moyen  de  ces 
sommes,  on  pourra  évaluer  les  coefficients  inconnus  Bi ,  Bj, 
B5,  etc.  (n«561). 

En  développant  les  quantités  [x  —  «)*'',  (x  —  J)*'',  etc., 
on  obtient 

1.2  1.2.3 

I 

Si  Ton  remplace  successivement  a:,  dans  celte  formule,  para,  ft, 
c,  etc.,  en  ajoutant  toutes  les  égalités  qui  en  résulteront  et  en. 
écrivant  Sp  au  lieu  de  (a  —  by^  H-  (a  —  cY^  -f-  etc.,  on  trou- 
vera 

1  •  2 

Les  termes  également  éloignés  de  celui  du  milieu  dans  la  valeur 
de  25p  sont  égaux ,  et  leur  signe  est  le  même.  En  conséquence ,  si 

l'on  désigne  par  R  le  terme  du  milieu ,  ou  ±  ^  ^ r"\P i^-^  ^ 

en  réunissant  les  termes  égaux,  et  en  divisant  par  2  ,  on  aura 

2/>(2/? —  ')c   c                         ' 
(l)      Sp  =  /W  Sj^  —  2/?S|S2p-.i  H Sa  Ss^^a.  •  «H K. 

Le  terme  K  sera  positif  ou  négatif,  selon  que^  sera  un  nom* 
bre  pair  ou  un  nombre  impair. 

564.  Pour  faire  bien  apprécier  l'ensemble  des  opérations  , 
j'en  donnerai  un  exemple  en  considérant  Téquation 

^  -|-/'jp-hf  =0. 
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L'équation  aux  carrés  des  différences  sera 

z»+B,z'-f-Ba2î4-B8=o. 

On  trouve  par  les  formules  (a)  et  (4)  du  n^  S6Q 

B,  =-^*., 

(3)  ^B,=i(.;^„), 

B,  =  g(  35,5,—  2  5,  —ff). 

Pour  obtenir  i| ,  J» ,  ^8 ,  en  fonction  des  sommes  Si ,  S, ,  Ss ,  etc., 
on  applique  la  formule  (i)  ci-dessus,  qui  donne 

/5.  =  3S,—    SJ, 
(3)  J5,=  3S4-4SiS34-  3s;, 

\5a=r3  s,— 6  s,  Ss  4-158,84—  lo  a;. 

Il  faut  maintenant  évaluer  Si ,  Ss , . . . ,  Se ,  au  moyen  des  coeffi^ 
cients  p  eig  de  Téquation  donné^.  Pour  cela,  on  fait  dans le& 
équations  (a)  et  (4)  du  n^  560 

A|  =  o,     A,=/?,     Asrrfy      A4=o,      A^=o,.  ...  j 

il  en  résulte 

S,  =  o^       .8,=  — 2/>,     83  =  — 3^, 

84  =  2/?*,     8&=5/?g>        Se  =  3  y' — 2/?^ 

Ces  valeurs  de  Si,S,,S8,  etc.,  substituées  dans  les  rela-r 
tions  (3),  conduisent  à 

5,=  — 6/?,     53=18/?%     53  =  66/7* — 81  ^% 

et  la  substitution  des  valeurs  de  Sf^s^^s^j  dans  les  relations  (2)^ 
donne  enfin 

B,  =  6/? ,     B,  =  9/?» ,     B3  =  4/>*  +  27  f '. 

Par  conséquent,  Téquation  aux  carrés  des  différences  est 

a*  H- 6 /?z' -H  9/?' «  4- 4 /?' -f- 27  9' = o. 

On  peut  toujours  simplifier  le  calcul  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences ,  en  faisant  évanouir  le  second  terme  de 
l'équation  proposée;  car,  puisqu'on  diminue  ainsi,  toutes  les, 
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racines  d'une  même  quantité,  leurs  différences  ne  changent 
pas. 

De  l'élimination  et  du  degré  de  l'éc/ nation  finale. 

S65,  Soient  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

<i)  X" -h  A,  x^-' -h  A,  a:*-* . .  .  H- A«_,  a? H- A«  =  o, 

(a)  «»  4-  Bi  jc»-'  H-  Bj a?»-»  ...  4-  B„_a  x  -f- B„  =o. 

La  première  est  du  degré  m ,  la  seconde  du  degré  n  ;  m  n'est 
pas  inférieur  à  n  ,  et  les  coefficients  Ai ,  At ,  A^ ,  etc.  ,  Bi ,  Bg, 
Bs ,  etc.  5  sont  des  fonctions  entières  àey. 

Supposons  qu'on  ait  résolu  Téquation  (i)  par  rapport  à  x , 
et  soient  a^b^c^  etc.^  les  m  racines  qui  seront  des  fonctions 
de/.  Si  l'on  fait  successivement,  dans  Téquation  (2),  0:=^, 
x  =  b^  x  =  c  ^  etc,  on  obtiendra  m  équations  qui  ne  contien- 
dront que  l'inconnue j^,  et  qui  seront 

fl^  +  Birt»-'  -hBjfl»-» . . .  -f  B„_,  rt  -h B„  =  0, 
^   ^"H-B,  ^»-'  +  Ba  ^"-^ . .  .  -I-B„_4  ^  -4-  B«  =0, 
^  ^  le"  -f-B,c«-'  -H  Ba  c«-' ...  4-  B««,  c  H-  B„  =  o, 

^  etc. 

Si  a:=:a,j^  =  6  est  une  solution  du  système  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  il  est  clair  que  j^=ê  devra  vérifier  Tune 
des  équations  (3).  D'un  autre  côté,  toute  valeur  dey  qui 
satisfait  à  l'une  des  équations  (3),  convient  aux  équations 
{1)  et  (2).  Car,  si  S  est  une  racine  de  la  première  équation, 
a"  -h  Bi  a"~*  -h  . . ,  =  o ,  et  si  a  est  la  valeur  de  x  qui  résulte 
de  la  substitution  de  ë  à  la  place  dey  dans  a,  les  valeursj^  =  6, 
X  =  a  satisferont  à  l'équation  (2)  ^  elles  satisferont  aussi  à 
l'équation  (i),  puisque  celle-ci  est  vérifiée  par  jc  =  «.  quelle 
que  soit  y. 

Il  suit  de  là  qu'en  faisant  le  produit  de  toutes  les  équa- 
tions (3),  on  aura  V  équation  finale  en  y»  Or,  les  facteurs  de 
ce  produit  restant  les  mêmes  quand  on  échange  entre  elles , 
d'une  manière  quelconque,  les  racines  a,  i,  c,  etc.,  lepro* 
duit  sera  une  fonction  symétrique  de  ces  racines  5  par  consé- 
quent il  pourra  être  exprimé  rationnellement  par  les  coeffi- 
cients Al ,  Aj ,  As  ,  etc. ,  de  l'équation  (i). 
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Prenons  pour  exemple  les  deux  équations  suivantes  : 

(/— 2)  X»— 2 X -1-5/ -—2=0, 
yx^  —  5  «  +  4/  =  o. 

Soient  a  et  &  les  valeurs  de  x  déterminées  par  la  seconde  ,  en 
les  substituant  dans  la  première ,  on  a 

(/— 2)û*  —  2a-|-5/  —  2  =  0, 
(j  — 2)^»— 2^-h5/—  2  =  0; 

et  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  équations ,  on  obtient 

(/—  2) a}  b'  —  2-(r  -  2)S (a»  ^)  +  (^  —  2)  (5/—  2) S,  —  2  (5/—  2)S. 

-H  4  ^^  +  (5/ — 2)»=o, 

Il  faut  évaluer  les  quantités  ab^  a*  &*,  Si ,  Ss  et  S  {à^b)  •  Or,  a 
et  b  étant  les  deux  racines  de  l'équation  yx*  —  5x  +  4j^=  o> 

on  sait  que 

5 
iH-^=:-»     et    11^  =  49     d'où     a'^*=i6. 

X 

m 

On  peut  obtenir  les  valeurs  des  deux  autres  quantités  S^  et 
S  (a*b)  sans  recourir  aux  formulés  générales;  car 

par  suite , 

Ces  diverses  valeurs  donnent ,  après  toute  réduction , .  l'équa- 
tion finale 

>^  4- 12 /'-h  87  7'  —  2007+100  =  0. 

566.  Le  degré  de  T équation  finale  qui  résulte  de  FéUtni-' 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux  incon^ 
nues,  est  au  plus  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions. 

Le  produit  des  premiers  membres  des  m  équations  du  sys- 
tème (3)  (page  471)»  est  une  somme  de  termes  tels  que 

et  comme  ce  produit  est  une  fonction  symétrique  des  racines 
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a^  by  c,  etCr^  le  coefficient  6/^6^6^...  multiplie  une  sonm|e 
qui  se  compose  de  tous  les  termes  de  la  fonction  symétrique 
S(/2'*""*A'*""*c""''. .  .)•,  il  suffit  donc  de  démontrer  que  le  plus 
fort  exposant  de  y  dans  le  produit 

(Ba  B*  B/.  .  .  )  X  s  (fl«-*  b""^  c«-^  .  .  ) 

ne  surpasse  pas  wn.  Or,  l'équation  (i)  étant,  par  hypothèse,  du 
degré  m,  et  l'équation  (2),  du  degré  n-^  les  coefficients  Ai  et  Bi 
ne  sont  pas  d'un  degré  enj^  supérieur  au  premier  5  A,  etBa  ne 
sont  pas  d'un  degré  supérieur  au  second  ;  et  de  même  des  autres. 
Il  suit  d'abord  de  là  que  le  produit  B^  B;t  B/. . .  n'est  pas  d'un 
degré  supérieur  à  A-f-A-f-/. . . .  En  outre,  en  se  reportant  aux 
équations  qui  donnent  les  valeurs  de  Si ,  Sj,  etc.  (n**  560), 
on  voit  que  Si  ne  peut  être  que  du  premier  degré  en  y  ;  S2,  du 
deuxième  degré;  et,  en  général,  Sp,  du  degré/?.  Donc  le  pro- 
duit S„.;iXS„_*xS„.i. .  .  est  au  plus  d'un  degré  marqué 
par  n — h-\-n — k-\-n  —  /+etc.  ou  mn  —  (A-f-A-f-^-f-etc. ). 
Par  suite,  d'après  les  formules  qui  donnent  les  valeurs 
des  fonctions  doubles,  triples,  etc.  (n^  562),  la  fonction 
S  (a""~*  i"-*  c"~^  . .  )  est  aussi ,  au  plus  ,  du  même  degré 
mn  —  [h'-T-k+l. . .).  Donc  le  plus  fort  exposant  àej  dans 
(B^  B;i  B/. .  .  )  X  S  (a"""*i"~*c'*~^ . . .  )  n'est  pas  supérieur  à 
mn —  (A-f-A'+Z. . .  )  +  (A-|-A:+/. . .  )  ou  mxn. 

La  démonstration  qui  vient  d'être  faite  parait  s'appliquer 
seulement  au  cas  où  l'inconnue  j?,  que  l'on  élimine ,  se  trouve 
dans  les  équations  avec  dés  exposants  égaux  aux  degrés  m  et  n. 
Mais  il  n'y  aurait  rien  de  changé  si  les  plus  hautes  puissances 
de  a: ,  au  lieu  d'avoir  Tunité  pour  coefficient ,  avaient  des 
coefficients  quelconques,  indépendants  de/,  A©  et  B©.  L'équa- 
tion finale  pour  les  équations  générales  avec  ces  coefficients 
serait  donc  au  plus  du  degré  mn.  Or,  pour  en  déduire  Féqua- 
tion  finale  relative  à  deux  équations  qui  ne  contiendraient 
pas  les  plus  hautes  puissances  de  x,  il  suffirait  de  rendre 
nuls  un  certain  nombre  de  coefficients  ;  ce  qui  ne  pourrait  pas 
élever  le  degré,  et  pourrait  seulement  l'abaisser.  Le  théorème 
est  donc  général. 

La  démonstration  de  ce  théorème  au  moyen  des  fonctions 
symétriques,  a  été  étendue  par  Poisson  au  cas  de  Téliminatiou 
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de  m  —  I  inconnues  entre  m  équations  ( /owrna/  de  V École 
Polytechnique^  W  cahier). 

Méthode  de  M.  Cadchy,  pour  V évaluation  des  foyict ions 
symétriques^  rationnelles  et  entières,  des  racines  d'une 
équation  \* ,.  . 

567.  Soit  une  équation 

Soient  a,  i,  c, , , .,  i^  k^  l  les  racines ,  et  V  une  fonction  sy- 
métrique quelconque,  rationnelle  et  entière,  de  ces  racines. 

Admettons  qu'on  ait  éliminé  de  Texpression  de  V,  par  un 
moyen  quelconque ,  toutes  les  racines,  excepté  a,  et  qu'il  en 
soit  résulté  une  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un 
polynôme  rationnel  et  entier  par  rapport  à  a.  On  aura  ainsi 

A^,  Ai,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnellement 
avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Soit ,  en  outre ,  en  remplaçant  x  par  a  dans  l'équation , 

Si  l'on  divise  le  polynôme  V  par  le  polynôme  A,  le  reste  sera 

indépendant  de  « ,  et  sera  la  valeur  de  la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q  et  R  désigrtent  le  quotient  et  le  reste  de  la 

division  de  V  par  A ,  on  aura  V=  AQ  -t-  R ,  et ,  comme  A  est 

nul, 

V=R. 

Le  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  «  ;  reprcsentons-le 
par 


<7o  «"*"'  ^-  <7i  «'"^^ ...  -4-  ^«-2  «  4- 7»i- 


On  aura  donc  aussi 


{*)  Cette  méthode  a  oie  publicc  par  M.  Cauchy  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  {f\^  annéf).  p 
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Mais,  puisque  V  est  une  fonction  symétrique ,  on  peut  rem- 
placer a  par  b ,  par  c,  etc.  ;  et  comme ,  par  ces  changements , 
^0  9  ^1 5  etc. ,  conservent  leurs  valeurs  ,  il  s'ensuit  qu'en  écri- 
vant ar  au  lieu  de  a, dans  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  ci-dessus  ,  cette  équation ,  du  degré  m  —  i  ,  sera  sa- 
tisfaite par  m  valeurs  différentes  de  a:;  ce  qui  est  impossible,  à 
moins  que  les  coefficients  des  puissances  de\rne  soient  tous 
nuls.  Donc  le  reste  R  est  ^„,_i ,  et 

568.  Cette  démonstration  suppose  que  les  m  racines  sont 
inégales^  maris  les  conclusions  qui  s'en  déduisent  subsistent 
encore  quand  l'équation  X  =  o  a  des  racines  égales.  Pour  le 
prouver,  il  suffit  de  considérer,  au  lieu  de  l'équation  X  =  o 
qui  a  des  racines  égales ,  une  autre  équation  U  =  o  dont  toutes 
les  racines  soient  inégales,  et  qu'on  obtiendrait  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X.  Par 
exemple,  si  X=o  a  trois  racines  égales  à  a,  et  que  toutes 
les  autres  racines  soient  différentes ,  on  prendra 

__^X(.r  —  a  —  h)[x — a — h') 

Le  polynôme  U  ne  diffère  deX  qu'en  ce  que  deux  des  trois 
racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a  -h  /z  et  a  -f-^' ,  et  l'on 
modifierait  d'une  manière  semblable  le  polynôme  X,  si, 
outre  les  trois  racines  égales  à  a,  l'équation  proposée  avait 
plusieurs  racines  égales  à  b  ,  d'autres  égales  à  c,  etc.  Cela 
posé  ,  en  substituant  l'équation  U  =  o  à  X  =  o  et  conser- 
vant les  notations  précédentes  ,  on  aura  V  =  ^,„_i  \  mais  puis- 
que cette  égalité  aura  lieu  quelque  petites  que  soient  les  quan- 
tités A,  A',  etc.,  elle  aura  lieu  aussi  à  la  limite,  quand  on  fera 
ft=  o,  A'=  o,  etc. 

569.  Voici  maintenant  quelle  est  la  méthode  que  M.  Cau- 
chy  déduit  de  la  proposition  précédente ,  pour  calcuJer  la  va- 
leur de  la  fonction  symétrique  V. 

Divisons  X  par  x — a,  et  soit  Xi  le  quotient*,  divisons  de 
même  Xi  par  or — 6,  et  soit  X«  le  quotient;  divisons  encore 
Xî  par  X  —  c ,  et  soit  X3  le  quotient  ;  continuons  d'enlever 
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ainsi  de  X  tous  les  facteurs  du  premier  degré  jusqu'à  x  —  A; 
de  sorte  que  X^_i  ne  contiendra  plus  que  le  seul  facteur  x — /. 
Cela  posé ,  considérons  les  m  équations 

X=o,     Xi  =  o,     X]  =  o,«..,     Xj»_i  =  o. 

La  première  est  la  proposée,  et  elle  a  pour  racines  a^b^c^.  .  .y 
h^l\  la  deuxième  a  pour  racines  b^c^.  »  .^h^l^  et  ses  coeffi- 
cients sont  exprimés  sous  forme  entière,  au  moyen  de  a  et  des 
coefficients  de  la  proposée  *,  la  troisième  a  pour  racines  <^  •  •  • , 
ft,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  "sous  forme  entière ,  au 
moyen  de  b  et  des  coefficients  de  la  précédente ,  c'esl-à-dire 
par  a,  b  et  les  coefficients  de  la  proposée.  En  général ,  les  coef- 
ficients de  l'une  quelconque  de  ces  équations  sont  exprimés 
sous  forme  entière,  par  les  coefficients  de  la  proposée  et  les  ra- 
cines qui  n'appartiennent  pas  à  Téqualion  que  l'on  considère. 
Enfin,  désignons  par  A  la  valeur  de  X  pour  x  =  aj  par  B  la 
valeur  de  X,  pour  x  ==bj  par  C  celle  de  Xj  pour  a:=:c  ,  et 
ainsi  de  suite  :  en  sorte  que  I  sera  la  valeur  de  X^^i  pour 
a:  =  /,  K  celle  de  X,„_î  pour  x=  k  ^  et  L  celle  de  X,„_i  pour 
x=L  On  aura 

A  =o,     B  =  o,     C  =  o,...,     I=o,     K=:o,     L  =  o. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  l'équation  X  =  o ,  mais  aussi  de  celles  de  l'une 
quelconque  des  équations 

Nous  allons  faire  voir  qu'en  s'appuyant  sur  cette  remarque, 
on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental  qui  a  été  démontré 
en  premier  Heu,  éliminer  successivement  chaque  racine  de 
l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =  o,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  l'expression  de  V.  Con- 
sidérant alors  V  comme  une  fonction  symétrique  des  deux 
racines  A  et  /  de  l'équation  X„,_  j  =  o ,  dont  l'une  est  déjà  éli- 
minée ,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  A ,  et  on  la  diyisera  par  K^ 
suivant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (567) ,  le  reste  de  la  division 
ne  contiendra  plus  k  et  sera  la  valeur  de  la  fonction  V  débar- 


CHAPITRE  DIX-SEPTIÈME.  477 

rassée  des  racines  h  çt  /.  On  considérera  cette  valeur  de  V 
comme  une  fonction  symétrique  des  trois  racines  i,  k,  l  de  l'é- 
quation X;„_8  =  o,  dont  les  deux  dernières  ont  été  éliminées; 
et  après  l'avoir  ordonnée  par  rapport  à  /,  on  la  divisera  par  I, 
afin  d'éliminer  1  ;  le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et 
sera  la  valeur  de  V  débarrassée  des  trois  racines  « ,  k ,  /.  On 
continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  Y  chacune  des 
racines  a,  i,  c, . . . ,  i,  A,  /•,  on  aura  alors  la  valeur  de  cette 
fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

570.  L'expression  définitive  de  V  s^obtient  par  de  simples 
divisions,  et  comme  les  premiers  termes  des  polynômes 
A,B,C,...,I,R,L,  qui  servent  successivement  de  divi- 
seurs, ont  tous  l'unité  pour  coefficient,  ces  divisions  n'intro- 
duiront aucun  dénominateur;  par  conséquent,  si  l'expression 
de  V  est  entière  non-seulement  par  rapport  aux  racines 
a,  t,  c, . . . ,  I,  Ar, /,  qui  y  entrent  symétriquement,  mais 
encore  par  rapport  aux  coefficients  Pi^  p%^  p^^  etc. ,  qui  peu- 
vent aussi  y  entrer,  l'expression  définitive  de  V  sera  aussi  en- 
tière par  rapport  à  ces  coefficients  ;  et  enfin ,  si  ces  coefficients 
sont  des  nombres  entiers ,  la  valeur  de  V  sera  elle-même  un 
nombre  entier.  Cette  proposition,  qu'on  aurait  peine  à  dé- 
montrer complètement  au  moyen  de  la  méthode  qui  a  été  ex- 
posée dans  les  n^'  560  et  562 ,  se  déduit  immédiatement  de 
celle  de  M.  de  Cauchy. 
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DE  L  iBÀTSSEMENT  DES  ÉQUATIONS.  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. 
RECHERCHE  DES  DIVISEURS  DU  SECOND  DEGRÉ.  ÉQUATIONS 
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LUTION GÉNÉRALE  DE  L^  ÉQUATION  DU  QUATRIEME  DEGRÉ. 
ÉTALUATION    DES    RACINES    IMAGINAIRES.  * 


De  V abaissement  des  équations. 

571.  Lorsque  Tod  connaît  des  relations  particulières  entre 
quelques-unes  des  racines  d'une  équation ,  on  peut  ramener 
la  résolution  de  Téqualion  à  celle  d'une  ou  de  plusieurs  autres 
de  degrés  moindres  \  on  dit  alors  que  l'équation  est  susceptible 
d^ abaissement,  La  décomposition  d'une  équation  qui  a  des 
racines  égales  est  un  des  principaux  cas  d'abaissement.  Nous 
allons  en  examiner  plusieurs  autres. 

* 

572.  Supposons  que  Ton  sache  que  deux  racines  a  et  & 
d'une  équationy(jp)  =  o  doivent  vérifier  1^  condition 

p^  q^  r  étant  des  quantités  connues. 

Puisque  a  et  J  sont  des  racines  de  l'équation  y  (.r)  =  o  , 
on  devra  des  oit  f [a)  =  o  ,/"(&)  =  o.  Or,  en  substituant  dans 
f(b)  =  o  la  valeur  de  b  tirée  de  l'équation  (i  ) ,  on  obtient 

—  ^  =  o.  La  quantité  a  doit  donc  vérifier  à  la  fois  les 


A'- 


9 


deux  équations y(x)  =  o  et  /( —  j  =  o.  Parconséquent^ 

si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  D  des  premiers 
membres  de  ces  équations ,  l'équation  D  =  o  admettra  là  ra- 
cine a. 

Si  l'équation  f{x)  =  o  a  une  racine  a  qui  satisfasse  à  la 

condition pa-^  ça  =  r^  ou  a  = >  cette  racine  vérifier^ 
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aussi  réqualiori  fl ^j  =0;  par  conséquent  elle  sera 

donnée  par  l'équation  D  =  o. 

Réciproquement ,  toute  racine  a  de  l'équation  D  =  o  sera 
une  racine  de  l'équation  proposée ,  par  laquelle  on  en  aura 
une  autre  b  au  moyen  de  la  relation  pa  +  qb  =  r  ^  ou  qui  sa- 
tisfera à  la  condition  pa-{-  qa==  r]  car  cette  racine  vérifiera 

Téquationy'l 


r  —  pj^X 


o ,  par  conséquent 


r — pa 


sera  une  ra- 


cine  dej'[x)  =  0. 

S73.  Si  l'on  a  ^  =  <7 ,  la  relation  (  i  )  devient  a~hb  =  s,  en 

posant,  pour  abréger,  -  =s.  Il  faut  alors  chercher  le  plus  grand 

commun  diviseur  des  polynômesy(a;)  eif(s  —  x).  Soit  D  ce 
plus  grand  commun  diviseur.  Les  deux  racines  aet  b  entrant 
de  la  même  manière  dans  la  relation  a  -h  b  =  s^  l'équation 
D  =  o  ne  doit  pas  donner  Fwne  d'elles  plutôt  que  l'autre;  elle 
doit  donc  les  donner  toutes  deux.  Cette  équation  doit  donner, 
en  outre,  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  qui  satisfont 

à  la  condition  aH-a  =  5,  ou  a  =  -5. 

Si  toutes  les  racines  peuvent  être  groupées  deux  à  deux,  de 
manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  soit  égale 
à  s^  l'équation y(5  —  x)  =  o  sera  la  même  que/(a:)  =  o,  et 
il  faudra  recourir  à  un  autre  procédé  pour  opérer  l'abais- 
sement. On  pourra  diminuer  les  racines  de -5^  la  somme  des 

racines  de  chaque  groupe  sera  alors  diminuée  de  j  ^  il  résul- 
tera de  là  que  les  racines  de  l'équation  transformée  serout 
égales  deux  à  deux  en  valeur  absolue,  et  de  sigpes  contraires; 
par  conséquent  cette  équation  sera  réductible  à  un  degré  sous- 
double. 

Si  l'équation  f(x)  =  o  est  de  degré  impair  et  ne  change 
pas  quand  on  y  remplace  x  par  s  —  x^  elle  a  au  moins  une 

racine  égale  à  -^s  ]  et  quand  on  a  diminué  toutes  les  rajQineft 

de-^,  la  racine  correspondante  de  la  transformée  est  égale  à 
zéro» 
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574.  Quand  on  connaît  le  produit  p  de  deux  racines^ 

en  représentant  Tune  de  ces  racines  par  a  ,  l'autre  est  -  5  et 
comme  a  ne  désigne  pas  une  des  deux  racines  plutôt  que 
l'autre,  chacune  d'elles  doit  vérifier  Téquation /*(- 1  =0. 
En  conséquence,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur D  des  polynômes  J[x)  et  /(  )  ;  l'équation  D  =  o  de- 
vra admettre  les  deux  racines  a  et -.  Si  la  proposée y{x)  =  o 

a  des  racines  dont  le  carré  soit  égal  à  p ,  elles  seront  aussi 
comprises    dans    Péquation    D  =  o  ^    car ,     en    supposant 

a  =  dt  ^p  y  on  a  "  =z±^p.  Mais ,  puisque  p  est  une  quan- 
tité connue,  on  peut  supprimer  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  égales  k  db^p.  Alors  l'équation  D  =  o  ne  don- 
nera que  des  racines  qui  pourront  être  groupées  deux  à  deux, 
de  manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  soit 
égal  h  p. 

575.  Lorsque  chaque  racine  a  est  liée  à  une  autre  b  de 
telle  sorte  que  l'on  ait  ab=p^  les  équations  f(x)=:zoel 

/(  -  j  =  o  sont  identiques ,  et  rabaissement  ne  peut  plus  être 

opéré  de  la  même  manière. 

Dans  ce  cas ,  si  l'on  représente  par  z  la  somme  de  deux  ra- 
cines d'un  même  couple ,  le  nombre  des  valeurs  de  z  sera  la 
moitié  du  nombre  des  racines;  par  conséquent  ces  valeurs  dé- 
pendront d'une  équation  dont  le  degré  sera  sous-double  de 
celui  de  la  proposée. 

z  désignant  la  somme  de  deux  racines  dont  le  produit  est  p, 
le  polynôme  f(x)  devra  être  divisible  par  x*  —  zx  +  p.  On 
eflfectuera  la  division,  et  on  exprimera  que  le  reste  du  premier 
degré  par  rapport  à  x  doit  être  nul  indépendamment  de  la  va- 
leur de  X.  On  obtiendra  ainsi  deux  équations  M  =  o,  N  =  o  ; 
on  calculera  le  plus  grand  commun  diviseur  D  des  polynômes 
M  et  N;  l'équation  cherchée  sera  D  =  o. 
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576.  On  peut  former  autrement  l'équation  en  z,  Considé-^ 
rons,  par  exemple,  une  équation  du  sixième  degré, 


W 


a;«+ Aa?5-h  B^*4- Cd:^4- Dar'H- E^ -h  F  =  o. 


Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  conditions  nécessaire^  pour 
que  les  racines  présentent  le  cas  dont  nous  nous  occupons.  En 

remplaçant  x  par  -?  on  obtient  l'équation 


(3)     ..4-^x'+^.'.^^' 


X' 


-p-.^-f--|r^4---o. 


Pour  que  cette  équation  soit  identique  avec  la  première  >  il 
faut  que  l'on  ait 


K^^P       T,^^P"      c^^P" 


.•» 


F 


La  dernière  condition  donne  F*=  p®,  d'où  F  =  dz^';.  mais 
puisque  les  racines  doivent  se  grouper  deux  à  deux  de  manière 
que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  soit  égal  à  ^,  le 
produit  de  toutes  les  racines  doit  être  égal  à  p^  -,  par  consé- 
quent on  doit  rejeter  la  condition  F  =  —  p^.  Les  conditions 
ci-dessus  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes  : 

t=/?%     E  =  A/?%     D  =  B/?; 

de  sorte  que  l'équation  est 

(4)        x«-h  Ajc*-|-Bjc*-f  Cx'4-B/>a?»H- A/?'j?H-/>*=  O. 

Si  l'on  considérait  Une  équation  d'un  degré  plus  élevé ,  oii 
obtiendrait  des  conditions  analogues. 

Eh  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (4)  par  oc^^  et  réu- 
nissant les  termes  également  éloignés  des  extrêmes ,  on  a 


<5) 
Soit 

(6) 


Ai^^iL  (  4.' -H  ^J -+- 6  / a? -♦- ^  j 


o. 
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on  trouve,  en  élcvanl  les  deux  membres  tu  carré , 

(7)  ^'-*-§  =  ^'-^/^- 

E&  multipliant  a:*  H-  ^  par  it  -4-  •»  on  obtient 

x»4- — +/?J?  + ~ï     ou     x»-f-^-f-/3  (x  +  ^  );. 

x  X^  X^  \  X  / 

donc 

(8)  x»+g  =  z'-3,,z. 

En  substituant  dans  Fécpiation  (4)  les  valeurs  des  binômes 
x-f-  -»  a:*-4-  ^)  x'-h  ~>  on  aura,  pour  déterminer  z^  une 

•C  X  X 

équation  du  troisième  degré.  Les  valeurs  de  z  étant  connues, 
on  obtiendra  celles  de  x  au  moyen  de  l'équation  (6) ,  ou 

x^  —  zar  H-  /?  =  o. 

577.  Lorsqu'on  rend  les  équations  (2)  et  (3)  identiques  en 
adoptant  la  condition  F  =  —  p^^  les  autres  conditions  sont 
E  =  —  Ajo*,  D  =  —  B^,  et  C  =  — C,  d'où  C  =  o.  D'après 
ces  conditions,  les  racines  de  l'équation  (2)  sont  telles  qu'on 
les  reproduit  toutes  en  divisant  successivement  p  par  chacune 
d'elles  ;  ainsi ,  à  chaque  racine  a ,  il  en  correspond  une  autre 

-»  à  moins  que  l'on  n'ait  a  =  ->  d'où  a  =  dz  sfp.  Le  produit 

de  toutes  les  racines  qui  forment  des  groupes  tels  que  a  et  - 

est  une  puissance  de  p  5  donc ,  puisque  le  produit  de  toutes  les 

racines  est  — p',  il  faut  qu'une  des  racines  soit  égale  à  —  y^  ; 
et ,  puisque  le  nombre  des  racines  est  pair,  il  faut  qu'il  y  ait 

aussi  une  racine  égale  à  4-  Vp.  S'il  y  a  plusieurs  racines  égales 

à  —  \/p,  elles  sont  en  nombre  impair,  et  il  en  est;  de  même 

des  racines  ^ales  k  -^  sjp.  On  supprimera  ces  racines ,  et  on 
obtiendra  ensuite  les  autres  de  la  même  manière  que  dans  le 
numéro  précédent. 

578.  Considérons  encore  le  cas  où  Ton  connaît  une  rela- 
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lion  entre  trois  racines,  et  supposons  qu'elle  soit  exprimée 
par  l'équation 

(9)  pa'-\-qb-^rc=zs, 

pt  9?  ''9  *  étant  des  quantités  connues.  On  devra  joindre  à 
cette  relation  les  trois  équations 

(10).  /W=o,     f{b)  =  o,    f[c)=o. 

En  éliminant  b  et  c  entre  les  deux  dernières  équations  et 
l'équation  (9).  on  en  obtiendra  une  qui  ne  contiendra  que 
l'inconnue  a ,  et  qui  devra  être  vérifiée  en  même  temps  que 
y* (a)=  o  ;  par  conséquent  ces  deux  équations  admettront  un 
commun  diviseur  D ,  au  moyen  duquel  on  trouvera  la  valeur 
de  a.  Si  l'on  a  p  =  ^j  l'équation  D  =  o  devr^  donner  les  deux 
racines  a  et  i  ;  si  l'on  a  p  =  ^  ==  r,  l'équation  D  =  o  domptera 
les  trois  racines  a ,  J ,  c.  Si ,  outre  les  racines  qui  satisfont  à 
l'équation  (9),  il  y  a  uqjb  racine  a  qui  soit  liée  à  une  qutre  b 
paf  la  condition  pa  -i-  çb  -h  rb  =  5,  ou  qui  satisfasse  à  la  con- 
dition pa  -{-  qa-hra=z  Sy  elle  sera  aussi  comprise  dans  Té- 
quation  D  =  o  •,  puisqu'elle  fera  partie  d'un  système  de  valeurs 
de  a,  J  et  c  qui  vérifiera  l'équation  (9)  et  les  trois  équa- 
tions (lo). 

579.  Supposons  que  la  relation  connue  soit  a  -+-  c  =  2  J. 
En  cherchant  line  des  trois  racines  a,  i,  Cj  par  la  méthode  qui 
vient  d'être  indiquée,  on  trouvera  aussi  les  racines  qui  satis- 
feront à  la  condition  «  h-  a  =  2  a  5  et  comme  cette  relation 
est  une  identité ,  on  devra  trouver  toutes  les  racines  5  de  sorte 
que  l'équation  D  =  o  sera  la  même  qaef[x)  =  o. 

On  parvient  à  la  même  conclusion  par  une  autre  considéra- 
tion ,  qui  montre  en  même  temps  comment  la  méthode  doit 
être  modifiée ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  et  dans  les  autres  cas 
analogues.  Supposons  qu'on  veuille  trouver  la  racine  i,  qui 
est  moyenne  arithmétique  entre  deux  autres.  De  la  relation 
a-h  c=  adjointe  à  f{c)  =  o,  on  conclut /*(  2  b  — a)  =  o; 
il  faut  donc  éliminer  a  entre  /*{2  6  —a)  =  o  et  f(a)  =  o. 
A£in  de  reconnaître  quelles  seropt  les  solutions  de  ces  deux 
équations,  exprimons-les  par  f{iiy  —  or)  =0  et  f{x)  =  o; 
et  concevons  que  l'on  subsûtue  successivement  dans  la  pre- 

3i. 
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mière,  à  la  place  de  x^  les  racines  a,  ft,  c,  etc.,  de  la  se- 
conde. Par  la  substitution  de  a  à  la  place  de  a:,  on  aura  Fë- 
quationy(2y  —  a)  =  o,eton  satisfera  à  cette  équation,  en 
posant  2 y  —  a  =  a^  =:4,=c,  etc. ,  donc 

De  même ,  en  remplaçant  x  par  b ,  «n  obtiendra 

y  =  b,      =i(6  +  fl),      =^(*  +  c) 

U  suit  de  là  qu'en  éliminant  x  entre  les  deux  équations ,  on 
parviendra  à  une  équation  dont  les  racines  seront  toutes  celles 
de  la  proposée ,  et  les  demi-sommes  de  ces  racines  prises  deut 
à  deux.  Soit  F  (j^)  =  o  cette  équation  ^  on  pourra  supprimer 
les  racines  égales  à  celles  de  la  proposée,  en  divisant  ^  (y) 
pary(j^);  il  en  résultera  une  équation  qui  ne  comprendra 
plus  que  les  demi-sommes  des  racines  a,  i,  c,  etc.  ^  et,  d'a- 
près la  relation  i  =  -[a  +  c)  ^  cette  équation  aura  une  ra- 
cine commune  avec  la  proposée,  qui  sera  la  racine  b. 
Au  lieu  du  système  de6  deux  équations 

/(x)=:o     et    /(ft7--ar)==a, 
on  peut  considérer  le  système  équivalent 

f{x)  =  o     et    /(2/  — ^)— /(a?)  =  o. 

La  dernière  équation  admet  le  facteur  y  —  X'^  car  le  premier 
membre  devient  nul  quand  on  suppose  y=  x.  En  suppri- 
mant le  facteur^ — a:,  avant  de  faire  l'élimination,  on  sup- 
primera les  solutions  du  èystènae  f{x)  =o  ^  y  —  x  =  o^  par 
lesquelles  on  a  les  valeurs  de  y  égales  aux  racines  de  la  pro- 
posée. En  effectuant  ensuite  l'élimination ,  on  obtiendra  l'é- 
quation qui  devra  donner  les  demi-sommes  des  racines  consi- 
dérées deux  à  deux. 

580.  Ce  que  nous  venons  de  dire  par  rapport  à  des  relations 
exprimées  par  des  équations  du  premier  degré,  s'applique  à 
des  relations  quelconques  *,  et  les  difficultés  que  l'on  peut  rcn- 
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contrer  dans  les  questions  de  cette  nature ,  ne  consisteiit  que 
dans  les  éliminations  qu'il  faut  effectuer. 

a  En  général,  dit  Lacroix,  rabaissement  a  lieu  lorsqu'on 
»  obtient,  entre  les  inconnues  d'un  problème  possible,  plus 
»  d'équations  qu'il  ne  renferme  d'inconnues  ;  ce  à  quoi  on  par» 
»  vient  souvent  en  considérant  le  problème  proposé  sous  plu- 
»  sieurs  faces.  On  trouve  alors  entre  une  même  inconnue  deux 
»  équations  finales  qui ,  devant  s'accorder  entre  elles ,  ont  un 
»  diviseur  commun,  duquel  on  tire  la  solution  la  plus  simple 
»  dont  le  problème  soit  susceptible.  » 

581.  Lorsque  l'on  veut  déterminer  des  coefficients  d^une 
^équation  de  manière  qu'elle  admette  des  racines  qui  satisfas- 
sent à  de  certaines  conditions ,  on  déduit  de  ces  conditions  un 
système  d'équations  qui  doivent  être  vérifiées  simultanément^ 
et  on  en  conclut  lès  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients ,  en  éliminant  toutes  les  autres  inconnues. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  l'on  ait  à  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d'une  équation, 
pour  qu  elle  ait  deux  racines  qui  ne  diffèrent  que  par  leur 
signe.  Son  Féquation 

jc*  -4-  pso^  -+-  qx^  -h  rr  +  j  =  o. 

Celle  qui  a  les  mêmes  racines  prises  en  signes  contraires  est 

x^  —  px^  -f-  qx'^  —  rj;  -4-  *  =  o  ; 

il  faudra  donc  que  cette  équation  «t  la  précédente  aient  deux 
racines  coinmunes. 

On  peut  substituer  à  ces  deux  éqiialions  celles  qui  s'en  dé- 
duisent en  les  ajoutant  et  en  les  retranchant ,  ce  qui  donne 

X*  -4-  qx"^  H-  tf  =:  o,      px^  4-  rx  =  o. 

La  dernière  équation  est  vérifiée  par  je  =  o  ^  mais  celte  solu- 
tion ne  remplit  pas  la  condition  proposée.  On  vérifie  aussi 

cette  équation  par  a:*  =  -^  -  ;  et  en  substituant  cette  valeur 

de  X*  dans  l'autre  équation ,  on  obtient  la  condition  cherebée 

r'  —  pqr  -^  p^  s  =  o. 
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582.  Considérons  aussi  le  cas  ou  l'on  veut  exprimer  qu'une 
équation  y  (x)  =  o  doit  avoir  une  racine  répétée  nfois.  Cette 
racine  doit  vérifier  les  équations 

r{x)  =  o,    /"(^)  =  o,...,    /("-0(x)  =  o; 

de  sorte  qu'il  faut  que  ces  équations  et  la  proposée  aient  une 
racine  commune.  Cette  racine  commune  ne  devant  se  trouver 
qu'une  fois  dans  /^""'^  (Jtr),  on  cherchera  d'abord  la  condi- 
tion nécessaire  pour  que  les  deux  polynômes  /  ^"""^^  [x)  et 
y  (n-i)  ^j^j  aient  un  commun  diviseur  du  premier  degré;  et  il 
faudra  que  la  valeur  de  x  qui  annulera  ce  commun  diviseur, 
annule  aussi  tous  les  autres  polynômes  y* (jc) ,/' (a;) .. ., 
y(n-s)  jj.    On  obtiendra  ainsi  n — i   conditions. 

Supposons  que  l'équation  proposée  soit  celle  de  l'exemple 
précédent ,  et  qu'elle  doive  avoir  une  racine  triple.  En  divi- 
sant/*' (x)  par /*''  [x) ,  on  aura  un  reste  du  premier  degré;  il 
faudra  que  la  valeur  de  X  pour  laquelle  ce  reste  sera  zéro 
annule  aussi/*"  [x) ,  puisque  ce  reste  devra  être  diviseur  de 
f"{x).  Si  cette  condition  est  remplie,  la  même  valeur  de  or 
annulera  aussi/' (x),  et  il  faudra  de  plus  qu'elle   annule 

f{oc). 

Des  équations  réciproques, 

883.  On  nomme  équations  réciproques  celles  dont  on  re- 
produit toutes  les  racines ,  quand  on  divise  successivement 
l'unité  par  chacune  d'elles.  Ces  équations  sont  comprises  parmi 
celles  dont  les  racines  satisfont  aux  conditions  que  nous  avons 
examinées  dans  les  n°*  576  et 577 ;  on  a  alors p  =  i.  On  con- 
clut de  là  ,  par  des  calculs  semblables  à  ceux  du  n^  576,  que , 
pour  qu'une  équation  de  degré  pair  soit  réciproque,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  coefficients  des  termes  équidistants  des  extrê- 
mes soient  égaux;  ou  qu'ils  soient  égaux  en  valeur  absolue  et 
de  signes  contraires,  et  que  l'équation,  dans  ce  cas,  manque 
du  terme  du  milieu.  On  trouve ,  de  même ,  que ,  pour  qu'une 
équation  de  degré  impair  soit  réciproque,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  coefficients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient 
égaux ,  ou  qu'ils  soient  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes 
contraires.  On  reconnaît ,  en  outre  ,  par  un  raisonnement 
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semblable  à  celui  qui  a  été  employé  dans  le  n^  S77 ,  qu'une 
équation  réciproque  de  degré  impair  a  une  racine  égale  à 
—  I  ,  quand  les  coefficients  des  termes  équidistants  des  extrê- 
mes ont  les  mêmes  signes  ;  à  4-  i ,  quand  ces  coefficients  ont 
des  signes  contraires  ;  et  lorsque  l'équation  est  de  degré  pair, 
si  les  coefficients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  des 
signes  contraires ,  elle  a  les  racines  H-  i  et  —  i .  On  parvient 
d'ailleurs  aux  mêmes  conclusions  par  l'inspection  des  équa- 
tions. Quand  on  a  supprimé  les  racines  égales  à  zii  i  ,  la  dé- 
termination des  autres  racines  dépend  de  la  résolution  de 
l'équation  qu'on  obtient  en  prenant  pour  inconnue  la  somme 

X  H de  deux  racines  réciproques ,  et  en  opérant  de  la  même 

manière  que  dans  le  n^  576. 

584.  Les  valeurs  des  binômes  a:  H- -  >  a:*  -h  — ,9  jc^  -H  ^5  •  •  •  7 

peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres  au  moyen  d'une  for- 
mule générale.  On  a  par  la  multiplication 


-5)  ( 


xj  ^x^-'^^  X"-»-' 


Donc 


(-" +5)  (-+f)-^  (.»-'+§;,) 


Cette  formule  démontre  qu'en  posant  x-\~^:=.  z^  on  obtient 


X 


pour  le  binôme  a:r"  4-  i-  une  fonction  de  z  du  degré  n. 

Recherche  des  diviseurs  du  second  degré, 

585.  Lorsqu'on  veut  trouver  les  diviseurs  du  second  deg^é 
d'une  équation,  ou  efiectue  la  division  du  premier  n^embre 
par  le  trinôme  x^+px-^q\  cette  opér^uion  conduit  k  u» 
reste  du  premier  degré  Px-f-  Q  5  P  et  Q  désignant  des  quaj^ 
tités  qui  contiennent  les  coefficients  inconnus  p  et  y.  La  di- 
vision devant  se  faire  exactement ,  il  faut  que  ce  reste  soit 
nul  indépendamment  de  la  valeur  de  j:  ,  ce  qui  exige  qu'on 
ait  P  =  o,  Q=:o.  On  obtient  les  diviseurs  cherché*  en  prc- 
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nant  pour  p  ett/  les  couples  de  valeurs  qui  vérifient  ces  deux 
équations. 

Le  nombre  des  diviseurs  du  second  degré  étant  -  m  (m — i) 

(n?  429),  si  Ton  élimine  po\xq  entre  les  deux  équalionsP=;=  o, 

Q  =  o,  Téquation  finale  devra  être  du  degré  -  m  (m  -r—  i)  ;  et 

comme  ce  nombre  est  plus  grand  que  m ,  toutes  les  fois  que 
m  surpasse  3,  il  s'ensuit  que  la  détermination  des  diviseurs 
du  second  degré  oflfrîra  généralement  plus  de  difficulté  que 
la  résolution  de  Téquation  proposée.  Mais,  s'il  existe  des 
couples  de  valeurs  commensurables  de  p  et  de  ^  qui  satisfas- 
sent aux  équations  P=o,  Q=o,  il  sera  facile  de  les  déter- 
miner; on  connaîtra  par  là  tous  les  diviseurs  commensurables 
du  second  degré  de  l'équation  proposée ,  et  la  résolution  de 
l'équation  sera  ramenée  à  celle  d'une  équatiou  de  degré  moin- 
dre et  de  plusieurs  équations  de  second  degré. 

586.  Considérons  l'équation 
(i)  a?» -f- flrj? -t- 6  =  o. 

En  divisant  le  premier  membre  par  x*  -h  px  -f-  q^  on  parvient 
au  reste 

Il  faut  poser  les  deux  équations 

pi  —  q  ^  a  =  Oy    /><7  4-^=0. 

"En  éliminant  q  entre  ces  deux  équations ,  on  obtient 

(2)  /?*  -f-  a/?  4-  ô  =  o. 

Celle-ci  n'étant  autre  que  l'équation  (i) ,  dans  laquelle  oc  est 
remplacé  par  p ,  les  valeurs  de  p  sont  les  racines  de  Péquation 
proposée. 

On  s'explique  cette  particularité  comme  il  suit  :  si  Ton  re- 
présente les  racines  de  l'équation  (i)  par  a ,  6 ,  y ,  les  diviseurs 
cherchés  sont 

■  \^  diverses  valeurs  de  p  sont  donc 

—  («-4-6),     -(«;-4-7),     -^(64.7);^ 
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mais ,  puisque  le  coefficient  de  x^  dans  Téquation  proposée  est 
zéro ,  on  a 

a  -4-6-1-7=  Q  , 

d'où  l'on  conclut 

S87.  Considérons  encore  l'équation 

(  3  )  or*  -4-  ax^  -4-  è  j:  -f-  c  =r  o . 

En. divisant  le  premier  membre  par  x^  -\-px  -^cj  y  on  par-» 
vient  au  reste 

(6 — ap-^-  a  pq  — p^)x-^  c  —  aq  -hq^—rp^q. 

Il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

(4)    /?•— a/>^  +  ût/?--^=o,      (5)     9*  — (flr-h;?*)<7 -f-c=o. 

On  conclut  de  la  première 

(6)  ^^'—Tp ' 

et  en  substituant  cette  valeur  de  q  dans  la  seconde  équation , 
on  obtient 

(7)  p^  -\'7,ap''  +  (fl^  — 4^)/^'  —  ^'  =  0. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  ;  mais,  comme  elle  ne  con- 
tient que  des  puissances  paires  de  l'inconnue  p,  on  la  ramènera 
à  une  équation  du  troisième  degré,  en  posant  p^  =  z. 

On  pouvait  prévoir  cette  réduction-,  car  les  six  Valeurs 
de  p  doivent  être  les  sommes  deux  à  deux  des  quatre  racines  de 
l'équation  proposée  ;  or,  la  somme  de  ces  quatre  racines  étant 
nulle,  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  égale 
à  la  somme  des  deux  autres  prise  en  signe  contraire  ;  Téquation 
qui  détermine  p  ne  doit  donc  contenir  que  des  puissances 
paires  de  l'inconnue. 

Si  l'on  considérait  l'équation  complète 

X*  -f-  a^  +  bx'  -{-  ex  -{^  d  =  o  y 

le  coefficient  p  dépendrait  d'une  équation  complète  du  sixième 
degré;  mî^is  cette  équation  serait  susceptible  d'abaissement. 
En  effet,  si  l'on  nomme  a ,  6 ,  y,  (î  les  quatre  racines  de  l'équa- 
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tion  proposée,  on  aura 

a-h6H-7  +  J  =  —  a; 

il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  p  se  groupent  deux  à  deux  de 
manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  est  égale 
à  a  ;  par  conséquent,  si  Ton  fait  disparaître  le  second  terme 
de  l'équatîon  en  p,  les  autres  puissances  impaires  de  cette  in- 
connue disparaîtront  aussi  (n*^  573), 

L'élimination  de^  entre  les  équations  (4)  et  (5)  conduirait 
également  à  une  équation  susceptible  d'abaissement  ^  car  les 
valeurs  de  q  sont  <xS^  ay,  acî,  67,  6^,  ycî;  or  a6yJ  =  c;  les 
valeurs  de  ^  se  groupent  donc  deux  à  deux  de  manière  que  le 
produit  des  racines  de  chaque  groupe  est  égal  à  c. 

588.  Le  dernier  tarme  de  Téquation  (7)  étant  négatif,  cette 
équation  a  deux  racines  réelles ,  l'une  positive,  l'autre  négative 
(n®  421  )  ;  et,  pour  chaque  valeur  réelle  de  p^  on  obtient  une 
valeur  réelle  deq.  Il  est  démontré  par  là ,  en  dehors  des  théo- 
rèmes généraux  sur  les  équations  de  degré  quelconque,  qu'un 
polynôme  du  quatrième  degré  dont  les  coefficients  sont  réels 
est  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré. 

Quand  on  a  i  =  o,  Téquation  (4)  devient 

pi  —  2pq  -^  apzz:  o  ; 
on  satisfait  donc  aux  deux  équations  (4)  et  (5),  en  posant 

/?==o,      q^^{a'bp')g-hc=zOy 

ou 

p^ — 29-t-«  =  o,      q^ — (a -|-/?')<7 -I- c  =  o. 
Le  premier  système  donne 


.      ?  =  ^±\/7«'--- 


4 

Dans  l'autre  système,  la  première  équation  donne  q  = ^^ 

et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 

conduit  à 

p*  -h  2ûp^  -f-  a'  —  ^c  z=:  o. 

Lorsque  Ton  a  a'  —  4  <-'  ^  o,  la  formule  y  =  -a=t  V/t^'  —  c 
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détermine  deux  valeurs  réelles  de  q.  Quand  on  a,  au  contraire, 
a}  —  4^<C!^5  ces  valeurs  sont  imaginaires-,  mais,  dans  ce 
cas ,  l'équation  p*  -H  ^ap^  -Ha*  —  ^c  ^^o  détermine  deux 
valeurs  réelles  de  p,  et  pour  chacune  de  ces  valeurs  on  ob- 
tient une  valeur  réelle  de  q, 

589.  On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  facteurs  du 
troisième  degré  d'une  équation,  ceux  du  quatrième  degré,  etc.^ 
mais  la  recherche  de  ces  diviseurs  n'a  pas  d'utilité,  et  elle  dé- 
pend de  la  résolution  d'un  système  d'équations  dans  lequel  le 
nombre  des  inconnues  est  égal  au  degré  des  diviseurs  que  l'on 
veut  obtenir. 

Des  équations  binômes  et  des  équations  trinômes 
réductibles  au  second  degré. 

590.  Les  équations  binômes  peuvent  être  ramenées  à  ^ 
forme 

(i)  af^  —  A  =  o. 

Les  racines  de  l'équation  (i)  sont  les  diverses  valeurs  algé-« 

briques  de  l'expression  y^ A  ;  or,  quelle  que  soît  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  de  A,  Féquation  (i)  admet  m  racines  (n^  427); 
de  plus,  toutes  ces  racines  sont  inégales,  car  il  n'existe  aucun 
facteur  commun  entre  le  binôme  x^  *-*  A  et  sa  fonction  dérivée 

du  premier  ordre ,  qui  est  moî'"""* .  Le  radical  y'Â,  considéré 
algébriquement,  admet  donc  m  valeurs  différentes  ;  ce  qui  est 
la  proposition  qui  a  été  énoncée  dans  le  n**  215. 

Soit  a  une  des  valeurs  du  radical  y' A,  c'est-à-dire  une  des 
racines  de  l'équation  (i)  ;  on  aura  a'"  =  A',  et  si  l'on  pose 
X  =  ay^  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  et 
divisant  chaque  terme  par  0"*,  il  en  résultera 

(2)  ^— 1=0. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  de  y'A  en  multipliant 
l'une  d'elles  par  les  m  valeurs  de  y'  1 . 

591.  Supposons  la  quantité  A  réelle,  et  distinguons  les 
deux  cas  de  A  positif  et  de  A  négatif,  en  considérant  les  deux 
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équations 

(3)  j:"  — A  =  o,  (4)       j:^4-A  =  o. 

Soît  alors  a  la  valeur  arithmétique  de  yA^  en  posant  x  =  ay^ 
on  ramènera  les  équations  (3)  et  (4)  à  celles-ci  : 

(5)  ^—1=0,  (6)      j«-f-i  =  o. 

Les  équations  (5)  et  (6)  sont  réciproques,  et  on  les  résoudra 
au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^  583. 

Examinons  successivement  le  cas  où  m  est  impair,  et  celui 
où  m  est  pair. 

L'équation  ^'"■•■*  —  i  =  o  a  ime  racine  égale  à  i .  Elle  n'a 
pas  d'autre  racine  réelle  \  car  elle  ne  peut  être  vérifiée  par  une 
valeur  négative  de^  \  et  si  l'on  donne  à  y  une  valeur  positive 
différente  de  1,^^'"+*  ne  sera  pas  égal  à  i.  En  divisant  le  pre- 
mier membre  par  y  — - 1 ,  on  obtient  l'équation 

(7)  ^^4-j^2'»-«  4.^»n-»...4-^»-4-j-l-  ,  =ro. 

La  résolution  de  cette  équation  dépendra  de  celle  d'une  équa- 
tion de  degré  sous-double. 

L'équalion  j'''*+*  -h  i  =z  o  a  la  racine  réelle  —  i  ^  les  autres 

racines  sont  imaginaires  *,  en  divisant  l'équation  par  le  facteur 

jy  +  I,  on  aura  une  équation  réciproque  du  degré  an.  On  peut 

aussi  remarquer  que  les  racines  de  y^^^  -f- 1  =  o  sont  celles 

Je  jrtn+i  .^  I  :^  o ,  changées  de  signes. 

L'équation  y'"  —^1  =  0  a  les  deux  racfnes  réelles  -h  i  et 
—  I  ;  les  autres  racines  sont  imaginaires.  On  pourrait  diviser 
Féquatiou,  par  j-'  —  1 5  on  obtiendrait  ainsi  une  équation  réci* 
proque  du  degrç  an —  2,  qui  ne  contiendrait  que  les  puis- 
sances paires  dej".  Mais,  de  ce  que 

r*'*  —  I  ==  b"  —  i)  (r"  •+- 1)» 

on  aura  toutes  les  racines  dej^'"  —  i  =  o  en  résolvant  séparé- 
ment les  deux  équations 

7"  —  1=0     et    j"  H-  I  =  o. 

L'équation  j^*"  -f-  i  fr=  o  n'a  que  des  racines  imaginaires  5  on 
la  réduira  à  une  autre  de  degré  sous-double  en  divisant  par 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈMB.  4^3 

j"  et  faisan tj)^ H —  =  z.  On  peut  aussi  ramener  la  résolution 

de  l'équation  j*"'  -h  1  =  o  à  celle  d'une  équation  binôme  de 
degré  impair,  en  suivant  la  marche  qui  a  été  indiquée  dans 
les  n««  212  et  213  (*). 

592.   Après  la  suppression  des  racines  réelles  de  Téquation 
j"'  zp:  I  =  G ,  la  transformée  ei?  z  qui  résulte  de  la  relation 

j-i —  =  ^9  a  toutes  ses  racines  réelles.  Pour  le  démontrer, 

représentons  par  a  -f-  6  ^ —  i  une  des  valeurs  imaginaires  de 
j^5  IHnverse  de  cette  valeur  sera 

I  a  —  6y  —  I  6c  —  6\/  —  I 


a  +  6y/— I         (a  +  êy/— i)(a  — 6v^  — l)  a=-+-6^ 

Mais  a  H-  6  \/ — i  étant  une  racine  de  l'équation  j}^"*  =  dt  i , 
ûc  —  6  s/ — I  est  aussi  une  racine  de  cette  équation  ;  de  sorte 


(*)  Lorsque  m  =  2  .  n,  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  Féquation 

y**  H-  I  =  o  de  celle  d'une  équation  du  degré  n,  sans  avoir  à  extraire  des  racines 
carrées  de  quantités  imaginaires.  Considérons ,  par  exemple ,  Téqnation 


j'«»4-i=o,       ou      y*°H-~  =  o. 


En  faisant  /  -i-  -  =  5 ,  on  a 


Soit  «*  —  2^v ,  il  en  résultera 


Faisant  de  même  v*  — >  2  =  « ,  on  aura 


Faisant  encore  u'  —  3  =  « ,  on  conclura  de  la  relation  précédente ,  d'après  les 
formules  du  n®  1$84, 

j^« -I- 4î  =  **  "■  ^  *' -^  ^ '• 


^4. 


Il  suit  de  là  que  l'on  aura  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  en  résolvant 
stieeessivement  les  cinq  équations 

<•—  5<'H- 5«=0,      u*— 3  =  f,      p*— 2  =  tt,      5*--^=:^,     ^*— i;^-hi  =  o. 

Toutes  les  valeurs  de  s  devant  être  réelles  (n^  592),  les  valeurs  de  p,  u  et  t 
seront  aussi  réelles. 
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qu'on  a 

d'où  Ton  conclut 

[(a4-6V'^=T)(a-6v/^=T)]'"=i,     ou      («' -h  €')'«  =  i; 

et  puisque  a* -H  6*  est  une  quantité  positive,  il  faut  que  Ton 
ait  «•  -h  6*  =  1 .  Donc 


—  a  — 6v/^ 


I. 


a-f-  6v^ —  I 

Cette   dernière   égalité  fait   voir  que  toutea   les  valeurs  de 
r+  -  sont  réelles. 

593.  Considérons  les  deux  équations  y"* — i  =  o  et 
y^ — I  =  o.  Si  l'on  veut  reconnaître  dans  quel  cas  elles  ont 
des  racines  communes,  autres  que  i,  il  faudra  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  binômesj^"*-^  i  etj"— i- 
Or,  en  supposant  n  <^m^  et  en  effectuaut  la  division  de 
y^ — I  par  j^"  —  i,  on  trouve  les  restes  successifs  j*""""  —  l  j 
ym-tn  —  j  ^  g^j  .  j[ç  sorte  que,  si  m  zz=  ng-hr  (r  étant  moindre 
que  7i),  la  division  pourra  être  continuée  jusqu'à  ce  que  le 
reste  soitj^*"  —  i.  De  même,  si  n  =  ivf^ -{- r^^ ^  la  division  de 
y" — I  parj''* — I  conduira  au  reste  y '^•—i.  Ainsi  de  suite. 
Donc ,  si  s  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  exposants 
m  et  w,  le  dernier  diviseur  sera  y^  —  i,  et  le  reste  correspon- 
dant sera  y^ —  i  =  o.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations  auront 
s  racines  communes.  Si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  l^ 
deux  équations  n'auront  pas  d'autre  racine  commune  (f^ 
Funilé. 

594.  Désignons  par  a  Tune  des  racines  imaginaires  de 
y"' —  1  =  0.  Toutes  les  puissances  entières,  positives  o^  ^^' 
gatives,  de  a,  seront  des  racines  de  la  même  équation;  car^ 
puisque  a*":^  i,  si  n  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatiiî 
en  élevant  à  la  puissance  w'^"**,  on  aura 

(a'")"=i,     au     (a'»)'»=i. 
Les  puissances  de  a  ne  peuvent  pas  donner  plus  de  m  ra- 
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cine»  différentes,  et  on  obtiendra  toutes  ces  racines  en  ne  con- 
sidérant que  les  puissances  dont  les  exposants  seront  les  nom* 
bres  positifs  de  i  à  m.  Car,  de  a"*  =  i  on  conclut 


a'"-^*  =  a,      a'""»"»  =  a%. 


et  pour  les  puissances  négatives , 

Lorsque  le  nombre  m  est  premier,  les  puissances  de  a  dont 
les  exposants  sont  les  nombres  de  i  à  m  sont  toutes  diâerentes. 
Car  soit,  s'il  est  possible,  a'*  =  a'*',  n  et  n!  étant  moindres  que  m. 
On  conclurait  de  cette  égalité  a"~"'=i5  donc  a  serait  une 
racine  commune  aux  deux  équations 

Or  cela  est  impossible,  puisque,  m  étant  premier,  il  est  pre- 
mier avec  n  —  n'.  H  suit  de  là  que,  Lorsque  m  est  un  nombre 
premier j  on  obtient  toutes  les  racines  de  y"* — i  =  o  en  for- 
mant les  puissances  de  Vune  quelconque  d'entre  elles^  autre 
que  Vunitéy  depuis  la  première  puissance  jusqu  à  la  m^^"*®^  on 
peut  d'ailleurs  remplacer  a'"  par  a^. 

Quand  m  n'est  pas  premier,  eette  propriété  n'a  plus  lieu 
qu'en  choisissant  une  racine  a  qui  ne  soit  pas  comprise  parmi 
celles  des  équations  dont  les  degrés  sont  les  diviseurs  de  m, 

595.  Soit  m  =  pq,  p  et  q  étant  premiers  entre. eux ^  et 
soient  S  une  racine  Aey^-^  i  =o  et  y  une  racine  àey^ — i  =o. 

On  aura 

6/^  =  1,     et     7?  ^  1 , 
d'où 

6fî  =r  t         et     y/'î  =  I  ; 

donc  6  et  j;  seront  des  racines  de  j"*-  —  i  =o.  Le  produit  6y 
sera  aussi  une  racine  de  la  même  équation^  car  on  conclut 
des  égalités  précédentes  {^yY'^  =  i .  La  racine  |3  ayant  p  valeurs 
et  la  racine  y  en  ayant  <jr,  le  produit  6 y  en  a  pq.  Toutes  ces 
valeurs  sont  diflFérenies.  En  effet,  supposons  qu'en  nommant 
&  et  /  une  racine  Aqj^ —  i  =  o  différente  de  ê,  et  une  racine 
dej^ — I  =0  différente  de  7,  on  ait  jSy^z  Sy  •,  il  en  résulterait 
èPyV  =  &Pyfp^   par  suite   y^z^z^/p^    puisque  Sp:^€'p-^    donc 
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(  -5y  J   =  I .  Or,  y'^  ±=  y ''',  d'où  (  ^  |  =  i .  II  faudrait  donc  que 

le  rapport -^fût  une  racine  des  équations^'' — i  =  o,y^ — i=o; 

et  puisque  p  et  g  sont  premiers  entre  eux,  on  devrait  avoir 
y=y  (la?  593)  5  ce  qui  est  contraire  à  Fhypo thèse. 

On  conclut  de  là  que,  Si  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  on 
obtiendra  toutes  les  racines  de  y^^  —  i  =  o  en  multipliant 
toutes  celles  de  y^  —  i  =  o  par  toutes  celles  dej^  —  i  =  o. 

896.  Les  méthodes  qui  viennent  d'être  exposées  font  counai- 
tre  les  expressions  exactes  des  racines  de  Téquationj^'^qp  i  =  o, 
lorsque  m  est  une  puissance  de  a,  ou  le  produit  de  l'un  des 
nombres  3,  5  et  i5  par  une  puissance  de  2.  On  peut  exprimer, 
dans  tous  les  cas,  ces  racines,  au  moyen  des  lignes  trigonomé- 
triques  ^  mais,  pour  cette  théorie,  nous  renverrons  aux  Leçons 
de  Géométrie  analytique  de  M.  Lefébure  de  Foub-CY ,  ou  aux 
Traités  de  Trigonométrie, 

597.  On  donne  particulièrement  le  nom  d'équations  trinô- 
mes aux  équations  qui  peuvent  être  ramenées  à  cette  forme  : 

(8)  x^-hpjf"  -i-qzzzo. 

Si  l'on  pose  x"*  =  j",  il  vient 

r'  -^py  4-^  =  0. 

Soient  a  et  S  les  deux  valeurs  de j^  ^  les  valeurs  de  x  dépendront 
des  deux  équations  binômes 

x^rr  a,      x"  =  6. 

Quand  les  quantités  a  et  |3  sont  réelles^  la  résolution  de  ces 
équations  se  ramène  à  celle  de  l'équation  x^  =  dzi.  Quand 
a  et  6  sont  imaginaires,  on  ne  peut  obtenir  les  expressions 
exactes  des  racines  de  Téquation  (8)  par  les  procédés  algébri; 
ques,  que  dans  les  cas  où  le  degré  m  est  utie  puissance  de  2. 

Des  équations  irrationnelles. 

598.  Lorqu'on  veut  faire  disparaître  des  radicaux  contenus 
dans  une  équation,  on  égale  chaque  radical  à  une  inconnue; 


^m 
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on  obtient  ainsi  des  équations  qu'on  peut  immédiatement  dé- 
barrasser des  radicaux,  en  élevant  les  deux  membres  de  cbaque 
équation  à  la  puissance  marquée  par  l'indice  du  radical.  Ces 
nouvelles  équations,  jointes  à  celles  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant dans  l'équation  primitive  chaque  radical  par  l'inconnue 
à  laquelle  on  l'a  égalé,  forment  un  système  d'équations  ration- 
nelles, au  moyen  duquel  on  parvient  à  l'équation  cherchée,  en 
éliminant  toutes  les  inconnues  auxiliaires. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

on  pose 

ce  qui  donne 

Il  faut  éliminer  j  et  z  entre  les  deux  dernières  équations  et 

jr  -+-  2«=  I. 

Celle-ci  donne  j  =  i  —  a  z,  et  en  substituant  i  —  2  z  à  la 
place  àej  dans  4^-1-7  =  J%  il  vient 

En  éliminant  z  entre  cette  équation  et  x  —  4  =  s«,  on  ob- 
tient 

16a:»  —  i84x*  4-801  X  —  i4o5  =0. 

On  peut  déduire  directement  la  dernière  équation  de  l'é- 
quation proposée.  On  conclut  d'abord  dec^lle-ci,  en  isolant 
le  radical  cubique,  ' 

V'4^-+-7  =  I  —  a  ^x  —  4- 

En  élevant  les  deux  membres  au  cube,  et  transposant  les  ter- 
mes ,  on,  obtient 

(4^—l3)V^:c — 4=4^— -27. 

En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré,  on 
parvient  à  l'équation  ci-dessus  i6x^ —  iS/^x^-h»  • .  =0. 

Cette  équation  admet  une  racine  commensurable  qui 
est  5.  Les  deux  autres  racines  dépendent  de  l'équation 
i6x*  —  io4x-|- 281  =o-,  elles   sont  imaginaires. 

32 
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La  racine  réelle  a:  =  5  ne  convient  pas  à  Féquation  prdpdsee 
quand  on  considère  seulement  les  valeurs  arithmétiques  des 
radicaux  ^  mais  elle  vérifierait  cette  équation  si  l'on  y  chan- 
geait le  signe  du  radical  \l x  —  4* 

En  général ,  lorsqu'on  a  fait  disparaître  les  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation ,  l'équation  rationnelle  à  laquelle  on 
parvient  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  qui  con- 
viennent à  l'équation  proposée,  et  à  toutes  les  équations  qu'on 
peut  en  déduire  en  ayant  égard  aux  différentes  déterminations 
des  radicaux  \  car,  en  égalant  chaque  radical  à  une  inconnue , 
et  en  élevant  ensuite  les  deux  membres  à  la  puissance  mar- 
quée par  le  degré  du  radical ,  on  obtient  des  équations  qui  res- 
tent les  mêmes  pour  toutes  les  déterminations  des  radicaux. 

Il  peut  arriver  qu'aucune  ^des  racines  de  l'équation  finale 
produite  par  l'élimination  des  inconnues  auxiliaires  ne  satis- 
fasse à  l'équation  donnée ,  en  considérant  seulement  les  va- 
leurs  arithmétiques  des  radicaux f  dans  ce  cas,  l'équation 
envisagée  de  cette  manière ,  est  impossible. 

599.  Les  procédés  que  nous  venons  d'exposer  peuvent  aussi 
servir  à  former  une  équation  rationnelle  qui  admette  pour 
racine  une  expression  irrationnelle  donnée.  On  parvient  alors 
à  une  équation  dont  les  racines  sont  les  diverses  valeurs  que 
prend  l'expression  proposée,  quand  on  a  égard  à  toutes  les 
déterminations  de  chacun  des  radicaux  qui  y  sont  contenus. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  demande  de  former  une 
équation  délivrée  de  radicaux,  qui  admette  pour  racine  l'ex- 
pression 

'T  =  yj  a  -h  yj  b< 

On  pourra  poser 

v^«=r>   y^  =  ^^ 

d'où 

on  obtiendra  l'équation  demandée  par  l'élimination  de  y  et 
de  z  entre  les  trois  dernières  équations. 

On  peut  aussi  éviter,  pour  cet  exemple,de  recourir  à  des  ia- 
connues  auxiliaires.  On  conclut  de  l'équation  :r=\/â  H-  yjby 
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en  élevant  les  deux  membres  au  cube, 

or»  =  a -H  3  ;/^  î/ï -h  3  J/â  ;/^ -h  *, 
ce  qui  peut  s'écrire  ainsi 

En  remplaçant  \a  -h\b  par  x  ^  et  en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  au  cube,  on  obtient  une  équation  du  neuvième 
degré  délivrée  des  radicaux. 

On  peut  encore  former  Téquation  cherchée  d'après  cette 
considération,  que  les  racines  de  cette  équation  sont  les  di- 
verses valeurs  de  l'expression  V«  -h  \  7  lorsque  l'on  combine 
de  toutes  les  manières  possibles  les  trois  racines  cubiques  de  a 
et  les  trois  racines  cubiques  de  i.  Si  l'on  représente  l'une  des 
deu-x  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  par  a ,  Tautre 
est  a*(n^213),  et  les  combinaisons  dont  nous  venons  de 
parler  fournissent  neuf  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent 
les  facteurs  ci-après  : 

jc  —     ^a  —  y  ^,      X  —     ^a  —  a  y/b^      x  —  -  ^a  —  a*  \jb^ 


X  —  (JLsja — ^b^      X  —  a^a  — ay^è,      x  —  a  y/fl  —  a' v^^> 
X  —  a*y/« — y^ô,      X  —  a*y^a  — a  V^^>      x^o^yja  — çt>\lb. 


Pour  former  le  produit  de  ces  facteurs  ,  on  remarquera  que 
l'on  a  a'  =  i.,  et  i  -|-a-l-a*  =0?  puisque  i,  a  et  a'  sont  les 
trois  racines  de  l'équation  y^ — 1=  o.  En  faisant,  après  chaque 
multiplication  partielle,  les  réductions  qui  pourront  être  effec- 
tuées en  vertu  de  ces  deux  égalités,  on  obtiendra  une  équation 
du  neuvième  degré  en  jc,  qui  ne  contiendra  aucun  terme  irra- 
tionnel. 

Résolution  générale  de .  V équation  du  quatrième  degré. 

600.  Les  calculs  que  nous  avons  développés  dans  le  n*^  587 
conduisent  à  la  résolution  générale  de  l'équation  du  quatrième 
degré. 

Reprenons  l'équation 

(i)  «*-H«j:' -h&JP4- <?=o. 

32. 
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Si  Ton  fait  p*  =  ^ ,  dans  Féquation  (7)  du  11°  587 ,  il  vient 

(2)  «^  -♦-  2  rt*'  +  (  a'  —  4  r  )  «  —  ^»  =  o. 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré ,  on  pourra  obtenir 
les  expressions  générales  de  ses  racines  (n^216).  En  les  dé- 
signant par  4  ^'5  4  ^" y  4  -2'",  les  valeurs  de  p  seront  dz  1  \/?, 

dz  2  s^z" ^  d:  2  v^^-  Mais  les  valeurs  de  p  peuvent  aussi  être 
exprimées  au  moyen  des.  quatre  racines  de  Téquation  (i)  :  et  si 
l'on  représente  celles-ci  par  a,  6,  y,  d,  en  observant  que  leur 
somme  doit  être  nulle ,  on  trouve,  pour  les  six  valeurs  de  p^ 

±(a-h6),  dz  (a -h  7),  ±  (a-h<î).On  a  donc 

On  déduit  de  U,    en   ayant    toujours  égard  a   la  relation 

(3)  «  =  drV»"'±V^±v/«^- 

Comme  a  désigne  l'une  quelconque  des  quatre  racines  de 
l'équation  (i),  la  formule  (3)  doit  donner  &  la  fois  ces  quatre 
racines.  D'un  autre  côté ,  l'équation  {2)  ne  renfermant  que  le 
carré  de  ft ,  elle  reste  la  même  quand  on  considère,  au  lieu  de  l'é- 
quation (1),  l'équation  x^-^ax^ — tj:-Hc  =  o.  La  formule  (3) 
doit  donc  donner  aussi  les  racines  de  cecte  dernière  équation. 
On  voit,  en  effet,  qu'en  raison  du  double  signe  de  chaque  radi- 
cal, l'expression  de  a  admet  huit  déterminations.  Pour  ex- 
clure les  racines  de  l'équation  x*  -K  /ix*  —  tor  -4-  c  =  o ,  on 
remarquera  qu'en  multipliant  entre  elles  les  trois  quantités 
«4-6, «-4-y,  a+(^,on  obtient  un  produit  qui  se  compose 
de  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  «  »  6 ,  7 ,  (î, 
augmentée  de  la  quantité  «•-ha'6-4-a'74-a*d;  cette  dernière 
quantité  étant  nulle,  puisqu'elle  revient  à  a^  {«-+-€-1-7-1- J), 
il  en  résulte  que  le  produit  (a  -I-  6)  (a  -f-  y)  (oc  -f-  J)  est  égal 
à  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  cn^^^y  ^i.  Or 
cette  somme  est  égale  à — h\  par  conséquent,  on  ne  doit 
admettre  dans  la  formule  (3)  que  les  combinaisons  des  signes 
des  radicaux  qui  satisfont  à  la  condition  que  le  produit  de  ces 
trois  radicaux  ait  le  signe  contraire  à  celui  de  h. 
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Supposons  que  les  détermination^  des  trois  radicaux  repré- 
sentées par  -h  s[z'  ^  -\-  sjz"  et-^-  s/z"'  soient  telles  que  leur  pro- 
duit ait  le  même  signe  que  b  5  alors  les  quatre  racines  de  l'é- 
quation { I  )  seront  exprimées  comme  il  suit  : 


601.  L^équation  (2)  a  nécessairement  une  racine  positive, 
puisque  son  dernier  terme  est  négatif.  Les  deux  autres  racines 
doivent  avoir  le  même  signe  5  car  le  produit  des  trois  ra- 
cines est  positif.  Ces  deux  racines  peuvent  aussi  être  imagi- 
naires. 

La  formule  (3)  montre  que,  lorsque  les  trois  racines  de 
l'équation  (2)  sont  positives,  l'équation  (1)  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles.  Réciproquement,  l'équation  (  i)  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  réelles  à  moins  que  l'équation  (2)  n'ait  ses 
trois  racines  positives;  car  les  racines  de  l'équation  (2)  sont 
les  carrés  des  sommes  deux  à  deux,  des  racines  de  l'équa- 
tion (i  )  -,  or,  si  les  racines  de  l'équation  (  i  )  sont  toutes  réelles, 
les  sommes  deux  à  deux  de  ces  racines  seront  aussi  réelles  •,  par 
conséquent  les  carrés  de  ces  sommes  seront  positifs. 

Si     les   racines    z' ^  z",  z^"    sont    positives,    le  produit 

(4-  v^^')  X  (■+•  v^)  X  (+  V'^'^O  86^^21  positif;  par  conséquent, 
les  expressions  (4)  conviendront  seulement  au  cas  où  h  sera 
positif.  Si  h  est  négatif,  on  devra  changer  dans  ces  expressions 
le  signe  de  l'un  des  radicaux. 

Supposons  maintenant  que  les  racines  ^''^  et  2'"  soient  néga- 
tives. Dans  ce  cas  les  radicaux  -h  V^  et  -h  slz^"  peuvent  être 
remplacés  par  h^ — 1  et  h^ — i ,  A  et  /r  désignant  des  quan- 
tités positives;  le  produit  (-+- V'7)x  (-h  V^)  X  (-h  V^P^O 
devient  donc — hksz'x  ainsi,  pour  que  ce  produit  ait  le 

même  signe  que  i,  il  faut  prendre  pour  -f-  s  z'  la  détermina- 
tion dont  le  signe  est  contraire  à  celui  de  ft.  De  cette  manière. 
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les  quatre  racines  sont 

Ces  quatre  racines  sont  imaginaires,  à  moins  que  Ton  n'ait 
h  =  k*^  alors  les  deux  premières  expressions  se  réduisent  à 

la  quantité  réelle  ^z^ 

Supposons  enfin  que  les  deux  racines  z^'  et  z"'  soient  ima- 
ginaires :  on  aura  z"  ^=h  +  ksj — i,  et  z'"^=h  —  h^ — i- 
Les  deux  valeurs  de  sjz'^  pourront  être  exprimées  par 
±.  (m -ir  n  sl~)  (n^  ?09),  et  celles  de  >fz^'  seront 
ifc  (w  —  /i  ^^^.  Si  Ion  prend  pour  -h  \[z"  et  -4-  sfz"'  les 
deux  expressions  conjuguées  m  -f-  n  \l —  i  et  m  —  n  ^-^—  i  » 
on  aura  (-H  V^)x  [-{-^ z"')  =  m*  +  n}.  Ainsi,  pour  que  le 
produit  (H-  \fz')  X  (-H  ^z")x  (-4-  s/z^)  ait  le  même  signe 

que  i ,  il  faudra  prendre  pour  -h  ^7  la  détermination  dont 
le  signe  sera  le  même  que  celui  de  i.  De  cette  manière  les 
quatre  racines  seront 

—  sf^-^-^niy    — v/?"— .2/7/,     4- V^"t"2/?  v^ — I,   -hv^— 2/ï^ — I. 

Les  doux  premières  sont  réelles ,  les^  deui^  autres  sont  imagi- 
naires. 

L'équation  (a)  est  appelée  la  réduite  de  Téquation  (i). 

Calcul  des  racines  imaginaires. 

602.  Lorsque  Ton  veut    trçuver  les  racines  imaginaires 
d'une  équation  y  (x)  =  o,    on  représente   ces   racines  par 

y  -{-  zs  —  i^  y  etz  devant  être  des  quantités  réelles.  En  rem- 
plaçant orpary  -f-  z  sj — ^  i,  dans  le  polynôme  y  (a:),  o^n  a  un 

résultat  de  la  forme  P  4-  Ç^z  \J —  i.  Ce  résultat  devant  être 
nul ,  il  faut  que  l'on  ait  P=  o  et  ;z  =  o ,  ou  P  =  o  et  Q  =  o  5 
mais,  pour  les  racines  imaginaires,  j*  étant  réelle,  z  ne  peut 
être  nulle.  On  obtiendra  donc  toutes  les  racines  imaginaires  en 
déterminant  les  couples  de  valeurs  réelles  de  j^  et  de  z  qui  vé- 
rifieront les  deux  dernières  équations. 
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On  a 

2 


/(r  +  »  v^^=7)  =/(r) +/'Cr  )  »  v^^^T -/"  (jr)- 

Donc  les  équations  P  =  o ,  Q  =  o ,  sont 


(I) 


/W-/"(r)^^-/"(r)  7:^  =  0,, 


On  devra  éliminer  une  des  inconnues  j^  et  z  entre  ces  deux 
équations,  afin  d'obtenir  une  ou  plusieurs  autres  équations  qui 
déterminent  les  valeurs  de  l'autre  inconnue.  Si  Ton  élimine/, 
les  équations  résultantes  ne  contiendront  que  des  puissances 
paires  de  z,  puisque  z  n'entre  qu'à  des  puissances  paires  dans 
les  deux  équations. 

603.  Le  système  des  équations  (i)  et  (2)  admet  d'autres  so- 
lutions que  les  couples  de  valeurs  réelles  dey  et  de  z  qui  dé- 
terminent les  racines  imaginaires  de  l'équation  proposée,  et  il 
est  facile  de  voir  comment  ces  solutions  dépendent  des  racines 
de  la  proposée.  En  effet,  les  équations  (i)  et  (2)  expriment 

quej-H-zv^ —  i  est  une  racine  de  l'équation  y  (a:)  =  o,  et 
que^  —  z^  —  I  est  aussi  une  racine  de  la  même  équation.  Or, 
si  l'on  représente  par  a  et  b  deux  racines  quelconques  de 
/(x)  ^o,  et  si  l'on  pose 


on  en  conclut 

a  -i-  b  n  —  h 


Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  y  seront  les  demi-sommes  des 
racines  de  l'équation  proposée  combinées  deux:  à  deux;  et, 
si  Ton  fait  z^  =:  u.  les  valeurs  de  u  seront  les  carrés  des  diffé- 
rences  des  racines,  pris  en  signes  contraires  et  divisés  par  4- 
Si  Ton  a  calculé  l'équation  aux  carrés  des  différences,   elle 


^ 
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tiendra  lieu  de  celle  que  produirait  rélimination  de  y  entre 
les  équations  (i)  et  (2).  On  devra  alors  calculer  les  racines 
négatives  de  Téquation  aux  carrés  des  différences ,  les  prendre 
en  signe  contraire,  les  diviser  par  4?  ^^  extraire  les  racines 
carrées  des  résultats.  On  obtiendra  ainsi  toutes  les  valeurs 
de  z  ;  on  trouvera  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  j', 
en  substituant  chacune  des  valeurs  de  z  dans  les  équations  (i) 
et  (2)  et  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  équa- 
tions en  j^  produites  par  la  substitution.  Il  pourra  d'ailleurs 
arriver  que  toutes  les  valeurs  de  z  ne  déterminent  pas  des 
valeurs  réelles  dey;  car,  lorsque  l'équation  proposée  a  des 
racines  imaginaires  non  conjuguées,  dont  la  partie  réelle  est 

la  mérne^  comme  a  +  |3  ^ —  leta+y^  —  i,le  carré  de 
la  différence  de  ces  racines  est  une  quantité  négative;  de  sorte 
que  l'équation  aux  carrés  des  différences  peut  avoir  plus  de 
racines  négatives  que  la  proposée  n'a  de  couples  de  racines  ima- 
ginaires. 

Théorème  de  M.  Cacchy,  sur  les  racines  imaginaires. 

604.  Soity(z)  une  fonction  rationnelle  et  entière  par  rap- 
port à  2 ,  du  degré  m ,  qui  pourra  contenir  des  coefficients 
imaginaires.  Représentons  par 

«1  -f-  6i  V^ —  I ,       «j  H-  6j  v'—  »  y  •  •  •  > 

les  m  racinesde  cette  équation  ;  ces  racines  pourront  ne  pas  être 
toutes  inégales  ;  et  s'il  y  a  des  racines  réelles ,  elles  seront  com- 
prises dans  les  mêmes  expressions ,  en  réduisant  à  zéro  le  coef- 
ficient de  v/  —  I .  Soit  aussi  U  -h  V  V'  —  i  ce  que  devient  le  po- 
lynôme f(z)  quand  on  y  remplace  z  para:  -I-  y  V^ —  i ,  on 
aura 

(i)    (  /(0=/U4-rv'"^)=u-hVv^^^ 

(  =  [^  —  «1 4-  (r  —  64)^— 1][«  —  «j  •+-  (r  —  €a)  V— 1]..- 


On  peut  mettre  Texpiession  x  —  «  -+-  (y  —  6)  ^  —  i     sous 
cette  autre  forme 

/•(cos/7-l-  \/—  isin/»)- 
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On  a  alors 

r=[(^-a)'  +  (r-6)']S 

X  —  a  Y  —  6  r— 6. 

coso= >     sinp= )     tang  o  = • 

r  '^  r  X  —  a 

En  faisant  de  même 

U  4-  V  V^—  I  =  R (cosP  -f-  v/—  I  sin  P), 
on  a 

^       V 

tangP=r  -, 

et  l'égalité  (i)  se  change  dans  la  suivante, 

R(cosP4-^—  I  sin  P)  = 
r,  ( cos/7, -4-  V^  —  I  sin/?,  )  X  r,(cos/?,  -\- sj  —  i  sin/?,)  X  •  •  .; 

d'où  l'on  conclut 

P  =  /?!  H-  /?,  -h/?3  -h 

605.  Considérons  les  variables  x  eiy  comme  les  coordonnées 
d'un  point  indéterminé  M  d'un  plan ,  et  a  et  S  comme  celles 
d'un  poinl  fixe  A  dans  le  même  plan.  Les  quantités  relp  se- 
ront alors  les  coordonnées  polaires  du  point  M  par  rapport  au 
point  fixe  A. 

Lorsqu'un  angle  varie  d'une  manière  continue ,  la  tangente 
de  cet  angle  peut  changer  de  signe  en  devenant  nulle,  ou  en  de- 
venant infinie  \  et  chaque  fois  qu'elle  change  de  signe  en  deve- 
nant nulle,  elle  passe  du  négatif  au  positif  quand  l'angle  est 
croissant,  et  elle  passe,  au  contraire,  du  positif  au  négatif, 
quand  l'angle  est  décroissant.  Soient  p'  et  p"  deux  angles  quel- 
conques déterminés^  supposons  p"^p'y  et  soient  hiz  et 
(A  -f-  /^)7r  les  multiples  de  tt  immédiatement  inférieurs  à  p'  et 
à  p".  Les  valeurs  de  l'angle^  comprises  entre//  et/?",  pour  les- 
quelles ia  tangente  sera  zéro,  seront 

donc ,  si  l'angle  p  est  constamment  croissant  depuis  p'  jus- 
qu'à p"^  sa  tangente  passera  n  fois  du  négatif  au  positif  en  de- 
venant nulle.  Si  l'angle  p  varie  depuis  p'  jusqu'à  p"  sans  être 
constamment    croissant,    sa   tangente,    en  devenant   nulle  y 
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pourra  passer  tantôt  du  négatif  au  positif,  et  tantôt  du  positif 
au  négatif;  mais  l'excès  du  nombre  de  fois  qu  elle  passera  du 
négatif  au  positif  sur  le  nombre  de  fois  qu'elle  passera ,  au 
contraire,  du  positif  au  négatif,  sera  égal  à  n  \  car,  si  Fangle  p, 
en  variant  depuis  p^  jusqu'à  p"^  prend  plusieurs  fois  une  des 
valeurs  intermédiaires  (A+  i)7r,  [h-\-  a)7r, . . . ,  (A  -1-/1)715 
il  la  prendra  alternativement  en  croissant  et  en  décroissant, 
et  il  devra  la  prendre  une  fois  de  plus  en  croissant  qu'en  dé- 
croissante 

606,  Supposons  maintenant  un  contour  fermé  quelconque  , 
qui  soit  tel  qu'en  aucun  de  ses  points  on  n'ait  à  la  fois  U  =  o 
et  V  =  o.  Si  l'on  construit  des  points  Ai ,  Aj ,  etc.,  qui  aient 
pour  coordonnées  les  différents  couples  «i  et  61 ,  a%  et  6j ,  etc., 
aucun  de  ces  points  ne  sera  situé  sur  le  contour  ;  et ,  si  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  el  y  parcourt  le  contour  entier, 
lorsqu'il  sera  revenu  à  sa  position  initiale,  l'angle /7,-  corres- 
pondant au  point  A,-,  et  dont  ce  point  sera  le  sommet,  aura 
augmenté  de  iiz  ou  il  aura  repris  sa  valeur  primitive,  suivant 
que  le  point  A,  sera  situé  dans  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du 
contour.  Donc,  si  n  est  le  nombre  des  points  intérieurs  au 
contour,  Tangle  P  aura  augmenté  de  2/i7r;  par  conséquent 
Texcès  du  nombre  de  fois  que  la  tangente  de  cet  angle,  ou  le 

V 
rapport  r^  9  aura  passé  du  négatif  au  positif  en  devenant  nul, 

sur  le  nombre  de  fois  que  ce  rapport  aura  passé  du  positif  au 
négatif  en  devenant  nul ,  sera  égal  à  qw;  ou ,  en  d'autres  ter- 
mes : 

Siî[z)  =  f  (x  -i-  jsf—î)  =  U  H-  V  v/  —  I  ,  en  supposant 
que  Von  prenne  successwement  pour  x  e^  y  les  coordonnées  de 
tous  les  points  d'un  contour  fermé  quelconque ,  tel  quen  au- 
cun point  de  ce  contour  on  n'ait  à  la  fois  U  =  o ,  V  =  o ,  et 

V 

,  en  calculant  V  excès  du  nombre  de  fois  que  le  rapport  =->  en 

dei^enant  nul,  passe  du  négatif  au  positif  y  sur  le  nombre  de 
Jois  que  ce  rapport  passe,  en  devenant  nul,  du  positif  au  né- 
gatif, pendant  que  le  point  x,  y  parcourt  le  contour  en  avan- 
çant toujours  dans  le  même  sens ,  jusquà  ce  qu^il  ait  replis 
sa  position  initiale;  si  A  est  cet  excès ,  le  nombre  des  points 
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dont  les  coordonnées  x  =  a ,  y  =  6 ,  vérifient  V équation 

f{z)    ou  /(x-f-jrv'-^)  =  0) 

et  qui  sont  situés  dans  l'intérieur  du  contour  fermée   est 

607.  Au  moyen  de  ce  théorème ,  on  peut  connaître  le  nom- 
bre des  racines  imaginaires  de  l'équation 

f[z)     ou    /(or  +  rV'— l)  =  o, 

dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  deux  limites  données  a 

et  a',  et  le  coefficient  de  \J —  i  entre  les  limites  b  etb\  On 
considérera  le  contour  formé  par  les  quatre  droites  x  =  a^ 
x=  a\y  =  by  j-  =  J'.  l'excès  A  pour  ce  contour  entier  sera 
évidemment  égal  à  la  somme  des  valeurs  de  cet  excès  calculées 
successivement  par  rapport  à  chacun  des  quatre  côtés ,  en  sup- 
posant que  le  point  mobile  avance  toujours  dans  le  même  sçns, 
Op  on  aura 

les  valeurs  de  ce  rapport  pour  les  quatre  côtés  consécutifs 

seront  x  (^j  *),  X  (^S  j)?  X  (^5  *0  5  X  (^^j) ,  et  elles  devront 
être  considérées  la  première  entre  les  limites  x  =  a  elx  =  a\ 
la  deuxième  entre  les  limites  j^  =  i  et  y  =  b\  la  troisième 
entre  les  limites  x  ==  a'  et  a:  =  a ,  la  quatrième  entre  les  li- 
mites y  =  b'  et  y  =  b, 

608.  Pour  obtenir  les  parties  de  la  valeur  de  A  correspon- 
dantes à  chacune  de  ces  quatre  fonctions,  entre  les  litaites  in- 
diquées,  il  faudra   appliquer  le  théorème  qui  a  été  exposé 


('*)  M.  Cauchy,  en  faisant  connaître  ce  théorème  remarquable,  n*én  avait  pas 
donné  une  démonstration  élémentaire  ;  celle  qui  vient  d'être  exposée  est  de 
Sturm;  elle  a  paru ,  en  i836  »  dans  le  Journal  de  M.  Liouville  (  tome  I ,  p.  290). 
M.  Liouville  et  Sturm  en  ont  donné  d'autres  qui  se  trouvent  dans  le  même  vo- 
lume, et  par  lesquelles,  sans  avoir  établi  auparavant  qu'une  équation  a  toujours 
une  racine,  on  prouve  qu'une  équation  du  degré  m  en  a  m.  Sturm  démontre 
aussi  l'existence  d^une  racine  par  les  considérations  qui  ont  été  employées  dans 
la  démonstration  ci-dessus.  A  cet  effet,  il  prouve  que,  lorsqu'il  n'existe  aucun 
point  dans  l'intérieur  d'un  contour  fermé  et  sur  ce  contour  même,  pour  lequel 
on  ait  U  =  o  et  V  =.  o,  l'excès  A  pour  ce  contour  est  nul  ;  et  que,  pour  un 
contour  circulaire  d'un  rayon  suffisamment  grand,  qui  a  son  centre  à  l'origine  , 
Texcès  A  ne  peut  être  nul,  et  il  est  égal  a  2my  m  étant  le  degré  de  l'équation. 
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dans  le  n**  545.  Si ,  au  lîeu  d'avoir  à  considérer,  comme  on  Ta 
supposé  pour  la  démonstralion  de  ce  théorème ,  une  expres- 
sion fractionnaire  dont  le  nimiérateur  soit  d'un  degré  supé- 
rieur h  celui  du  dénominateur,  on  a ,  au  contraire ,  une  frac- 

V  . 

lion  — »  dont  le  dénominateur  Vi  ait  un  degré  supérieur  à 

celui  du  numérateur  V,  en  nommant  R  le  reste  de  la  division 
de  Vj  par  V,  on  aura  V,=  VQ-|-R.  D'après  cette  ^alité, 

lorsque  V  est  zéro,  Vj  et  R  ont  la  même  valeur;  donc  les  rap- 

V        V 

ports  ^  et  -r-  passent  en  même  temps ,  en  devenant  nuls ,  du 

négatif  au  positif  ou  du  positif  au  négatif.  On  est  ainsi  ramené 
au  cas  qui  a  été  examiné  dans  le  n^  545. 

On  peut  aussi  prouver,  par  des  considérations  semblables 

à  celles  du  n®  544  ^  que  le  théoième  du  n°  545  ne  cesse  pas  de 

V 
subsister  quand  les  deux  termes  de  la  fraction  ^  ont  un  fac- 

leur  commun  algébrique  ;  pourvu  que  les  deux  nombres  a  et 
6 ,  qu'on  doit  substituer  dans  les  fonctions  V,  Vi ,  V» , . . . ,  V,., 
soient  différents  de  toutes  les  valeurs  de  x  qui  annulent  le  fac- 
teur commun. 

609.  Quand    on    prend    un    contour    tel    que    l'équation 

f(x  -\-y  si —  i)  ==  U  -h  V  \l —  I  =  o  soit  vérifiée  par  les  coor- 
données d'un  de  ses  points,  le  théorème  de  M.  Cauchy  est 
soumis  à  des  modifications  pour  lesquelles  il  faut  avoir  égard 
à  la  forme  du  contour.  Mais,  en  considérant  un  contour  rec- 
tangulaire, si  le  point  correspondant  à  l'une  des  racines  de 
Téquation  est  situé,  par  exemple,  sur  le  cbiéy  =  i,  les  deux 

termes  de  la  fraction  .  ,    V ,  ?  ou  y  (x,  b\.  ont  un  facteur 

>P(j:,  b)  A.\     7      / 

conmiun  qui  est  rendu  nul  par  les  valeurs  de  x  correspondantes 
à  j^  =  i ,  ce  qui  fait  connaître  ces  valeurs  de  x.  On  trouve  les 
limites  des  autres  racines  en  modifiant  la  valeur  y=zb. 

610.  Sturm  a  fait  voir  qu'on  peut  considérer,  au  lieu 
d'un  contour  fermé,  une  droite  indéfinie,  parallèle  à  l'un  des 
axes  des  coordonnées.  On  détermine  alors  le  nombre  des  ra- 
cines auxquelles  correspondent  des  points  situés  d'un  même 
-côté  de  cette  droite. 

Soit  la  droite  y=^b,  parallèle  à  Taxe  des  x.  On  fera  j^  =  6 
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U 

dans  le  rapport  =-^  l'excès  du  nombre  de  fois  que  ce  rapport 

passera  en  s'évanouiâsant  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre 
de  fois  qu'il  passera  en  s' évanouissant  du  négatif  au  positif, 
pour  les  valeurs  de  x  depuis  —  00  jusqu'à  •+-  00  ,  serai  égal  à 
l'excès  du  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le  coefficient  de 

^ —  I  sera  plus  grand  que  b ,  ou  auxquelles  correspondront  des 
points  situés  au-dessus  de  la  droite  j^  =  i ,  sur  le  nombre  des 

racines  pour  lesquelles  le  coefficient  de  V — i  sera  plus  petit 
que  b  ,  et  auxquelles  correspondront  des  points  situés  au-des- 
sous de  la  droite. 

Pour  une  droite  x=:^a^  parallèle  à  l'axe  des  y,  si  le  degré 

m  de  l'équation  est  pair,  on  fera  a:  =  a  dans  le  rapport  —  5 

l'excès  du  nombre  de  fois  que  ce  rapport  passera  en  s'évabouis- 
sant  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre  de  fois  qu'il  passera 
en  s'évanouissant  du  négatif  au  positif,  depuis  y  =  —  00  jus- 
qu'à j^  =  -h  00  ,  sera  égal  à  l'excès  du  nombre  des  racines 
qui  auront  une  partie  réelle  plus  petite  que  a ,  sur  le  nombre 
des  racines  qui  auront  une  partie  réelle  plus  grande  que  a. 

Si  le  degré  m  de  l'équation  est  impair,  on  appliquera  la 

U  V 

même  règle  en  prenant  au  lieu  du  rapport  --  le  rapport  —  jr  » 

dans  lequel  on  feraj^  =  a,  et  on  fera  ensuite  croître  y  depuis 
—  00  jusqu'à  -f-  00  . 

Cette  proposition  se  démontre  de  la  même  manière  que  celle 
qui  est  relative  à  un  contour  fermé  \  il  faut  seulement  considé- 
rer pour  les  deux  premières  règles ,  au  lieu  de  la  tangente  de 

V 

l'angle  P  exprimée  par  le  rapport  —  et  qui  serait  nulle  aux 

deux  limites ,  la  cotangente  de  cet  angle  exprimée  par  le  rap- 
port inverse  —  >  qui  dévient  nulle  toutes  les  fois  que  l'angle  P 

devient  égal  à  un  multiple  impair  de  l'arc  -9  et  qui  passe  tou- 

jours  en  s'évanouissant,  du  positif  au  négatif  quand  l'angle  P 
est  croissant,  et  du  négatif  au  positif  quand  l'angle  P  est  dé- 
croissant. 
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CHAPITRE  DIX-NEUYIÈME. 

THÉORÈMES  SUR  LES  FACTEURS  PREMIERS  DES  QUANTITÉS  ALGÉ- 
BRIQUES. PLLS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  DBS  QUANTITÉS 
ENTIÈRES.  THÉORIE.  DE  l'ÉLIMINATION  ,  POUR  LA  RÉSOLUTION 
DE  DEUX  ÉQUATIONS  DE  DEGRÉS  QUELCONQUES,  ENTRE  DEUX 
INCONNUES. 


Théorèmes  sur  les  facteurs  premiers  des  quantités 

algébriques, 

6H .  On  nomme  quantités  entières  les  quantités  algébriques 
rationnelles  qui  ne  contiennent  aucun  dénominateur  numé- 
rique ou  littéral,  et  Ton  dit  qu'une  quantité  entière  est  ou 
n'est  pas  divisible  par  une  autre,  suivant  que  le  quotient  de 
la  première  quantité  par  la  seconde  est  ou  n'est  pas  une  quan- 
tité entière.  ^ 

Lorsqu'une  quantité  entière  n'est  divisible  par  aucune  quan- 
tité entière  autre  qu'elle-même  ou  l'unité,  on  dît  qu'elle  est 
première.  Ainsi,  a  —  i*  est  une  quantité  première j  il  en  est 
de  même  de  x'  —  x  -H  i ,  qui  n'admet  que  des  diviseurs  du 
premier  degré  avec  des  quantités  imaginaires.  On  dit  que  deux 
quantités  entières  sont  premières  entre  elles,  lorsqu'elles 
n'ont  aucun  autre  diviseur  commun  que  l'unité.  Ainsi  les 
quantités  a'  —  i*  et  4^* — 9^*  sont  premières  entre  elles, 
car  a*  —  i*  n'admet  pour  diviseurs  que  a  —  b  et  a-f-J, 
et  4^'  —  9^*  n'admet  que  les  deux  diviseurs  aa-h3i  et 
aa  —  3i. 

Les  théorèmes  principaux  sur  les  facteurs  premiers  des 
nombres  (n°*  219  et  220)  conviennent  aux  quantités  algé- 
briquesw  On  s'est  contenté  longtemps  de  les  admettre  relati- 
vement à  ces  quantités,  sans  démontrer  la  légitimité  de  cette 
extension.  Mais  M.  Lefébure  de  Fourcy  en  a  donné  les  dé- 
morrstrations  en  1827,  dans  un  ouvrage  intitulé  :  Traité  sur 
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le  plus  granu  commun  dit^t'seur  et  la  théorie  de  l'élimination  4 
Ce  sont  ces  démonstrations  que  je  vais  exposer. 

612.  Théorème  i®*".  —  Toute  quantité  première  P  qui 
divise  le  produit  de  deux  quantités  entières  A  ef  B ,  doit  diviser 
l'une  d'elles. 

Quand  A,  B  et  P  sont  des  nombres,  la  proposition  est  celle 
du  n*^  219.  Lorsque  ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  trois  nu- 
mériques, et  ne  contiennent  pas  plus  d'une  lettre  9  il  y  a  quatre 
cas  à  considérer. 

Premier  cas.  A  contient  la  lettre  x,  B  e^  P  sont  numé- 
riques. 

Soit 

A  =  ax^  +  bx^  4- . .  . , 

a,  6 ,  etc. ,  étant  des  nombres  entiers,  ainsi  que  a ,  j3^  etc.  En 
multipliant  A  par  6 ,  on  a 

AB  =  Bax*  -hBbx^  -h.... 

Puisque  le  produit  AB  est  divisible  par  le  nombre  P,  il  faut 
(yie  P  divise  chacun  des  coefficients  Ba,  B£,  etc.  5  par  consé- 
quent 5  si  P,  qui  est  un  nombre  premier,  ne  divise  pas  B ,  il 
devra  diviser  chacun  des  nombres  «,0,  etc.  Or,  s*il  divise 
tous  ces  nombres ,  il  divise  le  polynôme  A.  Donc  P  doit  diviser 
A  ou  B. 

Deoxième  cas.  a  et  b  contiennent  x,  P  est  numérique. 
Supposons  que  P  ne  divise  ni  A  ni  B.  Nommons  A'  Ten- 
semble  de  tous  les  termes  de  A  dont  les  coefficients  sont  des 
multiples  de  P,  et  A''  l'ensemble  de  tous  les  autres  termes  ;  on 
aura  A  =  A'  •+-  A'^  Décomposons  B  de  la  même  manière  et 
soit  B  =  B'  -i-  B'^  On  aura 

AB  =:  (A'  +  A")  (B'  +  B")  =  A'  B'  +  A'  B"  -f-  A"  B'  -h  A"  B'^ 

Les  trois  premières  parties  de  ce  produit  sont  divisibles  par  P; 
et  puisque,  suivant  l'énoncé  du  théorème,  P  divise  AB,  il  faut 
que  P  divise  A'^B'',  ce  qui  exige  qu'il  divise  tous  les  termes 

de  A"  B''.  Soient  ax"  et  bx^  les  termes  de  A"  et  de  B''  dans 

lesquels  la  lettre  a:  a  le  plus  haut  exposant  5  le  terme  abx^"^^ 
fera  partie  du  produit  hl'W^  et  il  ne  pourra  se  réduire  avec 


^ 
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aucun  auti^  terme  de  ce  produit  5  or  le  terme  abx^"^^  n'est 
pas  divisible  par  P,  puisque,  d'après  les  suppositions,  P  ne 
divise  ni  a  ni  b.  Il  est  donc  impossible  d'admettre  (jue  P  divise 
AB  et  ne  divise  ni  A  ni  B. 

Troisième  cas.  A  contient  tl  ^  B  est  numérique ^  et  P  con~ 

tient  X. 

Représentons  par  Q  le  quotient  de  AB  par  P ,  qui,  par  hypo- 
thèse, est  une  quantité  entière,  et  nommons  F,  P,  F'',  etc.,  les 
facteurs  premiers  du  nombre  B  j  on  aura 

AFF'F"...  =PQ. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  étant  divisible  par  F,  le 
produit  PQ  doit  Tètre  aussi  ;  mais  P  est  une  quantité  première 
qui  contient  x  \  donc  elle  n'est  divisible  par  aucun  nombre  ; 
donc  Q  est  divisible  par  F,  sans  quoi  le  produit  PQ  ne  pour- 
rait pas  être  divisible  par  F  (2®  cas).  Soit  QMe  quotient  de  Q 

par  F,  on  aura 

AF'  F" . . .  =  PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible  par 
F';  et,  en  nommant  Q''  le  quotient,  on  aura 

AF"...  =  PQ". 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne  ren- 
ferme plus  que  A,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A  =  PQ.; 

et,  comme  Qi  sera  encore  une  quantité  entière,  on  conclut  de 
cette  dernière  ^alité  que  P  divise  A. 

Quatrième  cas.  A,  B  et  P  contiennent  x. 

Supposons  que  P  ne  divise  pas  A.  Si  le  degré  de  P  ne  sur- 
passe pas  celui  de  A ,  effectuons  la  division  de  A  par  P,  afin 
de  parvenir  à  un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient 
pourra  contenir  des  coeflGcients  fractionnaires,  mais  il  sera 
entier  par  rapport  à  x.  Représentons  par  M  le  nombre  par 
lequel  il  faudra  multiplier  ce  quotient  pour  que  tous  les  déno- 
minateurs disparaissent,  par  Q  le  polynôme  entier  qui  résul- 
tera de  cette  multiplication,  et  par  A' le  polynôme  qu'on  ob- 
tiendra en  multipliant  aussi  par  M  le  reste  de  la  division  ;  il 
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est  clair  que  Q  et  A'  seront  le  quotient  et  le  reste  qu'on  trou- 
verait si  l'on  divisait  MA  par  P,  de  sorte  que  Ton  aura 

MA  =  PQ  4-  A'. 

A' ne  sera  pas  nul^  autrement  le  produit  MA  serait  divisible 
par  le  polynôme  premier  P,  ce  qui  est  impossible  (3®  cas)  5  de 
plus  A^  sera  une  quantité  entière,  puisque  MA  et  PQ  sont  des 
quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  ci -dessus  par  B, 
et  les  divisant  ensuite  par  P,  il  vient 

mcAB       ^^       A'B 
M  — =  BQ4-— . 

On  conclut  de  cette  dernière  égalité  que  P,  qui  divise  AB,  doit 
diviser  aussi  A'B. 

Supposons  que  A'  soit  algébrique  -,  en  divisant  P  par  A',  on 
parviendra  à  un  reste  de  degré  moindre  que  A',  et  en  repré- 
sentant par  M'  le  nombre  par  lequel  il  faudra  multiplier  le 
quotient  pour  que  les  dénominateurs  disparaissent ,  par  Q'  le 
polynôme  entier  qui  résultera  de  cette  multiplication,  et  par  A'' 
le  produit  qu'on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par  M' le  reste 
de  la  division ,  on  aura 

M' P  =  A'  Q  4-  A". 

A''  ne  sera  pas  nul ,  car,  si  cela  était,  il  faudrait  que  M'  P  fût 
divisible  par  chaque  facteur  premier  algébrique  de  A',  ce  qui  est 
impossible-,  de  plus,  A'' sera  une  quantité  entière ,  puisque  M' P 
et  A'  Q'  seront  des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  par 
B,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  on  aura 

Oa  conclut  de  celle-ci  que  P,  qui  divise  A'B,  doit  diviser 
aussi  A''B. 

Si  A''  est  encore  algébrique,  on  divisera  P  par  A^^ •,  il  en  ré- 
sultera une  nouvelle  égalité  semblable  aux  précédentes,  savoir  : 

M"P  =  A''QM-A^     d'où     ]vrB  =  ^Q"4-^. 

33 
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La  dernière  égalité  montre  que  P,  qui  divise  A''B,  doit  di- 
viser aussi  A'"B. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  nécessairement  à  un 
reste  numérique  Ai ,  puisque  Ton  ne  saurait  avoir  un  reste 
nul  immédiatement  après  un  reste  fonction  de  x  ;  et  comme  on 
voit  par  les  raisonnements  ci-dessus,  que  le  produit  Ai  B  devra 
encore  être  divisible  par  P,  il  s'ensuit  que  P  doit  diviser  B 
(3*  cas). 

Si  le  degré  de  P  surpassait  celui  de  A ,  la  démonstration  se 
ferait  de  la  même  manière;  seulement  on  diviserait  d'abord  P 
par  A ,  au  lieu  de  diviser  A  par  P. 

Si ,  au  lieu  de  supposer  que  les  quantités  A ,  B  et  P  ne  con- 
tiennent pas  plus  d'une  letlre,  on  suppose  qu'il  peut  y  avoir, 
dans  ces  quantités,  deux  lettres  x  et  j^,  on  aura  encore  quatre 
cas  à  examiner,  savoir  : 

Lorsquun  seul  des  fadeurs  A  e^  B  contient  la  lettre  x,j  et 
que  P  ne  la  contient  point  ^ 

Lorsque  les  deux  facteurs  A  et  B  contiennent  la  lettre  x,  et 
que  P  ne  la  contient  point; 

Lorsquun  seul  des  facteurs  A  e^  B  contient  la  lettre  x  y 
et  que  P  la  contient  aussi  ,* 

Enfin,  lorsque  les  deux  facteurs  A  et  B  contiennent  la 
lettre  x,  et  que  P  la  contient  aussi. 

Les  démonstrations  sont  semblables  à  celles  qui  viennent 
d'être  exposées;  la  seule  différence  consiste  en  ce  que  les  quan- 
tités qui,  précédemment ,  étaient  supposées  numériques,  peu- 
vent être  ici  des  quantités  algébriques  dépendantes  de  la 
lettre  j^. 

De  même  que  les  cas  où  les  quantités  A ,  B ,  P  ne  renfer- 
ment pas  plus  d'une  seule  lettre,  servent  à  démontrer  la  propo- 
sition pour  les  cas  où  ces  quantités  peuvent  contenir  deux 
lettres,  de  même  ceux-ci  serviront  à  passer  aux  cas  où  ces  quan- 
tités pourraient  contenir  trois  lettres;  et  ainsi  de  suite,  quel 
que  soit  le  nombre  des  lettres.  Le  théorème  général  doit  donc 
être  regardé  comme  démontré. 

6i3.  Théorème  ii.  —  Une  quantité  littérale  ne  peut  pas 
être  décomposée  en  facteurs  premiers  de  plusieurs  manières. 
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Soit  ABCD. . .  un  produit  de  facteurs  premiers,  et  suppo- 
sions qu'il  soit  égal  à  un  autre  produit  abcd, . . ,  les  facteurs 
a^b^  c^  dy  etc.,  étant  aussi  premiers.  Le  facteur  a  divisant 
abcd. . . ,  il  faudra  qu'il  divise  aussi  ABCD. .  . .  Or,  si  la  quan- 
tité première  a  est  différente  de  chacune  des  quantités  pre- 
mières A ,  B ,  C ,  D,  etc.,  elle  ne  pourra  diviser  aucune  d'elles  ; 
ne  divisant  ni  A  ni  B,  d'après  le  théorème  précédent,  elle  ne 
divisera  pas  le  produit  AB^  ne  divisant  ni  AB  ni  C,  elle  ne 
divisera  pas  ABC  ;  ainsi  de  suite.  Il  faut  donc  que  le  facteur  a 
soit  égal  à  l'un  des  facteurs  A ,  B,  C,  D,  etc.  Supposons  a  =  A. 
En  divisant  les  deux  produits  par  A,  les  produits  restants 
BCD. . .  et  bcd. . .  sont  encore  égaux,  et,  en  leur  appliquant 
le  raisonnement  précédent ,  on  conclura  que  b  doit  être  égal  à 
l'un  des  facteurs  du  produit  BCD . . .  ^  ainsi  de  suite.  Il  faut 
donc  que  les  deux  produits  ABCD. . .  et  abcd, . .  soient  com- 
posés des  mêmes  facteurs  premiers  -,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé. 

On  doit  remarquer  que  cette  démonstration  ne  diffère  pas 
de  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  nombres  (n°  220). 

Corollaire.  —  Au  moyen  du  théorème  ci-dessus,  il  est 
facile  de  prouver  la  proposition  que  nous  avons  admise  dans 
les  n°*  163  et  356  :  que  la  racine  d^un  degré  quelconque  d!une 
quantité  entière  ne  peut  être  une  quantité  fractionnaire,  La 
démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée 
pour  les  nombres  (n°  223). 

Du  plus  ginnd  commun  dis^lseur  des  quantités 

algébriques  entières. 

614.  On  nomme  plus  grand  commun  di^i^eurde  plusieurs 
quantités  algébriques  entières ,  le  produit  de  tous  les  facteurs 
premiers ,  numériques  ou  littéraux ,  communs  à  ces  quantités. 

615.  Il  résulte  de  cette  définition,  que  l'on  obtiendra  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  monômes  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  numériques , 
et  en  écrivant  à  la  suite  de  ce  nombre  chaque  lettre  commune 
à  tous  les  monômes,  avec  le  plus  petit  exposant  dont  elle  est 
affectée. 

53. 
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G16.  Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers  M  et  IN  ,  on  déterminera  d'abord  les  facteurs 
monômes  de  cbaque  polynôme ,  en  cberchant,  comme  il  vient 
d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  cha- 
cun d'eux.  Soit  a  le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes 
de  M,  et  i  le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  N. 
En  divisant  M  par  a  et  N  par  i,  on  aura  des  quotients  A 
et  B.  Les  facteurs  monômes  communs  à  M  et  N  devront  être 
communs  à  a  et  & ,  et  les  facteurs  polynônaes  communs  à  M  et 
N  devront  être  communs  à  A  et  B;  par  conséquent,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  M  et  N  sera  le  produit  de  la 
multiplication  du  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
A  et  B  par  celui  des  monômes  a  et  b. 

617.  La  question  étant  ainsi  réduite  à  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  entiers  A  et  B  qui 
ne  contiennent  plus  de  facteurs  monômes  ,  supposons  que  ces 
polynômes  soient  ordonnés  par  rapport  à  une  lettre  x,  et  que 
le  degré  de  B  ne  surpasse  pas  celui  de  A.  Si  B  divisait  exacte- 
ment A  5  le  polynôme  B  serait  lui-même  le  plus  grand  commun 
diviseur;  on  est  donc  conduit  à  diviser  A  parB.  Supposons 
que  la  division  ne  se  fasse  pas  exactement;  si  l'on  obtient  un 
quotient  entier  Q ,  et  un  reste  R  d'un  degré  moindre  que  B 
par  rapport  à  j:,  on  aura  Tégalilé 

A  =  BQ-f-R. 

D'après  cette  égalité,  tous  les  facteurs  communs  à  A  et  à  B  doi- 
vent se  trouver  dans  R,  et  tous  les  facteurs  communs  à  B  et  à  R 
doivent  se  trouver  dans  A  ;  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A  et  de  B  est  donc  le  même  que  celui  de  B  et  de  R. 

Celte  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q  conte- 
nait des  dénominateurs.  Or,  dans  le  plus  grand  nombre  de 
cas,  on  ne  pourra  pas  effectuer  la  division  de  A  par  B  jusqu'à 
ce  que  Ton  parvienne  à  un  reste  de  degré  moindre  que  A,  sans 
que  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x  dans  le  quotient 
soient  fractionnaires. 

On  évitera  de  mettre  des  fractions  au  quotient,  si,  chaque 
fois  qu'ils'en  présenter  ait,  ou  multiplie  le  dividende  par  lecoeffi- 
cient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  le  diviseur,  ou  par 
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les  facteurs  premiers  de  ce  coefficient  qui  ne  se  trouvent  pas 
dans  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  x  du  dividende  5  mais, 
pour  que  cette  préparation  n'altère  pas  le  plus  grand  commun 
diviseur,  il  faudra  que  la  quantité  par  laquelle  on  multipliera 
le  dividende  ne  soit  point  un  des  facteurs  du  diviseur. 

Quand  les  polynômes  A  et  B  ne  contiennent  qu'une  seule 
lettrejc,  les  coefficients  des  puissances  de  cette  lettredans  chaque 
polynôme  sont  premiers  entre  eux;  puisque,  par  hypothèse,  on 
a  supprimé ,  dans  chacun  des  polynômes ,  tous  les  facteurs  mo- 
nômes. Il  résulte  de  là  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  A  et  B,  qui  est  le  produit  des  facteurs  premiers  com- 
muns à  ces  polynômes,  ne  changera  pas,  si  Ton  multiplie  le  di- 
vidende A  par  le  coefficient  du  premier  terme  de  B  ou  par  un 
facteur  quelconque  de  ce  coefficient.  De  cette  manière,  la  pre- 
mière division  partielle  pourra  toujours  s'effectuer  sans  frac-^ 
tîon;  et  en  recourant  k  une  préparation  semblable,  chaque 
fois  que,  dans  le  cours  de  la  division  de  A  par  B,  on  parvien- 
dra à  un  dividende  partiel  dans  lequel  le  coefficient  du  premier 
terme  ne  sera  pas  exactement  divisible  par  le  coefficient  du 
premier  terme  du  diviseur,  on  pourra  pousser  les  calculs  jus- 
qu'à ce  qu'on  soit  pai^venu  à  un  reste  R  de  degré  moindre  que 
B.  Il  ne  s'agira  plus  alors  que  de  trouver  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  polynômes  B  et  R.  A  cet  effet,  on  divisera  B 
par  R  5  en  observant  d'abord  que,  s'il  y  a  dans  R  des  facteurs 
monômes,  on  pourra  les  supprimer,  puisqu'il  n'en  existe  plus 
de  tels  dans  B.  En  continuant  ces  opérations ,  comme  les  de- 
grés des  restes  iront  toujours  en  diminuant,  on  parviendra 
nécessairement  à  un  reste  indépendant  de  x.  Quand  ce  reste 
sera  zéro ,  le  reste  précédent  sera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  polynômes  A  et  B.  Quand  le  dernier  reste  ne  sera  pas 
nul ,  les  polynômes  A  et  B  n'auront  aucun  diviseur  commun; 
car  tout  diviseur  commun  à  ces  polynômes  devrait  diviser  le 
dernier  reste ,  par  conséquent  il  ne  pourrait  être  qu'une  quan- 
tité indépendante  de  a:,  c'est-à-dire  un  nombre,  et  par  hypo- 
thèse ,  A  et  B  n'ont  plus  de  facteurs  numériques. 

Voici  un  exemple  de  ces  opérations  : 

A  =  3  j?^  —  I  o  o:^  H-  1 5  X  -f-  8 , 
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Première  division. 

— 3x*-f-6a:*-|-i8x>— I2X»— 39X— 18  1  3 

3x*-|-  4<^ —  6^' — 12^ —  5. 

Avant  de  passera  la  seconde  division ,  on  supprime,  dans 
le  reste  de  la  première ,  le  facteur  a  -  et  Ton  multiplie  le  poly- 
n6a.eBpar3 

Deuxième  division, 

3a?»—  6jr*— i8:fc»-»-i2jr'4-39x-hi8|3x«-f-4^— 6^'— >a^  — 5 
— 3x» —  4•^"^~  6x*H-i2a:*-h  5x  |    JC,  — 5 

—  lox* —  1 2a:^-h24A*-4-44''^+  '^ 

—  Sx* —  6x*-Hi2x'-|-22ar-f-  9 

—  i5x*— i8x*+36a:*-h66x+27 
4-l5x*H-20x^ — 3ojr*— 60a: — 25 


-h  2x*-4-  6x'+  6a:H-  2 
j:»H-   3«c*-|-  3x-4-   1. 


On  a  divisé  le  premier  reste  de  cette  deuxième  division  par  2  ; 
on  a  multiplié  le  résultat  par  3 ,  afin  d'obtenir  un  quotient  en- 
tier •,  et  on  a  supprima,  dans  le  second  reste,  le  facteur  2. 

Ttoisième  division. 
3x*-i-4^ —    6j:' — 12  X  —  5  (x^  H- 3x^-4- 3  X  H- I 


—  3  oî*  —  9  X*  —    9  j?*  —    3  a:  (  3  j:  — '  5 

—  Sx^ —  i5x* —  i5x  —  5 

H-5x*H-i5x'-|-  ï5x-f-5 


Le  plus  grand  commun  diviseur  est  a;'  -f-  3  a:'  H-  3  ^  4- 1 . 

618.  Avant  de  passer  aux  cas  où  les  polynômes  contien- 
nent plusieurs  lettres ,  il  faut  montrer  comment  on  peut  trou- 
ver le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  quantités, 
quand  on  sait  trouver  celui  de  deux  quantités. 

Supposons  que  Ton  demande  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  quatre  quantités  A,  B,  C,  D.  Soient  d  le  plus  grand  com- 
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mun  diviseur  de  A  et  de  B,  d'  celui  de  d  et  de  C,  et  dl'  celui  de 
d' et  de  D.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  quatre  quantités 
A,  B,  C,  D,  sera  d".  Car  d  contenant  tous  les  facteurs  premiers 
communs  à  A  et  à  B,  et  rf'  contenant  tous  les  facteurs  communs 
à  ^  et  à  C ,  flf  est  le  produit  des  facteurs  premiers  commims  à 
A,  B  et  C  5  et  puisque  d"  contient  tous  les  facteurs  premiers 
communs  à  £?  et  à  D,  il  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers communs  aux  quatre  quantités  A,  B,  C,  D. 

619.  Considérons  actuelleuient  deux  polynômes  M  et  N  qui 
contiennent  deux  lettres  x  elj  ;  et  supposons ,  conformément 
à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^  616,  qu'ils  aient  été  d'abord  dé- 
barrassés de  leurs  facteurs  monômes.  Si  Ton  ordonne  ces  po- 
lynômes par  rapport  aux  puissances  décroissantes  d'une  des 
deux  lettres,  a:  par  exemple,  les  coefficients  de  celle  lettre 
pourront  être  des  polynômes ,  mais  ils  ne  contiendront  que  la 
seule  lettre  y  ;  et  tout  diviseur  indépendant  de  x  de  l'un  des 
.  polynômes  M  et  N  devra  nécessairement  diviser  les  coeffi- 
cients de  toutes  les  puissances  de  x  dans  ce  polynôme  (n°  48). 

Nommons  a  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x  dans  M,  et  i  celui  des  coefficients 
des  puissances  de  x  dans  N.  En  divisant  M  para,  et  N  par  b , 
on  obtiendra  des  quotients  enliers  A  et  B,  et  le  plus  grand 
commun  diviseur  demandé  sera  égal  au  plus  grand  commun 
diviseur  des  quantités  a  etb  multiplié  par  celui  des  polynômes 
A  et  B.  Or  on  pourra  appliquer  aux  polynômes  A  et  B  tout 
ce  que  nous  avons  dit  relativement  à  deux  polynômes  qui  ne 
contiennent  qu'une  seule  lettre  ^  seulement  les  observations 
qui  se  rapportaient  aux  coefficients  numériques  et  aux  facteurs 
numériques  que  Ton  devait  introduire  dans  les  dividendes ,  ou 
supprimer  dans  les  restes  successifs  ,  s'appliqueront  à  des  fac- 
teurs algébriques  qui  pourront  être  des  polynômes  en  j, 

620.  De  même  qu'on  passe  du  cas  où  les  polynômes  ne  con- 
tiennent qu'une  lettre ,  à  celui  où  ils  en  contiennent  deux,  de 
même  on  s'élèvera ,  de  ce  second  cas ,  à  celui  des  polynômes 
qui  renferment  trois  lettres  ^  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent, 
on  pourra  toujours  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur 
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de  plusieurs  polynômes  renfermant  un  nombre  quelconque  de 
lettres. 

Sur  la  forme  générale  des  équations  à  deux  inconnues. 
—  Observations  préliminaires  sur  la  résolution  du 
système  de  deux  équations  entre  deux  inconnues, 

621.  Lorsqu'une  équation  algébrique  entre  deux  inconnues 
a  été  ramenée  à  ne  contenir  que  des  termes  rationnels  et  en- 
tiers par  rapport  à  ces  inconnues,  si  on  l'ordonne  suivant 
les  puissances  de  Tune  d'elles  ,  elle  se  présente  sous  cette 
forme  : 

(i)  kx"'  H-  Bj,"^-»  4-  Qaf"~\  . .  -h  Ho:  +  K  =  o. 

Pour  que  le  degré  de  l'équation  ne  surpasse  pas  m,  il  faut 
que  le  coefficient  A  soit  indépendant  dej^,  que  B  ne  contienne 
aucune  puissance  de  y  supérieure  à  la  première  \  que  C  ne 
contienne  aucune  puissance  Aey  supérieure  à  la  seconde  -,  ainsi 
de  suite, jusqu'au  dernier  coefficient  K,  qui  devra  ne  contenir 
aucune  puissance  de  y  dont  l'exposant  soit  supérieur^à  m.  Il 
suit  de  là  que  l'on  aura  tous  les  termes  que  l'équation  pourra 
contenir,  en  supposant 

B  =  ^0  -h  ^.  r. 


Si  l'on  prend  m=  2,  ces  conditions  donneront  l'équation 
générale  du  second  degré 

Comme  une  équation  n'est  pas  altérée  quand  on  divise  tous 
les  termes  par  un  même  nombre,  on  peut  toujours  faire  en 
sorte  que  le  coefficient  de  l'un  des  termes  soit  l'unité.  Mais, 
pour  une  équation  générale ,  il  faut  laisser  à  chaque  terme  un 
coefficient  indéterminé;  Car^  si  l'on  supposait,  par  exemple, 
A  =  1 ,1a  dernière  équation  ci-dessus  ne  comprendrait  pas  les 
équations  du  second  degré  qui  seraient  privées  de  la  seconde 
puissance  de  a\ 
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622.  Lorsque  Ton  a  à  résoudre  un  système  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues  x  et  j^,  si  l'une  d'elles  est  du  premier 
degré  par  rapport  à  une  des  inconnues  x ,  il  faut  tirer  de  cette 
équation  la  valeur  de  x  exprimée  en  fonction  de  y\  la  substi- 
tution de  cette  valeur  dans  l'autre  équation  en  fournit  une  qui 
ne  contient  plus  que  y.  On  en  déduit  les  valeurs  de  cette  in- 
connue, et  en  les  mettant  successivement  dans  la  valeur  de  X 
exprimée  en  fonction  dej^,  on  obtient  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X. 

Ce  procédé  peut  encore  être  appliqué  lorsque  l'une  des 
équations  n'est  que  du  second  degré  par  rapport  à  x.  On 
conclut  de  cette  équation  deux    valeurs    de    x  qui  peuvent 

être  représentées  parp  H-\/y  et  p  —  sfq^  p  et  g  désignant  des 
fonctions  rationnelles  dej.  En  substituant  successivement 
chacune  de  ces  valeurs  à  la  place  de  x  dans  l'autre  équation  , 
on  obtient  deux  équations  en  ^  ;  la  résolution  de  ces  deux 
équations  donne  toutes  les  valeurs  de  y  qui  conviennent  au 
système  proposé. 

L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  p -h  sjq  à  la 
place  de  x^  dans  la  seconde  équation  du  système  proposé,  est  de 
la  forme 

(3)  P  +  Qv/^=o, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  y. 

L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  ^  —  sjq  ne  dif- 
fère de  la  précédente  que  par  le  signe  de  la  partie  irrationnelle, 
de  sorte  qu'elle  est 

(4)  P~Qs/^=o. 

En  multipliant  ces  équations  membre  à  membre ,  on  ob- 
tient une  équation  délivrée  de  radicaux, 

(p  +  Qv/7)  (P— QV^)  =  ^^      ou     F  — Q^^=:o. 

Pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  y  qui  vérifient  les  deux  pre- 
mières équations,  il  suffit  de  résoudre  la  troisième.  Cette  der- 
nière équation  peut  d'ailleurs  se  déduire  immédiatement  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  équations  (3)  et  (4)  \  car,  si  dans  cha- 
cune de  ces  équations  on  fait  passer  la  partie  irrationnelle  dans 


U  =  o 

U  =  o 

U'  =  o 

U'=o 

13"  =  o 

V  =  o 

V'=o 

V  —0 

V'—o 

V    -0 
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le  second  membre,  en  élevant  ensuite  les  deux  membres  au 

carré,  on  a 

P»  =  Q'^,     d'où     P»  — Q»y  =  o. 

Quand  on  connaît  les  valeurs  de  r?  on  obtient  les  valeurs 
de  X  au  moyen  d'iin  principe  qui  sera  exposé  ci -après. 

623.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équations  proposées 
peuvent  être  décomposés  en  facteurs  rationnels  par  rapport 
aux  inconnues ,  la  résolution  du  système  des  deux  équations 
se  ramène  à  la  résolution  de  plusieurs  systèmes  plus  simples. 
Représentons,  par  exemple,  les  deux  équations  par  M  =  o, 
N  =  o,  et  supposons  que  l'on  ait  M  ==  UU'U'',  N  =  W,  en 
désignant  par  U,  C,  U'',  V,  V,  des  facteurs  rationnels  par  rap- 
port aux  inconnues  x  et  y.  Il  est  clair  qu'on  obtiendra  toutes 
les  solutions  du  système  M=  o,  N=  o,  en  cherchant  celles 
des  différents  systèmes , 

U"=:0 

V  =  o. 

Les  facteurs  qui  ne  dépendent  que  d'une  seule  inconnue 
sont  déterminés  par  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur entre  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  l'autre 
inconnue.  On  pourra  effectuer  cette  recherche  pour  chacun  des 
polynômes  M  et  N ,  en  les  ordonnant  par  rapport  à  o:  ;  on  ob- 
tiendra ainsi  les  facteurs  qui  ne  contiendront  que  j^.  On  di- 
visera les  deux  polynômes  par  ces  facteurs,  et  on  ordonnera 
les  quotients  par  rapport  à  y^  pour  trouver  les  facteurs  qui 
ne  contiendront  que  x. 

Si  les  premiers  membres  des  deux  équations  ont  un  facteur 
commun,  le  système  proposé  est  vérifié  par  tous  les  couples  de 
valeurs  des  inconnues  qui  réduisent  ce  facteur  à  zéro ,  ce  qui 
fournit  un  nombre  illimité  de  solutions.  Quand  le  facteur 
commun  ne  dépend  que  d'une  seule  des  inconnues ,  il  déter- 
mine un  nombre  limité  de  valeurs  de  cette  inconnue,  aux- 
quelles on  peut  joindre  des  valeurs  quelconques  de  Vautre. 
Quand  ce  facteur  est  dépendant  à  la  fois  de  x  et  de  y,  il  en 
résulte  une  équation  dans  laquelle  une  des  inconnues  peut 
recevoir  des  valeurs  arbitraires  qui  déterminent  celles  de 
l'autre. 
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Méthode  générale  pour  la  résolution  de  deux  équations 

numériques  à  deux  inconnues, 

624.  Soit  or  =  a,  j^  =  ê,  une  solution  commune  à  deux 
équations  entre  les  deux  inconnues  x  çt  j^.  Si ,  au  lieu  de  sub- 
stituer simultanément  a  à  la  place  de  a:,  et  6  à  la  place  de  j*, 
on  substitue  seulement  ê  à  la  place  de  j^,  il  en  résultera  deux 
équations  qui  ne  contiendront  plus  que  l'inconnue  a:,  et  qui 
devront  être  vérifiées  par  la  valeur  a:  =  a  5  or,  pour  cela ,  il 
sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  premiers  membres  aient  un 
comiuuu  diviseur  contenant  le  facteur  x  —  a.  Ainsi  : 

Deux  équations  à  deux  inconnues  étant  données ,  pour 
quune  valeur  attribuée  à  Vune  des  inconnues  y  conv^ienne  à 
ces  équations,  il  faut  que,  si  Von  substitue  cette  valeur  dans 
les  équations,  les  premiers  membres  acquièrent^  par  cette 
substitution ,  un  commun  diviseur  fonction  de  Vautre  incon- 
nue X.  Réciproquement,  si,  après  la  substitution  dune  va^ 
leur  de  y,  les  premiers  membres  des  deux  équations  ont  un 
commun  diviseur  fonction  de  y.  y  cette  valeur  de  y  convient 
aux  équations^  et  en  égalant  le  commuta  diviseur  à  zéro  y  on 
obtient  une  équation  dont  les  racines  sont  les  valeurs  corres^ 
pondantes  de  Vautre  inconnue  x. 

625.  Cette  proposition  donne  lieu  de  penser  qu'on  pourra 
trouver  les  solutions  communes  de  deux  équations ,  en  appli- 

.quant  aux  premiers  membres  les  mêmes  calculs  que  si  Ton 
voulait  obtenir  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Représentons  les  deux  équations  parA  =  o,B  =  o.  Sup- 
posons que  le  degré  de  B ,  par  rapport  à  a: ,  ne  surpasse  pas 
celui  de  A.  Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B,  eu 
continuant  l'opération  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  un  reste  de  de- 
gré moindre  que  B  par  rapport  à  X'^  nommons  R  ce  reste,  et 
considérons  d'abord  le  cas  où  la  division  peut  être  effectuée 
sans  que  le  quotient  contienne  des  dénominateurs  en  j',  et  sans 
qu'on  soit  forcé  de  recourir  a  aucune  préparation  pour  que 
cette  condition  soit  remplie.  On  aura 

A  =  BQ  -f-  R. 
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D'après  celle  égaillé,  toules  les  valeurs  des  inconnues  qui  don- 
neront A  =  o ,  B  =  o  5  devront  donner  aussi  R  =  o ,  puisque 
le  quotient  Q  ne  peut  pas  devenir  infini  pour  des  valeurs  finies 
de  X  et  de  y.  Par  la  même  raison ,  toutes  les  valeurs  qui  don- 
neront B  =  o  et  R  =  o  donneront  aussi  A  =  o.  On  pourra 
donc  remplacer  le  système  des  équations  A  =  o,  B  =  o,  par  le 
système  B  =  o ,  R  =  o,  lequel  est  plus  simple  que  le  précédent , 
en  ce  que  R  est  d'un  degré  moins  élevé  que  B  par  rapport  à  x. 

La  même  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q  con- 
tenait des  dénominateurs  en  y,  car  alors  il  pourrait  se  faire 
que  A  et  B  élant  réduits  à  zéro ,  Q  devînt  infini  5  dans  ce  cas  le 
terme  B  X  Q  pourrait  avoir  une  valeur  dîflfcrenle  de  zéro;  par 
conséquent,  R  pourrait  ne  pas  être  nul. 

Supposons  que,  pour  effectuer  la  division  de  A  par  B  sans 
que  y  entre  en  dénominateur  dans  le  quotient,  il  soit  néces- 
saire de  multiplier  d'abord  le  polynôme  A  par  un  facteur  con- 
tenant y.  Nommons  c  ce  facteur,  et  représentons  encore  par  Q 
le  quotient  qu'on  oblîendra  après  cette  préparation,  et  par  R 

le  reste ,  on  aura 

ck  =  BQ-|-R. 

Cette  égalité  prouve  que  les  solutions  des  équations  B  =  o , 
R  =  o,  sont  les  mêmes  que  celles  des  équations  cA  =  o, 
B  =  o.  Or  ce  dernier  système  est  vérifié  lorsqu'on  a  en  naême 
temps  A=oetB  =  o,  ou  c  =  o  et  B  =  o.  Quand  les  solu- 
tions de  chacun  de  ces  deux  systèmes  diffèrent  toutes  de  celles 
(le  l'autre  système,  elles  doivent  être  toutes  données  par  les 
équations  B  =  o,  R  =  o.  Quand  les  deux  systèmes  ont  des 
solutions  communes,  on  ne  peut  plus  affirmer  qu'il  en  sera  de 
même,  parce  qu'il  faudrait  pouvoir  juger  si  les  solutions  com- 
munes seront  données  plusieurs  fois  par  les  équations  B  =  o, 
R  =  o.  Mais  ,  dans  tous  les  cas,  si  Ton  calcule  toutes  les  solu- 
tions distinctes  du  dernier  système,  et  si  Ton  en  retranche 
toutes  les  solutions  de  c  =  o ,  B  =  o,  qui  ne  satisferont  pas  à 
A  =  o ,  on  sera  assuré  d'avoir  toutes  les  solutions  distinctes 
de  A  =  o  et  B  =  o ,  et  de  ne  pas  avoir  de  solutions  étrangères. 
On  opérera  sur  les  équations  B  =  o  et  R  =  o  de  la  même 
manière  que  sur  les  équations  A  =  o  et  B  =  o.  On  obtiendra 
ainsi  un  nouveau  système  formé  de  l'équation  R  =  o ,  et  d'une 
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autre  équation  de  degré  moindre  par  rapport  à  x.  Ce  système 
admettra  toutes  les  solutions  du  système  B  =  o ,  R  =  o ,  et  il 
pourra  en  admettre  d'autres. 

En  continuant  ainsi ,  on  parviendra  toujours  à  un  système 
de  deux  équations  dont  l'une  ne  contiendra  plus  a:;  et  en  dé- 
terminant toutes  les  solutions  de  ce  dernier  système,  on  aura 
toutes  les  solutions  du  système  proposé,  et,  en  outre,  celles  qui 
auront  été  introduites  par  les  préparations  qu'on  aura  fait 
subir  aux  dividendes  successifs. 

626.  Si  les  premiers  membres  des  équations  proposées  ont 
des  facteurs  qui  ne  dépendent  que  de  j^,  on  devra  les  supprimer, 
afin  de  simplifier  les  calculs*,  et  parce  que  ceux  qui  se  trou- 
veraient dans  le  diviseur  et  qu'il  serait  nécessaire  d'introduire 
dans  le  dividende,  donneraient  lieu  à  des  solutions  étrangères 
qui  comprendraient  des  valeurs  indéterminées  de  x.  On  sup- 
primera ainsi  des  solutions  *,  mais  on  pourra  en  tenir  compte 
suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  le  nP  623.  On  devra  supprimer 
pareillement,  dans  les  restes  successifs,  les  facteurs  qui  ne  dé- 
pendront que  de  j^,  en  tenant  compte  des  solutions  qui  en  ré- 
sulteront. 

627.  M.  Labatie,  et,  après  lui,  M.  Sarrus,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg,  ont  démontré  qu'on  peut 
écarter  les  solutions  étrangères,  sans  résoudre  les  systèmes 
dans  lesquels  elles  sont  contenues,  et  sans  avoir  à  soumettre 
ces  solutions  à  des  vérifications  qui  seraient  le  plus  souvent 
impraticables.  La  démonstration  que  nous  allons  faire  con- 
naître est  celle  de  M.  Sarrus  \  mais  la  proposition  qui  en  ré- 
sulte n'est  pas  différente  de  celle  de  M.  Labatie. 

628.  Supposons  que  A  et  B  représentent  les  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisant  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  par  tous  ceux  de  leurs  facteurs  qui  ne  dépendent  que 
de  j. 

Soit  c  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A  pour  effec- 
tuer la  division  par  B;  représentons  par  q  le  quotient,  et  par 
Rr  le  reste,  r  désignant  le  produit  des  facteurs  de  ce  reste  qui 
ne  dépendent  que  de  y.  Soit  Ci  le  facteur  par  lequel  il  faut 
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multiplier  B  pour  effectuer  la  division  par  R  ;  représentons 
par  </i  le  quotient  et  par  R,  r\  le  reste,  r,  désignant  le  produit 
des  facteurs  de  ce  reste  qui  ne  dépendent  que  dey.  Ainsi  de 
suite.  Enfin  supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'à  la  quatrième 
division  on  ait  un  reste  indépendant  de  j: ,  et  désignons  ce  reste 
par  Tj.  On  aura  les  égalités 

,  |cA=B7-f-Rr, 

)c,B  =:R<7,  -f-R,r,, 

C-iK  =  R,  ^j -h  Ra  ^2 , 
C3R,  =  Ra<72-h  '•3- 

Soient  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  de  r,  di  ce- 
lui de  -7'  et  de  r^ ,  rf,  celui  de  --^  et  de  r, ,  d^  celui  de      '   ^  ■ 

«  aa  1  adi  d^ 

et  de /'s.  Nous  allons  prouver  qu'on  obtiendra  toutes  les  solu- 
tions du  système  A  =  o ,  B  =  o ,  sans  aucune  solution  étran- 
gère, en  résolvant  les  systèmes  ci-après  : 

(^)  [5=^1,  [^=^^1,  U=^l,  \l=\ 

Lb  =  oJ     Lr  =  oJ     Lr.  =  oJ     Lr.=  oJ 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  prouverons  d'abord 
que  les  solutions  des  systèmes  (a)  conviennent  toutes  aux 
équations  A  =  o ,  B  =  o  5  nous  ferons  voir  ensuite  que  les  so- 
lutions du  système  A  =  o ,  B  =  o ,  sont  toutes  comprises  parmi 
celles  des  systèmes  (  2  ) . 

En  divisant  par  d  les  deux  membres  de  la  première  éga- 
lité (i),  on  obtient 

^  est  entier;  car  c  et  r  sont  divisibles  par  d^  donc  yB  est  di- 

visible  par  d\  maisB,  par  hypothèse,  est  premier  avec  c? 5 
donc  d  divise  q. 

D'après  l'égalité  (3),  les  couples  de  valeurs  de  a:  et  de  y  qui 

satisfont  aux  équations  B  =  o,  -  =  o ,  annulent  -  A  :  or  -.  et  - 

^  d  d  d        a 

sont  premiers  entre  eux  5  donc  ces  valeurs  satisfont  à  Téqua- 
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tîoiiA  =  o.  Par  conséquent,   1*^  toutes  les  solutions  du  sys- 

terne  B  =  o ,  -  =  o ^  contiennent  au  système  A  =  o,  B  =  o. 

s* 

Pour  avoir  une  relation  entre  A ,  R  et  -^?  on  multiplie  Fé- 

«1 

galité  (3)  par  c,,  et  l'on  remplace,  dans  celle  qui  en  résulte, 
CjB  par  le  second  membre  de  la  deuxième  égalité  (1)  ;  ce  qui 
donne 

La  quantité  - — 3"^  ®*^  entière,  puisque  r  et  q  sont  divisi- 
bles par  d'^  déplus,  cette  quantité  est  divisible  par  d^  /  car  di 
divise  -J-  et  /'t,  et  il  est  premier  avec  R.  Divisant  les  deux  mem- 
bres de  Fégalité  ci-dessus  par  Jj,  et  posant,  pour  abréger. 


i  =  M  et  '''Jj^'  =  M. ,  il  vient 

(4)  ^a  =  m,rh-mr,5- 

'  ad,  a, 

Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R  et  -^5   on  multiplie 


d^ 


d'abord    la    deuxième    égalité    (i)    par    -»     ce    qui    donne 

ce  C(j  c  ce  \ 

—/^B  =  -T^  R  4-  -,Ri  Ti.  Puisque  -7  et  i\  sont  divisibles  par  d^. 

a  a  a  ^        a  ^ 

co 

il  faut  que  d^  divise  aussi  -~  R  ^  or  r^i  est  premier  avec  R,  donc 
dx  divise  -^»  Divisant  tous  les  termes  par  d^ ,  et  posant ,  pour 
abréger,  ^  =  N,  ^  =  Ni ,  il  vient 

(5)  ^B=::rN.R-h]NR,^. 

D'après  les  égalités  (4)  et  (5),  tous  les  couples  de  valeurs  dex 
et  Aey  qui  réduisent  à  zéro  les  polynômes  R  et  ^  »  annulent  aus- 
si -7^  A  et  ^  B  5  or  ^  et  ^  sont  premiers  entre  eux  5  par  cou- 


'  *^,'      ^ 
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séquent,  2*^  toutes  les  solutions  du  système  R  =  o,  —î-  =  o, 
coni^iennent  au  système  proposé  A  =  o,  B  =  o. 

On  obtient  une  relation  entre  A,  Ri  et  -^  en  multipliant  (4) 

par  Cj,  et  remplaçant  c^R  par  le  second  membre  de  la  troi- 
sième égalité  (i).  On  trouve  ainsi 

^'  A  =  r7m,  çr,  +  ^c,^\  -h  M.R.r,. 

Par  hypothèse,   d^  divise  le  premier  membre  de  cette  éga- 

Jité,  ainsi  que  r^  5  il  doit  donc  diviser  RifMj^s  H-Mcsy  |; 

or  Ri  et  di  sont  premiers  entre  eux  :  donc  d^  divise  le  multi- 
plicateur de  Ri .  Désignant  le  quotient  par  Mj ,  il  vient 

(6)  f'CtCo  n 

^   ^  -f-^A=M,R,  H-M.R^-^ 

«a,  «2  di 

En  multipliant  (5)  par  c, ,  et  remplaçant  ensuite  CjRpar 
le  second  membre  de  la  troisième  égalité  (1) ,  il  vient 


B  =R,     N.^o  +  Kcj-Î.)  H-N.Rarr 


On  démontrerait  comme  ci-dessus  que  le  multiplicateur  de  Ri 
est  divisible  par  d^  *,  et  en  représentant  le  quotient  par  Nj ,  on 
trouve 

(7)  £^Br=N,R,  +  N.R,-^. 

'  '  '  adi  di  di 

D'après  les  égalités  (6)  et  (7),  tous  les  couples  de  valeurs  de  x 
et  de^  qui  réduisent  les  polynômes  Ri  et  -^  à  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  deux  égalités -,  or  -^  ' 

et  -^  sont  premiers  entre  eux  5  par  conséquent,  3°  toutes  les 

solutions  du  système  Ri  t=  o,  -^  =  o^com^iennent  au  système 

proposé  A  =  o,  B  =  o. 

*• 

On  obtient  une  relation  entre  A ,  R»  et  ~  en  multipliant 

«1 
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(6)  par  Ct^  et  remplaçant  c^Ili  par  le  second  membre  de  la 
quatrième  égalité  (i)«  On  trouve  ainsi 

Divisant  les  deux  membres  par  d^ ,  et  désignant  par  Ms  te 

quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  M^^,  +  <<tMi  -^ 

* 
par  dz  9  il  vient 

Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R,  et  j»  on  multiplie  (7) 

par  c,,   et  Ton  remplace  c«Ri  par  le  second  membre  de  la 
quatrième  égalité  (i) ,  ce  qui  donne 


dd. 


gj  B  =  R,^N,^,  4-  ^bN,  J)  4-  N,  V 

Divisant  les  deux  membres  par  d^^  >el  désignant  par  N^  le 
quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  N^Ç^  -i^c^^i-^ 

da 

par  d^^  il  vient 

D'après  les  %alités(8)  et  [g)^  toutes  les  valeurs  de  jt:  et 
de  y  qui  réduisent  les  pdijuàmes  lU  et  ^^  ^  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  équations  z  or   -  ^J  * 

M» 

et  -j-  sont  premiers  entre  eùx^  par  conséquent ^  4^  ioutes  les 
di 

solutions  du  système 'Ki^=^o^  ^  =  0,   conviennent  au  sys^ 

tème  proposé  A  =  o,  B  =  o. 

Il  reste  encore  à  prouver  qu^un  système  quelconque  de  va- 
leurs qui  satisfont  aux  équations  A=:o^  B  =  o,  fait  parue 
des  systèmes  de  valeurs  que  fournissent  les  équations  (2). 

Pour  former  les  relations  qui  démontrent  cette  seconde 
partie  du  théorème,  remplaçons  d'abord  dans  Tégalité  (3) 

34 
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î  par  Net  3  par  Mj  il  viendra,  en  transposant  le  terme  MB^ 
a  d 

(10)  KA  — MB  =  R^. 

Éliminons  maintenant  R  entre  les  égalités  (4)  et  (5).  On 
pourrait  effectuer  cette  élimination  en  retranchant  les  deux 
égalités  Tune  de  l'autre,  après  avoir  multiplié  la  première 
parNi,  la  seconde  par  Mj ,  et  en  ayant  égard  aux  valeurs 
ci-dessus  de  N^  et  de  M i  \  mais  les  calculs  sont  plus  simples 
en  multipliant  (4)  par  B et  (5)  par  Ar  On  trouve  alors,  en 
retranchant  Tune  de  l'autre  les  deux  égalités  résultantes, 

IMtB  —  Nt  A>  R  +  (MB  —  NA)  R»  ;j  =  o.  Remplaçant 
MB  —  NA  par  —  R  -?  et  supprimant  le  facteur  R,  il  vient  ' 

(11)  N,A-M,B  =  — R.^J. 

A6n  d^éliminer  Ri  entre  (6)  et  (7)  on  multiplie  (6)  par  B 
et  (7)  par  A,  puis  on  retranche  Tune  de  Tautre  les  égalités 
résultâmes;  ce  qui  donne 

(M,B  — N,A)Rt-l-(M,B  — NiA)R,;j  =  a. 

Remplaçant  MiB —  Ni  A  par  Ri  ^  5^  *et  supprimant  le  fac- 
teur Ri,  il  vient 

On  parvient''de  la  même  manière  à  Tégalité 
(.3)  N^-M,B  =  -rjJ|. 

D'après  Tégalité  (i3),  tout  système  de  valeurs  de  jr  et 
de  y  qui  donnera  A  =  <>  et  B  =  o ,  devra  aussi  satis&ire  k 

l'équation  5'T';7'^=*^>  ^®  V^  ^^ig®  ^^  1'^^  ^^  fac- 
teurs 39 T*  ^^^'^  devienne  nul;  d'où  il  suit  que  les  équsH 
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llonâ  -==o,  ~=ro*   -5-  =  o,   -^=o*   doimenl  toutes  les 
d  ^   dx  «i  di 

bonnes  valeurs  de  y. 

Cela  posé,  soit  j:  =  a,  /  =  S,  un  système  de  bonnes  valeui^ 

des  équatîoDS  A  3==  o ,  B  =  o. 

Si  la  valeur  y  =  6   est  une  racine  de  Péquatîon  --  =  o,îl 

est  ckir  que  le  couple  j?  î=r  a,  y  =^  6,  sera  une  solution  du 

système  B  =  o ,  --  =  o. 

Si  la   valeur  j^  =  S  ne  vérifie  point  Téquation  -  =  o,  et 

■• 

qu'elle  soit  une  racine  de  Téquation  --^  =  o,  on  voit  par  Tégalité 

di 

(  f  o)  que  le  couple  x  =  ajy==^6j  donnera  R  =  o  ^  par  consi'- 
quent,  il  sera  une  solution  du  système  R  =  o,  -^  =  o* 

Si  la  valeur  y  ==1:  ê  ne  vérifie  ni  l'équation  -  t±t  o,  ni  Féqua* 

s»  ■• 

tîon-^  =  o,  et  qu'elle  soit  une  racine  de  1  équation  ~  =  o, 

on  voit  par  l'égalité  (i  ï)  que  le  couple  a:=  a,j^  =  ê,  donnera 
Bi:±=^o^  pat  conséquent,  il  sera  une  solution  du  système 

Ri  =  o,-=^. 

Si  la  valeur  y  =  6  ne  vérifie  aucune  de^  équations  -  =  o, 

~=o, -^  =  o,et    qu'elle    soit    une    racine  <ie  Féquation 

•• 

~  =  o ,  on  voit  par  l'égalité  (12)  que  le  couple  a?  =  a ,  j^  =  S, 

donnera  Rt  =  o^  par  conséquent,  il  sera  une  solution  du  sys^ 

lème  R^  =r  o ,  --  =  o. 

Donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont  aux  équations 
A  =  o,  B  =  o,  font  partie  des  systèmes  de  valeurs  que  four^ 
nissent  les  équations  (2  ) . 

F*     f        F*       f 

L'équation -~~*^  =0,  qui  donne  toutes  les  bonne* 
valeurs  de  j^,  est  appelée  équation  finale  en  y, 

H 
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629.  Pour  exemple  de  rëiimination  par  le  plus  grand  coiï>- 
mun  diviseur,  je  considérerai  le  calcul  d^une  équation  dont 
les  racines  soient  les  différences  des  racines  d^mie  écpiation 
donnée ,  prises  deux  à  deux. 

Représentons  généralement  Téqiution  proposée  par 

(i)  /(*)  =  ^1 

et  soient  a^  bj  c,  d^  etc.,  les  m  racines.  Supposons  d^abord 

que  Ton  veuille  obtenir  une  équation  dont  les  racines  soient 

les  différences  entre  une  racine  a  et  les  m  —  i  autres  racines. 

On  posera 

jr  =z  X  —  a,     d'où     ar  =  a-f-/. 

E«  substituant  a  -^jr  au  lieu  de  a:,  dans  f(x)  2=  o,  il  vient 

ou,  en  développant  (n°  380) , 

(a)    /(«)+/'(«)j'+r(«)^+/''(«)-^H-...=a. 

I 

f{a)  est  nulle,  puisque,  par  hypotbèse,  a  est  une  racine  de 
Féquâtion  (i).  Il  suit  de  là  que  Téquation  (2)  est  divisible  par 
y^  ainsi  elle  admet  une  racine  nulle^  Cette  racine  nulle  pro^ 
vient  de  la  différence  a — a  ;  car,  diaprés  la  relation j^  =  a: — a, 
les  valeurs  de  y  sont  les  différences  entre  la  racine  a  et  toutes 
les  racines  de  Féquation  (1),  en  y  comprenant  ta  racine  a*  Si 
Ton  supprime  cette  racine  nulle,  l'équation  se  réduit  à 

/'(«)+/«'(«)^+/'(«)^4-...  =  o; 

cette  dernière  équation  a  pour  racines  les  différences  entre  a 
et  les  m  —  i  autres  racines  de  la  proposée. 

En  prenant  successivement  pour  a  toutes  les  racines  de  la 
proposée,  et  en  déterminant  les  valeurs  correspondantes  dey, 
on  obtiendra  tonies  les  différences  des  racines  combinées  deux 
à  deux;  or  on  aura  ainsi  effectué  la  résolution  du  système  des 
deux  équations  y*(a:)  =;=  o  et 

(3)  /'(*)+/"(x)j^+/*(x)-^H-...=o. 
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Par  conséquent,  si  Ton  élimine  x  entre  ces  deux  équations, 
î'équatîon  finale  eny  sera  Téquation  cherchée. 

U équation  proposée  étant  du  degré  m,  l'équation  aux  diffé- 
rences est  du  degré  m{^m  —  i)  ;  car  le  nombre  de  ses  racines 
«si  égal  à  celui  des  arrangements  quW  peut  former  avec 
m  lettres  a,  b^  c,  etc.^  en  les  prenant  deux  à  deux.  Cette  équa- 
tion ne  contient  que  des  puissances  paires  de  Tinconnue  *,  car 
•elle  admet  à  la  fois  les  racines  a  —  b^ib  —  ii;  par  conséquent 
ses  racines  sont  deux  à  deux  égales  en  valeur  absolue,  et  de 
signes  contraires.  En  faisant  j^*  r=  ^,  on  t)btiendra  une  équa- 
tion de  degré  sous-double,  dont  les  racines  seront  les  carrés 
des  différences  des  racines  de  T^quation  proposée,  et  qu'on 
nomme,  par  cette  raison,  équation  aux  carrés  des  différences^ 

Soit  l'équation 

L'équation  (2)  est  alors 

3x>  -H  /?  -f-  3xj  ■+-  ^»  =  o. 

Pour  éliminer  0?  entre  ces  deux  équations,  on  ordonne  la  se- 
conde par  rapport  à  cette  lettre  et  on  effectue  les  deux  divi- 
sions suivantes  : 

Première  division, 

3x^  4-  Zpx'\-  3 y 

—  3x*  —  Zyx^  —  (/'  -^p)^ 

—  3/37' —  (/*  —  2/7)  x  H-  3y 
H-  3/j?'  -h  3j»x  -+-/*  4->pr 

ii{y'^+p)x  -^-y^  •■\rpx-^-  Zq 

Deuxième  division. 

3x'4-3/J7-h/^-4-V» 

6  (r'-h/»)  ^'4-6  {y^+p)yx  -h  2  {y^  -hpy 
—  6  (/»-|-/î)x'— 3  [y^-^-py  4-  3  y)  « 

6  {y'^-\-p)  (/'  4-/?/  ^  3  7)  j?  4-  4  ( J'  -+-  P)^ 

— 6 (7*4-/?)  (r* 4-pr  —  37)  X  —  3  (/^ 4- py-^  ^q)  (j*  4-  /?/  —  3 ç) 

I  ■  ■  —  —  --  —  -,.  ...... _ 

4(/'+/^)'  -  3 [f+py  4-  3*7)  {y'  +  px-'ig) 


X— / 


2ÇrM-^ar4-r  '  4-/?/  4-37 

Sx,^3{y^^py-.3q) 
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Daps  la  dernière  division,  on  a  multiplié  deux  ibis  par 
2  (y*  -H  p)y  afin  de  rendre  les  division»  possibles  ;  mais,  comme 
le  facteur  jr*  -+- ^  est  premier  avec  le  dernier  reste,  Téquation 
finale  est  donnée  sans  aucune  solution  étrang|ère,  par  le  der-> 
nier  reste  ëgal^  à  3^ro,  et  en  çlTectuant  îe»  opérations  indiquées, 
elle  est 

/•  -H  Ç/y'*  H-  <jp'r^  -h  4/^'  -+-  27  ç*  =  o. 

En  posant  j*  =?  4 ,  oa  obtient  Féquation  aux  earréa  des  difie-» 
renées 

On  s'explique  pourquoi  la  multiplication  parj^*-f-^  n'a 
introduit  aneime  solution  étrangère,  en  remarquant  que 
^•-H//  =  o  réduit  Je  diviseur  à  3  9,  qui  est  une  quantité 
différente  de  zéro  5  de  sorte  qu'il  n'existe  aucun  couple  de 
valeurs  finies  de  a?  et  de  j^  qui  réduise  à  la  fois  à  zéro  le  fac- 
teur introduit  et  le  diviseur. 

Remarques  sur  le  théorème  du  n®  628. 

630.  Les  égalités  (i)  di?  uP  628  supposQnt  que  chaque  divi^ 
sion  a  été  effectuée  en  nuilii pliant  le  dividende  par  un  seul  fac-i 
teur  fonction  de  y.  Or,  au  lieu  de  chercber  le  facteur  par  lequel 
on  doit  multiplier  un  polynôme  A ,  pour  que  la  division  du 
produit  par  6  s'e0ectue  sans  fraction ,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
un  reste  de  degré  moins  éleyé  que  B,  ii  est  préférable  de  re^ 
courir  k  des  multiplications  successives  pour  chacune  des  divi- 
sions partielles  qiri  fotit  trouver  les  différents  termes  du  quo- 
tient, comme  on  Fa  vu  dans  les  calculs  du  numéro  précédent. 
Supposons  qu'on  ait  obtenu,  an  moyen  de  la  multiplication 
de  A  par  c,  un  quotient  q  et  un  reste  A'  d'un  degré  plus  élevé 
que  B  5  qu'on  ait  multiplié  A' par  c\  et  qu'il  en  soit  résulté  un 
quotient  q^  et  un  second  reste  A^^  qu'on  ait  multiplié  A'^ 
par  c^j  etqu*on  ait  obtenu  un  quotient  q^\  et  un  reste  Rrd'ur^ 
degré  moins  élevé  que  B  par  rapport  à  x.  On  aura  alors 

cA  =  B7  H-  A',     c'a'  =  B^'  -1^  A%     tf" A'^  =  Bf"  -f-  Rr. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  égalité  p^u^ 
c'e'',  ceux  de  la  seconde  par  c'',  et  en  ajoutant  «ensuite  Içs  tioi.s. 
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égalités^  on  obtient  celle-ci  : 

ce' c"  A  =  B (y^"' «r'^  H-  q' c"  -h  q")  H-  Rr. 
Si  ou  pose  ce'  c"  =  C^  et  ^c'c"  -H  ^'c'"  -4-  ^'^  =  Q-,  il  vient 

CA  =  BQ-hRr. 

Il  existe  donc  entre  CA,  B  et  Rr  une  relation  semblable  à 
celles  que  présentent  les  égalités  (i)^ 

631 .  Pour  conserver  à  la  démonstration  du  n^  628  toute 
«a  généralité,  nous  avons  supposé  que  c  et  r  pouvaient  avoir 
un  facteur  commun;  mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  sujet  de 
Tégalité  (3),  si  £?  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et 

de  r,  la  division  de  -  A  par  B  donnera  un  quotient  qui  ne 

contiendra  point  de  fractions  \  par  conséquent^  -c  ne  sera  pas 
le  facteur  le  plus  simple  par  lequel  il  faudra  multiplier  A  pour 
effectuer  la  division  par  B.  Il  suit  de  là  que  les  opérations 
peuvent  être  faites  de  telle  sorte  que  c  soit  premier  avec  /';  et 
que,  de  mèmé^  Ci  soit  premier  avec  r^  ;  Oj  soit  premier  avec  r^  \ 

Cs  soit  premier  avec  r^.  Alors  l'équation  -  =  o  est  la  même  que 
/•=  o^  on  doit  prendre  pour  d^  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  c  et  de  r^  ;  pour  d^  celui  de  -—  et  de  r^  5  pour  d^  celui 

de  ~^  et  de  r%. 
"1", 

632,  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x^  que  nous  avons 
désigné  par  rg,  est  nul,  le  polynôme  Rj  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  polynômes  A  et  B,  et  il  divise  aussi  les  restes 
R  et  Ri.  Les  équations  proposées  A  =  o,B  =  o,  sont  alors 
vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  l'équation  Rj  =  o ,  et  les 

autres  solutions  sont  données  par  les  deux  équations  — -  =  o, 

Ra 

—  =  o*  Or,  en  divisant  les  deux  membres  des  égalités  (i)  par 

Rj ,  on  obtient  d'autres  égalités  qui  ne  diffèrent  des  premières 
qu'en  ce  que  les  quantités  A,  B,  R,  Ri,  Rs  sont  remplacées 

A      R      R      R      R 

par  les  quotients  — -»  —î  — >  —?  r~^  ou  i.  Par  conséquent,  on 

*  R3    R)    Us    Rj    Rj 
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A 

aura  toutes  les  solutions  du  système  des  équations  — =^0, 

^  =  Oy  en  résolvant  ceux-ci  : 

A» 

[5=*»'  5;=*»]  [5=*''  !;=•*]  [£=**'  ll=*']' 

633.  Quand  le  reste  indépendant  de  x  n'est  pas  nul ,  les 
polynômes  A  et  Bn'oAt  aucun  facteur  ctHumun.  Dans  ce  cas, 
les  équations  A  =  o,  B  =  a  n'admettent  que  des  solutions 
déterminées  pour  cliaque  inconnue  ;  car^  dans  chactm  des  sys- 
tèmes (a),  Téquation  qui  ne  contient  que  j"  donne  des  valeurs 
déterminées  de  cette  inconnue,  et  la  substitution  de  cbaque 
valeur  de  jr  daiis  Fautre  équation  donne  une  équation  qui  ne 
peut  être  identique,  puisque  les  quantités  B,  R, Ri ,  Ry  n^ ad- 
mettent point  de  diviseurs  qui  ne  dépendent  que  de  jr^ 

Sur  les  solutions  Jormées  par  des  valeurs  infinies  y  et  sur 
le  degré  de  multiplicité  des  racines  de  V équation 
Jinale. 

634.  La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  a  deux  imperfec- 
tions :  Fune  qui  consiste  en  ce  que  Ton  n'a  point  égard  aux 
solutions  communes  des  deux  équations  qui  sont  formées  par 
des  valeurs  infinies  de  Tune  des  inconnues ,  ou  de  toutes  deux^ 
l'autre ,  en  ce  que  Ton  néglige  de  recLerclier  quelle  doit  être  la 
composition  de  Téquation  finale  dépendante  d'une  seule  des 
inconnues,  relativement  aux  degrés  de  nuiltiplicité  de  sesdi^ 
ferentes  racines. 

635.  Soit  l'équation  Gx"  -+-  Hx""'. . .  -^  Px  4-  Q  =  o 
dans  laquelle  les  coefficients  G,  H, . . . ,  P,  Q,  sont  des  fonc- 
tions de  jr.  Supposons  que,  pour  ^  =  6 ,  on  ait  G  =  o.  Si , 

avant  de  fairej)r  =  6,  on  remplace  x  par  -;^    on   obtient 

Qo/»  -f-Pa/»-'.  .•+  Ha/-hG  =  o.  Quand  G  ==  o,  une  des 

valeurs  de  a/  est  zéro  5  donc  ,  puisque  a:  =  —?  unedes  racines 

de  la  première  éqtKition  est  infinie.  Si  l'on  a  en  même  bemps 


— V  ■  m  •  ï-'v  ;/<jM 
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G  =  o  et  H  =  o ,  la  seconde  équation  a  deux  racines  nulles  ; 
par  conséquent  la  première  a  deux  racines  infinies.  En  géné- 
ral, on  doit  admettre  que  cette  équation  a  autant  de  racines 
infinies,  correspondantes  à  y  :±=  6,  qu'il  y  a  de  coefficients  con- 
sécutif ,  à  partir  du  premier  coefficient  G ,  qui  sont  rendus 
nuls  par  cette  valeur  de  j^. 

On  conclut  facilement  de  là  le  moyen  de  trouver  les  solu- 
tions communes  de  deux  équations ,  pour  lesquelles  la  valeur 
de  l'une  des  inconnues  est  infinie.  Considérons  par  exemple 
les  devCs,  équations 

(r—  i)x»-i-7J?4-/'  — 2r  =  ^> 

Le  multiplicateur  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cha- 
cune d'elles  devenant  nul  pour  y  =  i ,  elles  admettent  la  solu- 
tion ^  =  I ,  a:  =  00  .  Si  l'on  effectue  la  division  du  premier 
membre  de  la  première  équation  par  celui  de  la  seconde ,  on 
obtient  le  reste  jr*  —  ay  =  o ,  en  sorte  que  le  système  proposé 
est  remplacé  par  le  suivant  : 

(7  — i)j?-f-7  =  o,     ^'  —  27=0. 

Céluî-ci  donne  les  deux  couples  y  =  o,  a:  =  o;  ety=2, 
a:  =  —  25  mais  il  ne  donne  pas  la  solution^  =  i ,  x  =  00  . 

Le  système  de  deux  équations  peut  aussi  comporter  des  so- 
lutions formées  d'une  valeur  infinie  de  chacune  des  deux  in- 
connues. Cela  a  lieu,  par  exemple,  quand  les  courbes  déter- 
minées par  les  deux  équations  sont  telles ,  qu'une  asymptote 
rectilîgne  de  l'une  est  parallèle  à  une  asymptote  rectiligne  de 
l'autre.  Ces  solutions  peuvent  aussi  correspondre  à  des  points 
de  rencontre  des  .deux  courbes  situés  à  une  distance  infinie, 
et  déterminés  par  des  branches  dépourvues  d'asymptotes  recti- 
lîgnes. 

Les  conclusions  qui  ont  été  obtenues  dans  les  n*"*  625  et  628  ne 
s'appliquent  pas  aux  solutions  infinies,  parce  que,  si  A  =  q 
etB=o,  pour  que  l'égalité  A  =  BQ-|-R  fasse  conclure  R=rno, 
il  faut  que  Q  ne  soit  pas  infini. 

636.  M.  Labàtie  a  donné  des  règles  qui  corrigent  les  deux 
imperfections  de  la  méthode  d'élimination  par  le  plus  grand 
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commun  diviseur  signalées  dans  le  n^  634  (Méthode  d^élimi^ 
nation  par  le  plus  grand  commun  diviseur  y  deuxième  édition, 
Paris,  Bachelier,  i835.)  M.  OssiAir  Bonkbt  s'est  aussi  occupé 
de  la  résolution  des  équations  simultanées  à  deux  inconnues. 
II  donne  d'abord  une  définition  précise  des  solutions  multiples 
et  de  leur  degré  de  multiplicité.  Il  prouve  ensuite,  au  moyen 
de  cette  définition,  i**  que,  si  A  =  BQ  -f-R,  les  solutions  des 
deux  systèmes  [A  =  o,  B  =  o]  et  [B  =  o,  R=  o]  ont,  dans 
l'un  et  dans  l'autre,  les  mêmes  degrés  de  multiplicité  ;  2^  que  le 
système  [CA  =  o ,  B  =  o]  équivaut  toujours  aux  deux  systè- 
mes [C  =  o,B=o]  et  [A  =  o,B  =  o].  Il  conclut  de  ces 
deux  lemmes  un  procédé  rigoureux  de  résolution,  indépen- 
dant du  théorème  de  MM.  Labatie  et  Sarrus  ;  et  ensuite ,  une 
démonstration  nouvelle  de  ce  théorème ,  qui  n'est  plus  qu'une 
abréviation  de  sa  méthode.  Le  travail  de  M.  Bonnet  a  été  in- 
séré dans  les  Nouv>elles  Annales  de  Mathématiques  (  février, 
mars ,  avril  et  mai  1846).  Le  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues  donne  lieu,  comme  le  fait  remarquer  M.  Bonnet, 
à  deux  questions  que  Ton  confond  ordinairement,  mais  qui 
sont  cependant  distinctes.  On  peut  vouloir  trouver  toutes  les 
solutions  communes  aux  deux  équations  par  rapport  à  l'une  et 
à  l'autre  inconnue ,  ou  seulement  une  équation  à  une  seule  in- 
connue ,  par  laquelle  on  puisse  obtenir  toutes  les  valeurs  de 
cette  inconnue  qui  conviennent  aux  deux  équations  avec  des 
valeurs  correspondantes  de  l'autre  inconnue,  les  mêmes  pour 
chaque  équation.  La  première  question  est  celle  que  l'auteur  a 
eue  particulièrement  en  vue  dans  le  travail  que  je  viens  de  citer. 
Il  annonçait  qu*il  s'occuperait  aussi  de  l'élimination  propre- 
ment dite,  c'est-à-dire  du  cas  où  le  procédé  de  l'élimination 
est  employé  seulement  pour  obtenir  une  ou  plusieurs  équa- 
tions indépendantes  de  l'une  des  inconnues,   et  qui  donnent 
toutes  les  valeurs  de  l'autre.  Il  a  eu  l'obligeance  de  me  com- 
muniquer, en    1849,   cette  dernière  partie   de   son   travail, 
qu'il  n'avait  pas  encore  publiée ,  et  que  je  vais  exposer.  Les 
résultats  sont  ceux  auxquels  M.  Labatie  était  parvenu ,  mais 
les  démonstrations  sont  différentes. 

637.  Soie»ty(x,  j^)  =  o  et  F  (a:,j^)  =  o  deux  équations  al- 
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gébriquesà  denx  inconnues.  Supposons  qu'on  ait  résolu  cha- 
cune d'elles  par  rapport  kx^et  soient  Xi ,  OTt ,  0:9 ,. . .  les  ra* 
cines  de  la  première ,  x, ,  a/, ,  o/^ , . . .  celles  de  la  seconde.  Ces 
quantités  sont  de$  fonctions  de  j^,  et  pour  qu  un  couple  de  va* 
leurs  X  :;3:  û(  ,y  s=  6  soit  une  solution  des  deux  équations,  il 
faut  et  il  suffit  que ,  lorsqu'on  fera  y  =:  S,  une  ou  plusieurs 
des  racines  Xi ,  :tt  9  x» , . . . ,  et  une  ou  plusieurs  des  racines 
x\  ^x\^  a:, , . . . ,  devifflinent  a.  H  suit  de  là  que ,  si  Ton  forme 
le  produit  P  de  toutes  les  différences  Xi  -*-x', ,  Xi  —  a:*, , . . . , 
x%  —  x\,  Xf  —  X, , ... 5  et  si j^  =  6  ne  rend  infinie  aucune 
des  racines  Xj ,  a:, , . . . ,  x', ,  x', , . . .  de  l'une  et  de  l'autre  des 
deux  équations,  cette  valeur  6  dey  devra  vérifier  P  =  o;  et 
réciproquement,  toute  valeur  qui  vérifiera  l'équation  P  =  o  , 
sera  une  valeur  convenable  de  y. 

Supposons  d'abord  que  le  coefiBcient  du  terme  du  plus  haut 
degré  par  rapport  à  x,  dans  chacune  des  deux  équations,  soit 
numérique.  Dans  ce  cas ,  les  racines  Xi ,  Xs, . . . ,  x', ,  x',  ^. ••  ne 

deviennent  ni  infinies  ni  -  pour  aucune  valeur  àej.  On  a,  en 
outre , 

/(jT, y)  =  j:«+A,  «^'+A2ar"-*H-...=  (a:  — a:,  (a?  —  ^,)  (j?  —  X3)... , 

donc  en  substituant  dans  la  seconde  équation  les  racines  de  la 
première, 

F  (j:„  x)  =5=  (x,  ^  V,  )  (x.  —  x^)  {x,  ^x\)..., 
F(Xj,/)  =  (4P2— x'j)(;Fa  — a?',)(a?2  — 0:3). .  .. 


par  suite, 

p  =  F(x,,j)xF(x2,r)xr(a:3,r).... 

On  peut  évaluer  ce  produit  en  fonction  rationnelle  de  la  seule 
inconnue  j,  au  moyen  des  fonctions  symétriques. 
Ecrivons  le  pi'oduit  P  sous  cette  autre  forme  : 

/    Après  la  substitution  des  valeurs  des  racines  Xt,  Xj,  Xj,..., 
^n  tçrme  quelconque  de  la  fonction  P  contiendra  au  plusi7< 
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coefficients  de  F  (a:,  j)  cl  »  coefficients  def(x,y).  En  effet, 
il  est  d'abord  évident ,  par  l'expression  ci-dessus  de  P,  qu'un 
terme  quelconque  de  ce  produit,  avant  la  substitutioû,  ne  con- 
tient pas  plus  de  m  coefficients  de  la  suite  Bi,  6,....  Il  en  est 
encore  de  même  après  la  substitution  des  valeurs  de  ari,  Xiy.., 
puisque  cette  opération  ne  peut  introduire  que  des  coefficients 
àef{Xjjr).  D'un  autre  côté,  on  peut  former  la  quantité  P  en 
substituant  dans  la  première  équation  les  racines  de  la  seconde, 
et  de  cette  manière  Uniterme  de  P  contiendra  au  plus  n  coeffi- 
cients def{Xyy). 

638.  Soient  actuellement 

/(x,  j^)  =  A.«-+ Aior^'-h  A,Jc*-»  +  . . ., 

On  pourra  écrire  les  équations/(x,  j^ )  =  o  et  F  (a:,/)^» 
de  cette  manière  : 

B,  B, 

D'après  la  remarque  précédente,  le  dénominateur  d'untenne 
du  produit  P  ne  pourra  être  que  A^  B;p,  ou  le  produit  de 
deux  puissances  moins  élevées  de  Ao  et  de  Bq.  Donc,  en  mul- 
tipliant P  par  A;  By,  on  aura  une  fonction  entière  de/.  Soit 
F  =  PA;  B;";  nous  allons  démontrer  que  F  =  o  est  Féqualion 
finale. 

Cela  serait  évident  si  Téquation  finale  ne  devait  contenir 
que  des  racines  pour  lesquelles  on  n'eût  ni  Ao  =  o,  ni  Bo^^'» 
et  si  l'équation  F  =  o  n'avait  aussi  que  de  semblables  racines; 
c^r  alors  les  racines  de  F  =  o  seraient  les  mêmes  que  celles  de 
P  =  o  -,  et,  d'un  autre  côté,  comme  les  racines  qui  devraient 
être  données  par  l'équation  finale  ne  rendraient  infinie  aucune 
des  racines  x^,  x^ *,...,  a:', ,  jc', , ... ,  elles  devraient  toutes  sa- 
tisfaire à  l'équation  P  =  o.  Mais  il  faut  prouver  que  la  prop^'' 
sition  énoncée  subsiste  aussi ,  en  considérant  les  valeurs  de/ 
qui  annulent  un  des  coefficients  A,,  et  Bo ,  ou  qui  les  anuw'^^^ 
tous  les  deux. 


j 
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Supposons  d'abord  que,  pour  j  =  6,  on  ait  Ao  =  o ,  et  que 
Bo  ne  soit  pas  nul  ;  dans  ce  cas ,  une  ou  plusieurs  des  racine» 
Xi,  X, ,  a's,. . .  sont  infinies.  Supposons  que  les  racines  infi- 
nies soient  Xi  et  a:t  ;  on  a 

OU  bien 

PB"=:«(Bo-|-B,i-4-...^  (boH-B,^+..A  (BoX^-hB.o:^-'-!-...)...; 

et,  en  mulliplant  les  deux  membres  par  A^, 

PA;B"=(A.x,;c,)»rB.+B,^-4-...  j  f Bo-f-B,^-f-...j  {^o^l-j-B.xl"' +...).... 

m 

Nous  allons  d'abord  dëmontrer  que  le  produit  A^  j:i.rj  a, 
pour  j^  =  6,  une  valeur  finie,  différente  de  zéro.  En  considérant 
le  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équaliony(x,  j^)  =o,  dont 
le  dernier  terme  est  A,n ,  on  a 

Afl, 
A^  XiXyX^.  . .  =  Am  ,      d'où     A«  4?!  Xi  :^= • 

x^  x^  •  •  • 

Or,  SI  y  =  s  n'annule  pas  A,n,  aucune  des  racines  x^^  x*  v«* 
n'est  zéro  quand  on  fait  j-  =  6  ;  par  conséquent ,  le  second 
membre  de  la  dernière  égalité  a  une  valeur  finie,  différente  de 
zéro. 

Si  Am  est  annulé  par^  =  6 ,  il  y  a  des  racines  nulles  ;  mais, 
dans  ce  cas,  que  Ton  augmente  toutes  les  racines  d'un  même 
nombre  A,  tel  qu'aucune  des  racines  ne  soit  égale  à  —  A,  le 
dernier  terme  de  l'équation  ne  sera  plus  zéro.  On  aura  alors 

A.(x.  +  A)  (x,+ A)  =  ^^-j-^^|j— ^. 

Il  suit  de  là  que  le  produit  A^  [x^  -h  h)  [xt  +  h)  aura  pour 
j^  =  6  une  valeur  finie ,  différente  de  zéro  5  or  ce  produit  est 

égal  kk^XiXtii-^ —  ]  (  1 4-  —  )  )  et  lorsque  Xi  et  x^  devien- 
nent infinies ,  il  a  la  même  valeur  que  le  produit  Ao  Xx  x^. 

Revenons  maintenant  à  l'expression  ci-dessus  du  produit 
PA^  B";^.  Lorsqu'on  fait  jr  =  g ,  les  deux  premiers  facteurs  po- 
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lynômes  de  cette  quantité  se  réduisent  à  iB#,  puisque  Xi  etX| 
sont  infinies.  Chacun  des  facteurs  suivants  a  une  valeur  finie 
qui  n  est  pas  zéro ,  à  moins  que  l'une  des  racines  0:3 ,  X4. . .  ne 
prenne  une  valeur  égale  à  celle  d^une  des  racines  de  l'équation 
F  (x^y)  =Oy  auquel  cas  il  y  aurait  une  valeur  a  de  a:  qui yé- 
rifierait  les  deux  équations  avec  ^=  ê.Donc,  puisque  A^XiJ:i 
est  une  quantité  finie  ,  diflerente  de  zéro ,  si ,  pour  j  =  êqui 
annule  Aq  ,  les  deux  équations  n'ont  aucune  solution  com- 
mune, finie  ou  infinie,  PB^A"  ou  F  a  une  valeur  diflerente 
de  zéro;  et  si  les  deux  équations  ont  une  solution  commune 
X  =^  oLjF  est  zéro. 

Si  j-  =  6  annule  Ao  et  B© ,  en  supposant  toujours  que  Xi 
et  Xf  soient  les  racines  def(Xjy)  =  o  qui  deviennent  infinies, 
les  deux  premiers  facteurs  polynômes  de  PA"  B"  sont  nuls 
quand  on  y  fait/  =  S,  et  tous  les  autres  facteurs  ont  des  va- 
leurs finies  5  donc  F  =  o. 

n  est  démontré  par  là  que  l'équation  F  =  o  donne  toutes 
les  valeurs  finies  de  y  qui  vérifient  les  deux  équations  avec 
une  valeur  finie  ou  infinie  de  x. 

639.  L'équation  F  =  o  peut  avoir  des  racines  égales;  mais, 
relativement  aux  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines,  nous  con- 
sidérerons seulement  le  cas  où  l'une  des  équations  ne  cotitsetA 
pas j^  •,  de  sorte  que  le  système  proposé  est/* (a?)  =0,  F  (x,ff^^' 
Dans  ce  cas,  les  racines  Xi^  Xr,  Xf  )...  de  la  prière  e^^' 
tion  sont  des  quantités  numériques ,  et  l'on  peut  ne  pa»  ^^^^ 
compte  du  coefficient  Ao  qui  est  aussi  un  nombre.  On  a 

11  résulte  de  cette  composition  de  la  quantité  F,  que?  ^^^j' 
quation  f(x)  =  o  admet  p  racines  égales  à  a,  et  si,  par 
substitution  de  a ,  F  (a:,  y)  ==  o  admet  p^  racines  égales  à 0,  ^ 
ddmet  le  facteur  (y~Syp\ 

640.  Il  reste  à  expliquer  commexu  on  obtient  Téqu^l^^ 
F  =  Oj  quand  on  fait  usage  da  procédé  d'élimination  F 
le  plus  gi:and  commun  diviseur.   Considéi;aAs  pour  eeia 
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égalités 

c  A  =  B^  H-  Rr, 

Cl  B  =B,qi  -j-  R,r,, 

Ca  R  =  R|  ^î  -\-  Ra  Tj  , 
Ci  R,  =  Rj^a  -h  ''a- 

Soient  Fi  =  o  Téqualion  finale  du  système  B  =  o,  R  =  o  ; 
Fa  =  o  celle  du  système  R  =  o,  Rj  =  o  5  F3  =  o  celle  du  sys- 
tème Ri  =  O5  R2  =  o. 

Soient  m,  w,  p^  p^ ,  p^  les  degrés  de  A,  B,  R,  Rj ,  Rg ,  par 
rapport  à  a:;  et  cc^ë^p^pi^f^  les  coefficients  des  premiers 
termes  de  ces  polynômes. 

En  substituant  dans  A  les  racines  de  B  =  o ,  on  aura  une 
suite  d'égalités 

c  A'  =  RV,     c  A''  =  R'V,     r  A'"  =  R'V, ...  ; 

d'où  l'on  conclura  ~  =  ^',  ou  c"F  =/"F, 6'»-^ 
On  aura  semblablement 

Par  suite ,  en  multipliant  membre  à  membre , 

p 


=fâ"G:)'(s)"(l 


2  em — p     n—p      p — p       p 

^     P    «P.   *  PV* 


Il  est  à  remarquer  que  c,  Cj ,  Cj ,  t^s  peuvent  n'être  pas  les 
facteurs  les  plus  simples  par  lesquels  il  faut  multiplier  pour 
rendre  les  divisions  possibles. 
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NOTE  I. 


Sur  la  résolution  des  équations  numériques  du  premier 

degré. 

Je  donnerai  seulement  un  exemple  à  trois  inconnues.  Là 
disposition  et  la  marche  du  calcul  seraient  les  mêmes  dans  le 
cas  d'un  plus  grand  nombre  d  équations. 


(-) 

10  691  36o2 
5717249 
423  711 

—  4  3i2o68r 
-h     9  552  169 

—  I  870  241 

—  49192,22*  — 

—  287  888,8       — 
-H  3  25i  426,4       — 

109685,4       =  0 

46452,99    =ï  0 

9423,216  =  0 

(») 

!: 

7,029.0330  « 

6,757.1871 

5,627.0697 

—  6,634-6857^ 

—  4,691.8965 

«  — 

5,040.1489  =  0 

(0 

z 

=  -H  i,6o5.6527r 

4-  3,662.8635 

«  -+- 

2,011.1159 

(«*) 

il 

5717  249  « 
423  711  s 

=  —  6,362.8398 
=  —  5,232.7224 

—  4 > 4^0 -0506 

—  3,289.9332 

— 

4,768. 3p3o 
3,638.1856 

(«) 

!: 

5717249* 
423  711 1 

=  —     2  3o5  896^ 
=  —        170  892^ 

—       26  3o5,7 

X   — 
X  — 

58  654,7 
4346,96 

U) 

-+-     7  246  273^ 
—     2Q4ii33r 

—     3i4 194,5 

io5  107,69    =  0 
i3  770,176  =  0 

(ff) 

-1-  6,8Go.ii47r 
—  6,309.8713 

—  5,497- 1987 

X  -.- 

5,021.6345  =  0 

(») 

y 

=  -+-2,637.0840 

«  H- 

2,161.5198 

(*) 

—     ao4ii33r 

=  -  4,946.9553 

«  — 

4,471,3911 

(0 

—     2041  i33r 

=  —       88  5o2,4 

X  — 

29606,776 

(m) 

-4-  3  160974,5 

X  — 

43376,961  =  0 

(») 

« 

-j-  6,499.8212 

X   — 

4,637.2691  =  0 

ip) 

X  =s  o,oi3  722  65 

X  = 

2,137.4379 

Calcul  de  la  valeur  de  y. 

Calcul  dt 

r  la  V6 
i.63i6 

tleur  de  z. 

(v) 

y  = 

4,774.5219  = 

-H  0)00o595oo 

(r)    #=-t-3,78i 

=  -+-  0,00609020 

-*- 

-f-  o,oi45o5o7 

-H  5,8oo.3oi4 

-+-  0,000  o63  il 

r  = 

"iy^l^^lH* 

H-  o,oi5  10007 

4- 

).I774 

-*-  0,010  269  26 
;    H- 0, 01641360 

NOTE  ï.  545 

Vérification, 
Première  équation.  Deuxième  éifMation* 

{s)       -f-5,^44-5ïo4   -+-Ï75475  -4-5,159.0810   -f-i44 238,4 

—  4, 813.664e    -^  65tift,53v      —4,973.3645    ^   93834,94 

—  3,839.3344    —        675,04!      —3,596.6687    ^     3950^60 

—  109685,4   I  --   4^452^99 

—  175472,97  —144  438,51 
Troisième  équation, 

+  4»649.5ii8      -f-44618,17 

—  i^,  450. 8765      — 28240,76 

—  3,842.247*      —   6g54,20 

—  94^3,2f6 

—  44618,176 

Les  équations  (a)  sont  les  équations  proposées. 

La  première  ligne  (b)  présente  une  équation  fictive,  formée 
en  remplaçant,  dans  la  première  équation  (a),  les  coeffi- 
cients et  le  terme  connu  par  leurs  logarithmes.  Pour  les  deux 
autres  équations  (a),  il  suffit  d'écrire  le  logarithme  du  coef- 
ficient de  z. 

L'équation  (c)  est  la  première  équation  (a)  résolue  par  rap^ 
port  à  z ,  en  exprimant  la  valeur  de  z  par  les  logarithmes*  On 
obtient  cette  équation  (c)  au  moy^i  de  celle  de  la  première 
ligne  (&),  en  transposant  les  termes,  et  retranchant  le  loga- 
rithme placé  devant  z  de  tous  les  autres. 

Les  équations  [d)  sont  conclues  de  l'équation  (c)  ^  en  ajou- 
tant  a  chacun  des  logarithmes  contenus  dans  celle-ci  celui  du 
coefficient  de  z  dans  la  deuxième  équation  [a),  qui  eu  dans 
la  deuxième  ligne  (i)^  et  en  opérant  ensuite  de  mêitte  par 
(  rapport  au  logarithme  du  coefficient  de  z  dan«  la  troisième 
équation  (a) ,  qui  est  dans  la  troisième  ligne  {h)*  OndoiCavoir 
soin  de  mettre  devant  chaque  terme  de  ces  équai^ion^  fictives  le 
signe  de  celui  qu'il  représente. 

Les  équations  (e)  sont  tes  précédentes  {d)  dan»  lesquelles 
on  a  remplacé  les  logarithmes  par  les  nombres^  elles  d^rai^t 
les  valeurs  des  ternies  en  z  dans  la  deuxième. équation  {a)  et 
dans  la  troisième ,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z  iiré# 

35 
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de  la  première.  On  en  conclut  les  équations  {f)qy^i  soni  le  ré- 
sultat de  rélimination  de  z. 

On  effectue  l'élimination  dey  entre  les  deux  éc[uation3(/) 
par  des  calculs  exactement  semblables ,  qui  donnent  les  équa- 
tions (^),  (/i),  (Ar),  (/))  et  enfin  Féquation  (771). 

L'équation  (n)  est  la  précédente  dans  laquelle  on  a  rem- 
placé les  nombres  par  leurs  logarithmes^  on  en  cooclut  le  lo- 
garithme dex ,  et ,  par  suite ,  la  valeur  de  x. 

On  calcule  la  valeur  de  j^  d'après  Féquation  (/i).  Le  loga- 
rithme du  premier  terme,  que  Ton  voit  dans  la  première  ligne 
de  [q)^  s'obtient  en  ajoutant  le  logarithme  de  x  à  celui  qui  est 
écrit  comme  coefficient  de  x  dans  Téquation  [h).  On  a  dans 
cette  équation  le  logarithme  du  second  terme  ^  on  écrit  seule- 
ment dans  (9)  le  nombre  correspondant  ^  et  l'on  ajoute  ce 
nombre  à  celui  qu'on  a  trouvé  pour  le  premier  terme.  A  gau- 
che delà  somme,  on  voit  son  logarithme,  qui  est  nécessaire 
pour  la  vérification. 

La  valeur  de  z  est  donnée  par  Véqualion  (  c)  5  elle  est  formée 
de  trois  termes  qu'on  calcule  de  la  mèine  manière  qu'on  a 
calculé  ceux  de  la  valeur  dey. 

Qi^and  on  a  trouvé  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues,» 
est  nécessaire  de  les  vérifier,  pour  s'assurer  de  Texactitude  de 
toutes  les  opérations ,  et  pour  juger  avec  quelle  approxima- 
tion ces  valeurs  ont  été  obtenues.  Cette  vérification  se  fait  au 
moyen  des  logarithmes  qui  ont  été  employés  ,  et  de  ceux  des 
codOBcients  dey  et  de  x  dans  la  deuxième  équation  (a)  etdans 
la  troisième-,  on  en  conclut  les  logarithmes  des  diSérenis 
terines  de  chaque  équation  et  les  valeurs  de  ces  termes.  Dans 
notre  exemple ,.  la  différence  entre  la  somme  des  termes  positi» 
et  celle  des  termes  négatifs  est  seulement  o,o3  pour  la  pre- 
mière équation;  0,11  pour  la  seconde;  elle  est  au-dessous  de 
0,01  pour  la  troisième  ;  elle  ne  s'élève  pas,  dans  chaque  équa- 
tion, au  delà  d'une  unité  de  l'ordre  du  septième  chiffre,  ^r, 
en  supposant  que  la  première  équation,  par  exemple^  "^ 
exactement  vérifiée  et  qu'on  altérât  seulement  la  valeur  de' 
de  o  y  000  000  01 ,  le  premier  membre  prendrait  une  valeur 
diiférente  de  zéro  de  plus  de  o ,  i .  On  est  donc  en  droit  de  coU' 
«lure  de  la  vérification  relative  à  la  première  éciuation ,  q^  ^ 
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celle  où  Terreur  de  là  valeur  de  z  aurait  le  plus  d'influence, 
que  cette  valeur  n'est  pas  fautive  de  Oyoooooooi.  Les  deux 
autres  vérifications  font  yoir  que  Tapproximation  n'est  pas 
moindre  pour  les  valeurs  de  j^  et  de  x. 

Il  est  très-essentiel  d'observer  que  les  éliminations  succès- 
sives  ne  doivent  pas  se  faire  indifféremment  dans  tel  ordre  que 
l'on  veut.  On  doit  éliminer  en  premier  lieu  l'inconnue  qui  est 
niultipliée  par  le  plus  grand  coefficient  ^  et  eu  prenant  sa  valeur 
dans  l'équation  qui  la  contient  avec  ce  plus  grand  coefficient. 
Si  Ton  agissait  autrement^  les  erreurs  occasionnées  par  l'em<- 
ploi  des  logarithmes  pourraient  devenir  d'uu  ordre  supérieur 
à  celui  des  derniers  chiffres  des  coefficients  donnés^  et  alors 
elles  équivaudraient  à  une  altération  de  ces  coefficients.  Tandis 
qu*en  faisant  en  sorte  de  n'avoir  à  calculer  par  les  logarithmes 
que  des  nombres  les  plus  petits  possibles ,' on  attéixue  les 
erreurs  absolues  de  ces  nombres  et  rinfluencc  qu'elles  peuveni 
avoir  sur  les  résultats. 
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NOTE  II. 


Sur  In  convergence  des  séries. 

Les  téri^â  prëieDteiit,  sous  le  rapport  de  leîor  conTerjence, 
une  panioularilé  renurquable.  Lorsque  la  convergence  a  lieu 
en  réckdiaiit  les  termes  à  leurs  valeurs  numériques,  et  indé- 
peudaminent  des  signes  dont  ils  sont  affectés ,  si  Ton  ckcge 
Tordre  des  termes,  de  manière  que  chaque  terme  Tienne 
occuper  un  rang  détetatiné,  différent  de  celui  qu'il  occupait 
d'abord,  on  formera  une  nouvelle  série  qui  sera  encore  con- 
vergente, et  qui  aura  la  même  somme  que  la  première.  Mais, 
lorsque  la  convergence  n'a  lieu  que  par  l'effet  àts  sijnes 
àii^  termes,  dont  les  valeurs  numériques  formeraient  une 
série  divergente ,  il  peut  arriver,  en  changeant  Tordre  d» 
termes,  que  la  nouvelle  série  soit  divergente;  ou  que,  si  elle 
reste  convergente,  la  somme  soit  différente  de  celle  de  la  pre- 
mière série  (*). 

Soit  une  série  Uo,  Ui ,  fit ,... ,  u^y  etc.  Désignons  les  valeurs 
numériques  des  termes  par  U^,  Ut?  Uf  vi  U»'  etc.  Si  ces 
iralenrs  numériques  forment  une  série  convergente,  lere*^ 
R„,   ou   U.  4- U„+,  +  etc. ,    deviendra    moindre  que  tojite 
limite,  quand  h  sera  sufïisamment  grand.  Supposons  que  ion 
change  Fcmlre  des  termes  suivant  une  loi  quelconque,  ei 
»p,K^,....,  {/«yetc,  la  nouvelle  série  produite  par  le  en 
gement  d^ordre.  On  pourra  prendre  un  nombre  i  plus  gra 
que/i,  et  assez  grand  pour  que  les  termes  i/«,  Wi,.-»"»»  , 
la  somme  est  ^«,  se  trouvent  tous  compris  dans  les  ipremie 
termes  de  la  série  ii^ ,  i/^ ,  etc.  Représentons  par  5',-  la  somme 
ces  I  premiers  termes^  cette  somme  s'i  pourra  contenir»  o 
les  termes  qui  donnent  la  somme  5„,  d'autres  termes  qv 
trouvaient  compris  dans  la  suite  m„  ,  ii„+i ,  etc.  \  mais  la  ^ 
de  ces  termes,  quels  que  soient  leurs  signes,  sera  necessa 

**    loumal  de  M.  Liou ville  (  tom«  IV,  page  396}^ 
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ment  mpîndre  que  R„.  Ainsi  ^  on  aura  5',-  =î=  5„  -f-  6Rn?  6  étant 
un  nombre  compris  entre  0  et  i .  Or,  si  Ton  fait  croître  n  et  i 
an  delà  de  toute  limite,  6R„  s'approefaera  indéfimmcait  de  o, 
et  ^„,  de  la  limite  s.  Donc  5',-  s'approcliera  aussi  indéfiniment 
de  la  limite  s.  Donc  la  série  u^jU^^..,^  u^y  etc. ,  est  conver- 
gente y  et  elle  n  la  même  sonune  s  que  la  séri>e  no^  Ut ,  «t t •••  y 
li^  I  etc. 

Pour  montrer  que,  lorsque  la  convergence  a  lieu  seulement 
par  Tefiet  des  signes,  la  transposition  des  termes  peut  altérer 
la  somme,  ou  rendre   la  série  divergente,  considérons  la 


série 


I       I       I       I       i 
a      3      4      ^      ^ 

Prenons  successivement  deux  termes  positifs  et  un  terme  né- 
gatif) de  cette  manière 

T       t   .    I       1       r 

On  peut  former  cette  nouvelle  série  au  moyen  de  la  première, 
en  lui  ajoutant  celle  qui  résulte  de  la  division  de  tous  ses 
termes  par  2.  En  effet,  si  Ton  partage  les  termes  en  groupes  de 
quatre  termes,  le  n'*"**  groupe  est 

1  I  I  t 

4« — 3       ^n^-'H      ^n -^  i       ^n 

après  la  division  de  tous  les  termes  par  a ,  en  groupant  chaque 
terme  avec  le  suivant,  le  n'*"**  groupe  est 


4it  —  a      4^*' 
la  somme  de  ces  deux  groupes  est 

t  }  I 

^n  —  3       ^/i'-^i       in 

et  si  Ton  fait   successivement  »  =  i,  =:  a,  =  3,  etc.,  on 
obtient   les  groupes  successifs  de  trois  termes  de    la    série 

II.  * 

iH-  qT h  etc.  Soient  s^^  et  ^4^  les  sommes  des  a  n  et  des  4  '^ 

premiers  termes  de  la  première  série  \  celle  des  2  n  premier© 
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termes  de  la  «ërîe  -  —  -r-H^  —  s4-  etc.  sera  -  s^ni  et  la  somme 

-       i-i      4      o      o  a 

des  3  /l  premiers  termes  de  la  série  exténue  par  la  transposition 
des  termes  sera  ^♦«H — Xj„.  Or,  si  Ton  fait  croître  indéfini- 
ment  le  j)om)>re  n,  les  sommes  s^n  et  Sfn  convergeront  Ters  une 
même  limite,  qui  est  /  a  (  n°  40?  ) .  Donc  Sin  4-  -«^ta  convergera 

vers  -  /a.  Ainsi  la  série 
a 


I       I       I   .   I       I 

I-I-5 h^H 7 
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•  •  > 


3 
a  pour  somme  -  /  2, 

Par  un  autre  changement  dans  Tordre  des  termes  de  la  même 
série,  on  pourra  obtenir  unç  série  divergente;  cela  aurait  lieu 
si  Ton  prenait  alternativement  des  groupes  de  termes  positifs, 
puis  de  termes  négatifs,  dans  lesquels  le  nombre  des  termes 
croîtrait  par  degrés  et  indéfiniment;  de  manière  que  la  valeur 
de  cliaque  groupe  fût  toujours  plus  grande  qu'un  nombre 
donné;  comme  le  groupe  ci -dessous  par  exemple, 

III  I 

■H 7  -h  ...  -H  = — ' f 


dont  la  videur  est  plus  grande  que  5 — -—  et  par  conséquent 

plus  grande  que  -• 

En  considérant  la  série  convergente 

I  i'         I 

.    .  v^^     \/3     v/4  ■ 

on  en  tire  encore  plus  facilement  une  série  divergente  ;  îl  suflSt 
de  prendre  alternativement  deux  termes  positifs,  puis  un  terme 
négatif,  comme  il  suit  : 

I  III  I 

V'S     n/2    Vs    V7  ,  v^     *  " 
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En  effet,  si  Ton  pose 

/(/îj  =  I j=  ^t-   —  — -rrH-,  .  • —  ■.  •+-  '.  ,      .,  ■—   -psr» 

V2        V^        V4  V^^  —  ^        V^/l— I         v^'* 

.  I  I  I  I  I  ï 

il  viendra 


V2/i-i-i        ^2/1-1-3  y4'' — * 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  plus  grand  que  ■■     .        » 

et  par  conséquent  plus  grand  que  ~  V^;  il  tend  donc  vers  l'infini 

en  même  temps  que  n.  Donc  il  en  est  de  même  de  F  [n)  — f{n)j 
et,  par  suite,  de  F  (n)  :  puisque/(  n)  est  une  quantité  finie. 


FIN. 


>  ♦   .. 


v^  , 


■r 


,  ^"^^r^-î^"  v 


1 , 
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